N
N

N

HAL

open science

Calcul effectif de la cohomologie des faisceaux constructibles
sur le site étale d’'une courbe

Christophe Levrat

» To cite this version:

Christophe Levrat. Calcul effectif de la cohomologie des faisceaux constructibles sur le site étale d’une
courbe. Géométrie algébrique [math.AG]. Sorbonne Université, 2022. Francais. (NNT : 2022SORUS294). (tel-

03884543v2)

HAL Id: tel-03884543
https://theses.hal.science/tel-03884543v2

Submitted on 5 Dec 2022

HAL is a multi-disciplinary open access archive
for the deposit and dissemination of scientific re-
search documents, whether they are published or not.
The documents may come from teaching and research
institutions in France or abroad, or from public or pri-
vate research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est des-
tinée au dépot et a la diffusion de documents scien-
tifiques de niveau recherche, publiés ou non, émanant
des établissements d’enseignement et de recherche
francais ou étrangers, des laboratoires publics ou
privés.

Au‘to':'lizition
HAL Authorization


https://theses.hal.science/tel-03884543v2
https://about.hal.science/hal-authorisation-v1/
https://about.hal.science/hal-authorisation-v1/
https://hal.archives-ouvertes.fr

SORBONNE
UNIVERSITE

Ecole doctorale de Sciences Mathématiques de Paris Centre

THESE DE DOCTORAT

Discipline : Mathématiques

présentée par

Christophe LEVRAT

Calcul effectif de la cohomologie des faisceaux
constructibles sur le site étale d’une courbe

dirigée par David MADORE et Fabrice ORGOGOZO

Soutenue le 30 septembre 2022 devant le jury composé de :

M. Xavier CARUSO Université de Bordeaux rapporteur
M. Alain COUVREUR INRIA Saclay examinateur
M. Bruno KAHN Sorbonne Université président
M. Davide LOMBARDO Universita di Pisa rapporteur
M. David MADORE Télécom Paris directeur

M. Fabrice ORGOG0OZO  Sorbonne Université directeur

M. Hugues RANDRIAM ANSST & Télécom Paris  examinateur



Institut de mathématiques de Jussieu- Sorbonne Université

Paris Rive gauche. UMR 7586. Ecole doctorale de Sciences
Boite courrier 247 Mathématiques de Paris Centre.
4 place Jussieu 4 place Jussieu

75252 Paris Cedex 05 75252 Paris Cedex 05



,die meinen®, fragte Lukas, ,,Sie werden gar nicht kleiner, wenn Sie
ndher kommen? Und Sie sind auch nicht wirklich so riesengrog,
wenn Sie weit entfernt sind, sondern es sieht nur so aus 7

»ehr richtig”, antwortete Herr Tur Tur. ,Deshalb sagte ich; ich bin
ein Scheinriese.”
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Résumé/Abstract

(FR) Cette thése porte sur la représentation algorithmique des faisceaux constructibles de groupes
abéliens sur le site étale d’une variété sur un corps algébriquement clos, ainsi que sur le calcul effectif de
leur cohomologie lorsque leur torsion est inversible dans le corps. Nous décrivons trois représentations
de ces faisceaux sur les courbes lisses ou nodales, ainsi que des algorithmes permettant d’effectuer un
certain nombre d’opérations (noyaux et conoyaux de morphismes, images directes et réciproques, Hom
interne et produit tensoriel) sur ces faisceaux. Nous présentons un algorithme de calcul du complexe
de cohomologie d’un faisceau localement constant constructible sur une courbe lisse ou nodale X, et en
déduisons une description explicite du foncteur RI'(X, —): D%(X,Z/nZ) — D%(Z/nZ), fonctorielle en
le schéma X et le complexe constructible considéré. En particulier, si X et le faisceau F proviennent
par changement de base d’un sous-corps parfait, nous décrivons 'action de Galois sur le complexe
RI'(X, F) calculé. Nous donnons des bornes explicites sur le nombre d’opérations effectuées par ’algo-
rithme calculant RT'(X, F). Nous donnons également une description explicite des cup-produits dans la
cohomologie des faisceaux localement constants constructibles sur les courbes projectives lisses. Enfin,
nous indiquons comment déduire de ces algorithmes une fagon de calculer la cohomologie d’un faisceau
constant sur une surface lisse fibrée sur la droite projective.

Mots-clés : cohomologie étale, cohomologie galoisienne, géométrie algébrique effective, courbe algé-
brique, complexité.

(ENG) This thesis deals with the algorithmic representation of constructible sheaves of abelian
groups on the étale site of a variety over an algebraically closed field, as well as the explicit computation
of their cohomology. We describe three representations of such sheaves on curves with at worst nodal
singularities, as well as algorithms performing various operations (kernels and cokernels of morphisms,
pullback and pushforward, internal Hom and tensor product) on these sheaves. We present an algorithm
computing the cohomology complex of a locally constant constructible sheaf on a smooth or nodal
curve, which in turn allows us to give an explicit description of the functor RT'(X, —): D%(X,Z/nZ) —
D%(Z/nZ). This description is functorial in the scheme X and the given complex of constructible
sheaves. In particular, if X and the sheaf F are obtained by base change from a subfield, we describe
the Galois action on the complex RI'(X,F). We give precise bounds on the number of operations
performed by the algorithm computing RT'(X, F). We also give an explicit description of cup-products
in the cohomology of locally constant constructible sheaves over smooth projective curves. Finally, we
show how to use these algorithms in order to compute the cohomology groups of a constant, sheaf on
a smooth surface fibered over the projective line.

Keywords : étale cohomology, Galois cohomology, effective algebraic geometry, algebraic curve,
complexity.
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Introduction

Contexte

Cette thése porte sur des méthodes explicites de calcul de groupes de cohomologie étale. Les pré-
requis a la compréhension de cette introduction et de la suite du manuscrit sont présentées dans le
chapitre I. Soit n un entier. Soit k£ un corps de caractéristique premiére a n. Les catégories dérivées des
faisceaux de A := Z/nZ-modules sur les k-schémas de type fini sont munies des six opérations f*, R f,,
Rfi, Rf", ®k, RHom, définies par Grothendieck. La condition raisonnable de finitude sur les faisceaux
est la constructibilité : un faisceau de A-modules sur un schéma noethérien X est dit constructible si
X admet une stratification telle que le faisceau soit un systéme local sur chaque strate. Les faisceaux
constructibles sont les objets noethériens de la catégorie des faisceaux de A-modules sur X. Un résul-
tat majeur di & Grothendieck, Artin, Deligne et plus récemment Gabber pour la formulation la plus
générale [ILO, XIII, Th. 1.1.1], affirme que pour des schémas noethériens quasi-excellents sur lesquels
n est inversible, la constructibilité est stable par les six opérations.

Supposons k algébriquement clos. Soit X un schéma de type fini sur k. Le résultat précédent
implique que pour tout faisceau constructible F de A-modules sur X, les groupes de cohomologie
Hi(X, F) sont finis. De plus, ils sont nuls dés que ¢ > 2dim X. Un morphisme f: Y — X de k-
schémas induit par fonctorialité un morphisme RI'(X, F) — RI'(Y, f*F). De méme, si X provient par
changement de base d’un schéma sur un sous-corps parfait ko, R['(X,F) est muni d’une action de
Gal(k|ko). A défaut de pouvoir calculer les six opérations explicitement, un objectif atteignable est
le calcul d’un complexe représentant RT'(X, F), ou au moins des groupes H'(X, F), d’une facon qui
permette de représenter ces morphismes de fonctorialité. Si X est une courbe projective lisse connexe
et F est constant, les groupes Hi(X7 F) sont bien connus; en particulier, HI(X, ln) est le groupe des
points de n-torsion de la variété jacobienne de X. Si X est de dimension d > 1, les deux techniques
de calcul usuelles procédent par fibration et récurrence sur la dimension. D’une part, pour les variétés
projectives, un pinceau de Lefschetz permet d’obtenir une fibration

X — P!

ot X est un éclatement de X. D’autre part, les bons voisinages d’Artin permettent d’obtenir une
fibration en courbes affines
X=>Xg1 ==X

ott X; est de dimension 4. Si les suites spectrales associées a ces fibrations permettent assez rapidement
de majorer le rang des H’(X, F), voire le calculer pour des petites valeurs de j, elles ne fournissent
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toutefois pas immédiatement une description de ces groupes permettant de calculer les morphismes de
fonctorialité évoqués ci-dessus.

La calculabilité des groupes Hi(X, A) a été démontrée par Poonen, Testa et van Luijk en 2015 dans
le cas ou k est de caractéristique nulle [PTv15, Th. 7.9]. Une preuve en caractéristique quelconque a été
donnée quelques mois plus tard par Madore et Orgogozo [MO15, Th. 0.1]. Ces deux articles décrivent
en détail des algorithmes permettant effectivement de calculer les Hi(X ,Z/nZ), mais ne donnent pas de
borne sur le nombre d’opérations effectuées par ces algorithmes, qui paraissent en outre trop inefficaces
pour étre utilisés dans la pratique. A I'autre bout du spectre, Huang et Ieradi [HI98, Th. 1] et plus tard
Couveignes [Cou09, Th. 1] ont décrit des algorithmes calculant explicitement des classes de diviseurs
sur une courbe projective lisse formant une base de la n-torsion de la jacobienne de cette courbe, avec
des bornes de complexité trés précises. Nous nous sommes intéressés au calcul du foncteur RT'(X, —),
lorsque X est une courbe lisse ou nodale, et donnons des bornes explicites sur la complexité du calcul.

Lorsque X provient par changement de base d’un corps fini F,, le calcul des Hi(X ,\) permet
également, par I'intermédiaire de la formule des traces, de compter les F,-points de X. En particulier,
un algorithme de calcul de Hi(X7 A) de complexité polynomiale en n et loggq permet de calculer le
cardinal de X (F,) en un nombre d’opérations polynomial en log g. Dans le cas ot X est une courbe,
I’algorithme probabiliste de Huang et Ierardi atteint cette complexité. Dans le cas ot X est une surface,
Pexistence d’un tel algorithme a été conjecturée par Couveignes et Edixhoven dans [EC11, Epilogue] ;
il y est suggéré d’employer une fibration de Lefschetz. Une grande partie du travail de cette thése a
été motivée par cette conjecture.

Contributions

Soient kg un corps parfait et k& une cloture algébrique de kg. Soit n un entier premier & la carac-
téristique de k. Notons A Panneau Z/nZ. Soit Xy une courbe lisse géométriquement intégre sur ko.
Notons X = Xy Xy, k.

Représentations des faisceaux constructibles sur les courbes Nous décrivons trois représenta-
tions algorithmiques possibles des faisceaux constructibles sur X : par les générateurs ou cogénérateurs
classiques de la catégorie des faisceaux constructibles, et par recollement relativement & un ouvert de
lissité. Nous décrivons des algorithmes (de complexité élémentaire en les entrées) permettant de passer
d’une représentation a une autre. Pour la représentation par recollement, qui est la plus adaptée aux
calculs de cohomologie effectués par la suite, nous présentons des algorithmes calculant les opérations
suivantes sur les faisceaux :

e noyau et conoyau de morphismes;
e somme directe, produit tensoriel, Hom interne;
e tiré en arriére, poussé en avant par des morphismes entre courbes lisses.

Nous adaptons également cette représentation par recollement au cas des courbes nodales.

Construction de revétements galoisiens de courbes Nous montrons comment, & partir d’un
algorithme calculant la n-torsion de la jacobienne de la compactification lisse de la normalisée de
X, calculer explicitement un revétement caractéristique Xo de X de groupe HI(X, A)VY, ainsi qu'un
revétement caractéristique de Xy de groupe Hl(Xo, A)Y. Nous construisons également, a partir de X,
un revétement caractéristique X, o de X tel que Xg 0 Xp, K — X trivialise les A-torseurs sur X.
Une adaptation de ces constructions au cas des courbes nodales est également présentée. La notation
X, trouve son origine dans le fait que lorsque n est un nombre premier £, le revétement Xo — X
correspond au quotient du complété pro-¢ de m1(X) par le groupe numéro 2 de la série de Frattini
descendante (pour plus de détails, voir [MO15, §3.1]).
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Calculabilité de la cohomologie sur les variétés Aprés I’avoir passé en revue, ainsi que d’autres
algorithmes de calcul de la cohomologie, nous montrons que 'algorithme de Madore et Orgogozo, qui
calcule les groupes de cohomologie d’un faisceau constant sur un schéma de type fini sur k, est de
complexité primitivement récursive dés que le schéma en entrée est lisse.

Cohomologie des faisceaux constructibles sur les courbes Soit Fy un faisceau constructible de
A-modules sur X, lisse sur un ouvert affine non vide Uy, de complémentaire fermé réduit Zy. Notons M
sa fibre générique géométrique. Notons X, U, Z, V les changements de base respectifs de Xy, Uy, Zgy, Vo
a ket F=(Fp)|x. Soit V.— U un revétement (étale connexe) galoisien trivialisant F|y. Soit Vo — V/
le revétement décrit ci-avant. Nous décrivons des méthodes efficaces de calcul de ces différents objets
et du groupe G = Aut(V2|U). La courbe affine U est un K(7,1) : la cohomologie de F sur U est
la cohomologie galoisienne du 7 (U)-module M. Notons C12(G, M) le groupe des morphismes croisés
G— M.

Proposition a. (5.3.1) Le morphisme canonique
[M — C*(G,M)] = 7<; RT(G, M) — RI'(U, F)
est un quasi-isomorphisme.

Pour chaque point z € Z, notons I, le groupe d’inertie d’un point de la compactification lisse de Vo
au-dessus de z, et P, le groupe d’inertie sauvage correspondant. Soit ¢,: F, — M= C M= = Mp_le
morphisme de recollement en z composé avec I'isomorphisme canonique M= = Mp_. Ici, les indices
(resp. exposants) désignent les modules des coinvariants (resp. invariants) sous les groupes en question,
et I'isomorphisme M= =5 Mp_ associe & un élément de M invariant sous P, sa classe dans le quotient
Mp,. Le morphisme ¢, fait partie des données définissant F. Nous construisons dans le lemme 2.1.15
une section au morphisme d’inflation C*2(I,/P,, MP=) — C*2(I1,, M).

Théoréme b. (5.0.1) Le cone du morphisme de complexes suivant représente RI'(X, F)[1].

Me@, ,F —2% oG M) — @, , 0 (L/P..Mp) — 0

l@zez (id —62) l@z res§’ Jsa
®D. or.
@zEZ MPZ . ? @zEZ ClQ(IZ/PZ:MPz) ” @zez HI(IZ/PZ7MPZ) — 0

Lorsque V provient de kg, le complexe obtenu est naturellement muni d’une action de Gal(k|ko).
Nous donnons également une variante de ce résultat permettant, a partir de la donnée d’un revétement
Vo — Up qui trivialise Fy, de calculer l’action de Gal(k|ko) sur RT'(X, F). De plus, nous adaptons ce
résultat au calcul de RI'(X,.7"), ou J est un complexe de faisceaux constructibles. Enfin, lorsque
ko = Fy, nous étudions la complexité de ’algorithme construisant ce complexe, basé sur des algorithmes
existants de calcul de points de n-torsion dans la jacobienne d’une courbe.

Théoréme c. (5.6.3) Notons g le genre de X, et r le nombre de points a U'infini de U. Soit d le degré
de V' — U. Soit m un entier tel que M et les fibres de F en les points de X — U soient des quotients de
A™. 1l existe un algorithme probabiliste (Las Vegas) qui calcule un complexe de A[Gal(k|ko)]-modules

représentant RT'(X, F) en
20(d(g+r))

P(d,g,n,r,m,logq)

opérations dans [Fy, ott P est un polynéme. Si V' admet un modéle plan & singularités ordinaires de
degré O(g), cette complexité devient

P(d, g, n, r,m, log q)° ()%,
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Calcul de cup-produits Supposons X projective de genre non nul. Soit ¥ — X un revétement
galoisien de X de degré divisible par n. Nous donnons une description alternative du H? d’un faisceau
lisse sur X qui permet de calculer les cup-produits H! x H* — H?. Soient Y5 le revétement de YV
de groupe H'(Y,A)V, et Y3 le revetement de Yz de groupe H'(Y,A)Y. Notons Gy = Aut(Ys|X) et
Gz = Aut(Y3]|X).

Proposition d. (5.4.1) Pour tout faisceau lisse F de A-modules sur X trivialisé par Y de fibre M, le

morphisme
im(H?*(Gy, M) — H*(G3, M)) — H*(7(X), F)

est un isomorphisme.

Théoréme e. (5.4.4) Soient F et G deux faisceaux lisses de A-modules sur X trivialisés par Y, de
fibres respectives M et N. Le cup-produit

HY(X,F)x HY(X,G) - H*(X, F® G)
est réalisé par la composée

H'(Ga, M) x H' (G2, N) 5 H2(G2, M ® N) — im(H?(G2, M @ N) — H?(Gs, M @ N)).

Cohomologie des faisceaux constants sur les surfaces En appliquant la procédure prévue
dans [EC11, Epilogue|, nous indiquons comment appliquer les algorithmes précédents au calcul de la
cohomologie de A sur une surface projective lisse sur k fibrée sur P! par un pinceau de Lefschetz.

Organisation du manuscrit

Le chapitre I rappelle les définitions et théorémes célébres de la cohomologie étale. Il permettra
au lecteur peu familier avec ces notions de trouver I’ensemble des résultats utilisés dans la suite du
manuscrit, et pourra aisément étre laissé de coté par le lecteur expert.

Le chapitre II recense des résultats classiques sur la cohomologie et les revétements des courbes
lisses, et leurs analogues moins connus concernant les courbes nodales. En particulier, il contient la
construction et ’étude d’un revétement caractéristique utilisé dans la suite.

Le chapitre III est consacré a la description des diverses représentations explicites des faisceaux
constructibles de groupes abéliens sur une courbe lisse ou nodale, ainsi qu’aux algorithmes servant
a passer d’une représentation & une autre. Nous y décrivons un certain nombre d’opérations sur ces
faisceaux dans une représentation par recollement relativement & un ouvert de la courbe sur lequel le
faisceau est lisse.

Les algorithmes existants pour le calcul de la cohomologie sont décrits dans le chapitre IV. Tout
d’abord, nous résumons ’algorithme de Madore et Orgogozo qui calcule la cohomologie d’un faisceau
sur une variété quelconque, et montrons qu’il est primitivement récursif dans le cas particulier des
variétés lisses. L’algorithme de Huang et Ierardi et ’algorithme de Couveignes permettent de calculer
la cohomologie d’un faisceau constant sur une courbe projective lisse ; nous expliquons comment adapter
I'un et 'autre au calcul de la division par n dans le groupe de Picard de la courbe. Ces deux algorithmes
serviront de base & nos méthodes de calcul. Enfin, nous décrivons la méthode de Jin servant a calculer
la cohomologie d’un faisceau lisse sur une courbe lisse.

Nous présentons dans le chapitre V des méthodes de calcul de la cohomologie des faisceaux construc-
tibles sur une courbe X lisse ou nodale. Le cas le plus simple, traité en premier, est celui des faisceaux
constants, qui se résume & des calculs dans la jacobienne de la (compactification lisse de la normalisa-
tion de la) courbe. Vient ensuite le cas des faisceaux lisses, qui se raméne a des calculs de cohomologie
galoisienne. Une section est alors consacrée aux calculs de cup-produits dans la cohomologie de ces
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faisceaux. Enfin, le calcul de la cohomologie des faisceaux constructibles et des complexes d’iceux s’ef-
fectue par recollement, en s’appuyant sur le cas des faisceaux lisses. Nos résultats fournissent un calcul
explicite du foncteur

RI(X,—): D%(X,Z/nZ) — D(Z/nZ)

ol n est un entier inversible sur X. Tous ces calculs sont fonctoriels en X et en le faisceau étudié ; nous
donnons des bornes de complexité précises sur les algorithmes présentés.

Le chapitre VI est dédié au calcul de la cohomologie des surfaces projectives lisses. Nous montrons
comment la méthode classique de fibration en courbes au moyen d’un pinceau de Lefschetz peut étre
utilisée en conjonction avec nos algorithmes sur les courbes pour calculer la cohomologie d’un faisceau
constant sur une surface, et ainsi compter les points sur cette surface si elle provient d’un corps fini.

Les annexes contiennent des compléments de nature algorithmique. L’annexe A fournit des préci-
sions sur les différentes classes de complexité ainsi que sur la notion de corps calculable, et rappelle
la complexité des opérations classiques dans les anneaux de polynémes. L’annexe B détaille la repré-
sentation des variétés algébriques utilisée par les algorithmes, et résume les opérations classiques en
géométrie algébrique effective. Enfin, les algorithmes spécifiques aux courbes ainsi que leur complexité
sont présentés dans ’annexe C.
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CHAPITRE |

Cohomologie étale et groupe fondamental

Ce premier chapitre recense les définitions des objets manipulés par la suite, ainsi que les princi-
paux résultats de la cohomologie étale utilisés dans la suite de ce texte. Afin de rendre la lecture plus
abordable et citer plus rapidement des théorémes importants, ces résultats ne sont pas présentés dans
I’ordre habituel de leur démonstration. Le lecteur averti pourra passer directement au chapitre suivant.

Nous supposons connus les résultats classiques d’algébre homologique, en particulier la construction

des catégories et foncteurs dérivés. Une introduction bréve et efficace & ces notions se trouve dans
[ThoO1], et une introduction plus compléte dans [Yek19].

Avertissement Dans ce chapitre, le terme schéma signifiera schéma noethérien. Tous les schémas
rencontrés dans la suite de cette thése seront effectivement noethériens.

I.1 Morphismes étales et groupe fondamental

I.1.1 Morphismes étales

Définition 1.1.1. Un morphisme de schémas f: Y — X est dit étale en un point y de Y §’il est plat et
non ramifié en y. Il est dit étale s’il est étale en tout point de Y. Nous noterons Xy; la catégorie dont les
objets sont les couples (Y, f) ou f: Y — X est un morphisme étale, et les morphismes (Y, ) — (Y, f/)
sont les morphismes de schémas ¢: Y — Y’ tels que f/ o ¢ = f. Nous noterons Féty la sous-catégorie
de X¢ formée des X-schémas finis étales, appelés revétements étales.
Exemple 1.1.2. 1. Toute immersion ouverte est étale.

2. L’immersion d’un fermé strict d’un schéma connexe n’est jamais étale.

3. Soient A un anneau et h € A[t]. Soit g € A[t] un polynoéme unitaire tel que g’ soit inversible dans
Alt,h=1]/(g). Alors le morphisme

Spec A[t,h™']/(g) — Spec A

est étale. Un morphisme de cette forme est appelé morphisme étale standard.



4. Si k'/k est une extension galoisienne de corps et X est un schéma sur k alors le morphisme
X — X est étale.

5. Si k est un corps et n est un entier inversible dans k, 'endomorphisme de G,,, = Spec k[t, ¢~ !]
défini par ¢ — t" est étale.

6. Si FE est une courbe elliptique sur un corps k et n est un entier inversible dans k alors la
multiplication par n est un endomorphisme étale de F.

7. Le morphisme Spec k[x,y]/(y — 2%) — Spec k[y] donné par (z,y) — y est plat, mais ramifié au
point (0,0).
8. Soit X = Speck[r,y]/(y*> — 2?(x + 1)) la cubique nodale, et soit v: A’ — X le morphisme

de normalisation donné par t — (t?> — 1,3 — t). Le morphisme v est non ramifi¢ dés que la
caractéristique de k est différente de 3, mais n’est pas plat.

Il existe de nombreuses caractérisations équivalentes de 1’étalitude d’un morphisme (voir p. ex.
[Stacks, 02GU]). L’une des plus explicites est la suivante.

Proposition 1.1.3. Soit f: Y — X un morphisme de schémas. Le morphisme f est étale en y € Y
si et seulement s’il existe un ouvert affine V' = Spec B de Y contenant y, un ouvert affine U = Spec A
de X contenant f(y) et une présentation

A = B[CCl .o $n]/(f1 .o -fn)
tels que det(df;/0x;) € B/S.
L’étalitude d’un morphisme de variétés a une interprétation géométrique trés simple.

Proposition 1.1.4. [Mil13, Prop. 2.9] Soit f: ¥ — X un morphisme de variétés sur un corps algé-
briquement clos k. Le morphisme f est étale si et seulement si, pour chaque point fermé y de Y, le
morphisme induit entre les cones tangents TCy(,y X — TC, Y est un isomorphisme.

Voici quelques propriétés classiques des morphismes étales.

Proposition 1.1.5. [Stacks, 02GN,02G0O,03WT]
1. Un morphisme étale est ouvert.
2. La composée de morphismes étales est étale.
3. Tout changement de base d’un morphisme étale est étale.
4

. Soient f: Y = X et g: X — S des morphismes de schémas. Si g et go f sont étales alors f ’est
également.

[.1.2 Revétements galoisiens

Définition 1.1.6. Soit X un schéma connexe. Un revétement galoisien de X est un morphisme fini
étale f: Y — X, ou Y est connexe, tel que le groupe d’automorphismes Aut(Y|X) agisse transitivement
sur les fibres géométriques de f.

Remarque 1.1.7. Comme un morphisme fini est fermé et un morphisme étale est ouvert, tout revé-
tement galoisien d’un schéma connexe est surjectif.

Le lemme suivant montre en quoi cette notion généralise celle d’extension galoisienne de corps; en
particulier, une extension finie k’/k est galoisienne si et seulement si le morphisme Speck’ — Speck
est un revétement galoisien.



Lemme 1.1.8. [Stacks, 03SF] Un morphisme fini étale de schémas f: Y — X est galoisien si et
seulement si le groupe Aut(Y|X) est d’ordre deg(f).

Comme pour les extensions de corps, il y a une notion de cloture galoisienne.

Définition 1.1.9. Soit f: Y — X un morphisme fini étale, ot X est un schéma connexe. Un mor-
phisme g: Z — Y tel que la composée Z — X soit un revétement galoisien est appelé cloture galoisienne
de f si tout autre X-morphisme d’un revétement galoisien de X vers Y se factorise par g.

Z 95y — s X

F\
3!\\ T Kﬂl

M

Proposition 1.1.10. [Sza09, Prop. 5.3.9] La cloture galoisienne existe et est unique & isomorphisme
prés; si T est un point géométrique de X, de préimages les points géométriques 71,...,7q de Y, la
cloture galoisienne de f est la composante connexe dans Y X x --- xx Y (d facteurs) de (g1, ..., Td)-

I[.1.3 Groupe fondamental

Soit X un schéma connexe. Soit  un point géométrique de X. Rappelons que Fétyx désigne la
catégorie des X-schémas finis étales.

Définition 1.1.11. Le groupe fondamental 71 (X, Z) de X en Z est le groupe des automorphismes du
foncteur fibre Fibz: Fétx — Set,Y — Yz.

Considérons la catégorie cofiltrante Ix ; des couples (fy:Y — X,7), o fy:Y — X est un
revétement galoisien (connexe) et y est un point géométrique de Y vérifiant T = fy o §. Un morphisme
de tels couples est un morphisme de X-schémas compatible avec les points géométriques.

Proposition 1.1.12. [Sza09, Prop. 5.4.6] Le foncteur Fib; est pro-représenté par limy¢ror Y, Clest-
a-dire que pour tout X-schéma étale Z — X, le morphisme

colim g, mersp, Homx (Y,Z) — Fibz(2)
fo— 1@

est un isomorphisme. Le groupe 71 (X, Z) est isomorphe a limy, gyerop Aut(Y]X)°P. C’est en particulier
un groupe profini.

Lemme 1.1.13. Soit (Y,¥) un objet de Ix z. Il y a une suite exacte de groupes profinis :
1—-m(Y,9) - m(X,Z) = Aut(Y|X)P? — 1.

Démonstration. Pour tout (Y',y') € Iy, la cloture galoisienne de Y/ — X se factorise par Y’ — Y.
Par conséquent, si J désigne la sous-catégorie de Iyz des (Y',y’) tels que Y’ — X soit galoisienne,
71(Y,9) est encore isomorphe & lim(y g yor Aut(Y'[Y)°P. Comme J est encore une sous-catégorie de

Ix z, ceci définit une injection m1 (Y, g) — m1 (X, ), qui est le noyau de m1(X,z) — Aut(Y|X)P. O
Le théoréme central de la théorie de Galois-Grothendieck est le suivant.

Théoréme 1.1.14. [Sza09, Th. 5.4.2] Le foncteur Fibz induit une équivalence entre Fétx et la ca-
tégorie des ensembles finis munis d’une action & gauche continue de m (X, Z). Cette équivalence fait
correspondre les revétements galoisiens de X aux quotients finis de m1 (X, ).
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Exemple 1.1.15. 1. Soit ko un corps. Soit k" une cloture séparable de k. Notons 7 le point
géométrique correspondant de Spec kq. Alors

7T1(Sp€C k?o, 77) = Gal(k88p|ko).

2. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Alors il n’y a pas de revétement
étale non trivial de A}, et
ﬂ-l(AZa 77) = ﬂ-l(PZ7ﬁ) =0.

De méme qu’en topologie, le choix du point-base T est indispensable a la fonctorialité de 7. Soit
f:Y — X un morphisme de schémas connexes. Soit § un point géométrique de Y d’image z. Notons
By_,x = — xx Y: Fétx — Féty le foncteur de changement de base. Alors Fib; = FibjoBy_ x, ce
qui induit un morphisme de groupes f,: m1(Y,y) — 71 (X, Z). Tout comme en topologie, le point-base
n’a aucune influence sur la structure du groupe fondamental.

Proposition 1.1.16. [Sza09, Cor. 5.5.2] Soit Z’ un autre point géométrique de X. Il y a un isomor-
phisme 71 (X, Z) — 71(X,Z’), unique & un automorphisme intérieur de (X, Z) pres.

Nous pourrons donc nous permettre ’abus de notation consistant, lorsque X est intégre, & noter
7m1(X) le groupe (X, 7)), ot 7 est un point générique géométrique de X. Dans le cas ou X est de
surcroit normal, le groupe 71 (X) est le groupe de Galois d’une extension de son corps des fonctions.

Proposition 1.1.17. [Sza09, Prop. 5.4.9] Soit X un schéma normal intégre de corps des fonctions K.
Soient 7 = Spec K — X un point générique géométrique de X, et K®°P la cloture séparable de K dans
K. Désignons par Kx la composée dans K*°P des sous-extensions L/K telles que la normalisation de
X dans L soit étale sur X. Alors Kx est une extension galoisienne de K, et le groupe Gal(K x|K) est
canoniquement isomorphe & 1 (X, 7).

Théoréme 1.1.18. [SGA1, IX, Th. 6.1] Soient kg un corps, et k une cloture algébrique de kg. Soit
ky® la cloture séparable de ko dans k. Soit X, un ko-schéma de type fini géométriquement intégre.
Notons X = X X, k. Soit : Speck — X un point géométrique de X. Le morphisme X — X induit
une suite exacte de groupes profinis

1 — m(X,z) = m(Xo,z) = Gal(ky " |k) — 1.

I.2 Le topos étale

Introduite par Grothendieck dans les années 1960, la théorie des sites et des topos permet de
généraliser la théorie usuelle des faisceaux définis sur la topologie de Zariski d’un schéma. Elle permet
de considérer des topologies contenant beaucoup plus d’ouverts que la topologie de Zariski, et donne
lieu & des théories cohomologiques plus fines, comme la cohomologie étale.

1.2.1 Sites

Définition 1.2.1. Soit C une catégorie. Une prétopologie sur C est la donnée d’un ensemble Couv(C)
de familles de morphismes (u;: U; — U);c; dans C, appelées familles couvrantes, vérifiant les propriétés
suivantes.

1. Si V' = U est un isomorphisme dans C alors (V — U) € Couv(C).

2. Si (U; = U);er € Couv(C) et pour tout i € I, (Vi; — Ui)jes, € Couv(C) alors (Vi; — U);; €
Couv(C).



3. Si (U; = U)ier € Couv(C) et V — U est un morphisme dans C alors les produits fibrés U; xy V
existent et (U; xy V — V),er € Couv(C).

Une catégorie munie d’une prétopologie sera appelée un site.

Cette terminologie courante différe de celle employée dans [SGA4,], ou un site est défini comme
une catégorie munie d’une topologie. Ceci n’a aucune incidence sur la suite.

Définition 1.2.2. Soit X un schéma.

1. Un recouvrement de Zariski de X est la donnée d’une famille d’ouverts de Zariski (U;);c; de X
telle que X = (J,c; U;. Le site de Zariski de X est la catégorie des ouverts de X munie de la
prétopologie dont les familles couvrantes sont les recouvrements de Zariski.

2. Un recouvrement étale de X est la donnée d’une famille (u;: U; — X );c; d’éléments de X telle
que |J; u;(U;) = X. Le (petit) site étale sur X est la catégorie X¢; munie de la prétopologie dont
les familles couvrantes sont les recouvrements étales. Le gros site étale sur X est la catégorie des
X-schémas, munie de la prétopologie dont les familles couvrantes sont les recouvrements étales.

I.2.2 Faisceaux et topos

Soit C un site. Afin de traiter le sujet des topos en toute généralité et en évitant de rencontrer des
problémes ensemblistes, il est nécessaire de fixer en amont un univers U [SGA44, I, §0] et ne considérer
que des U-sites [SGA4,, IT, Def. 3.0.2]. Si la catégorie sous-jacente & C est une catégorie de schémas
de type fini sur un schéma fixé, ce qui est le cas du petit site étale sur un schéma, ces complications
peuvent étre ignorées (voir par exemple la discussion dans [Mil80, II, §2, p.57]).

Définition 1.2.3. Un préfaisceau sur C est un foncteur C°® — Set. Un préfaisceau F sur C est appelé
un faisceau si pour tout U € C et toute famille couvrante (U; — U);ey, la suite

FU) = [[Fw) = I[ 7 <0 Uy)

iel ijel
est exacte. La catégorie des faisceaux sur un site est appelée topos.

On définit de la meéme fagon les (pré)faisceaux de groupes, groupes abéliens, anneaux, modules...
sur C. Nous noterons Ab(C) la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur C. Soit X un schéma. Soit
A un anneau commutatif. Nous noterons également Ab(X) (resp. Moda (X)) la catégorie des faisceaux
de groupes abéliens (resp. de A-modules) sur le site X;.

Remarque 1.2.4. 1. [SGA44, II, Th. 3.4] Comme pour la topologie de Zariski, il existe un foncteur
de faisceautisation, adjoint & gauche du foncteur d’oubli de la catégorie des faisceaux sur C vers
la catégorie des préfaisceaux sur C.

2. Comme dans la topologie de Zariski, les opérations usuelles sur les préfaisceaux de groupes
abéliens (noyau, conoyau, produit, somme directe, produit tensoriel) sont définies en effectuant
les opérations concernées sur les groupes de sections. Les opérations correspondantes sur les
faisceaux sont obtenues & partir de celles-ci par faisceautisation.

Exemple 1.2.5. Soit G un groupe. Vu comme un groupoide & un objet, il définit un site Cq. La
catégorie des G-ensembles est équivalente au topos des faisceaux sur Cg.

Définition 1.2.6. Soient A, B deux topos. Un morphisme de topos A — B est la donnée d’un couple
de foncteurs (u*,u,) ol u*: B — A commute aux limites finies et u,: A — B est adjoint & droite a

ur.



La catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur C est abélienne et admet suffisamment d’injectifs
[SGA44, II, Prop. 6.7]. Lorsque C est le site étale d’un schéma X, nous noterons D(X) sa catégorie
dérivée, et Db(X ) la sous-catégorie pleine de D(X) constituée des objets K tels que H K soit non nul
seulement pour un nombre fini d’entiers i. Le foncteur des sections globales

T(C,—): Ab(C) — Ab

associe & un faisceau F le groupe des morphismes de préfaisceaux d’ensembles du préfaisceau trivial
U +— {*} vers F; dans le cas particulier ou le site C admet un objet final X, I'(C, F) = F(X). Ce
foncteur est exact a gauche mais pas a droite; son foncteur dérivé est noté RI'(C, —), et les groupes
de cohomologie associés sont les H'(C,—) = RT(C,—). Pour tout schéma X, nous noterons encore
RI(X,—): D(X) — D(X) le foncteur RI'( Xy, —).

I1.2.3 Opérations sur les faisceaux

Définition 1.2.7. Soit f: Y — X un morphisme de schémas. Il donne lieu aux foncteurs suivants.

1. Le foncteur image directe f,: Ab(Y) — Ab(X). Pour tout faisceau F € Ab(Y), f,.F est le
faisceau U — F(U xx V) sur Y.

2. Le foncteur image directe a support propre fi: Ab(Y) — Ab(X). Pour tout faisceau F € Ab(Y),
le faisceau fi.F est le sous-faisceau de f,JF dont les sections sur U — X sont les s € f,F(U)
dont le support (c’est-a-dire le plus petit fermé sur le complémentaire duquel faisceau est nul)
est propre sur U.

3. Le foncteur image inverse f*. Pour tout faisceau G € Ab(X), f*G est le faisceautisé du préfaisceau
U +— colimy F(V) sur X, ou la colimite porte sur les V' — X étales tels que la composée U — X
se factorise par V' — X. En particulier, si f est étale, il s’agit simplement de la restriction de F
au site étale de Y.

Le foncteur f* est adjoint & gauche de f,. Le foncteur f* est exact, et le foncteur f, est exact a
gauche ; il est également exact a droite lorsque le morphisme f est fini [Mil80, II, Cor. 3.6].

Soit F € Ab(X). Etant donné un point géométrique Z: Speck — X, la fibre Fz est définie comme
étant I'(Spec k, z*F). Un morphisme de faisceaux F — G est un monomorphisme (resp. épi, resp iso)
si et seulement si pour tout point géométrique Z de X, le morphisme induit Fz — Gz en est un.

1.2.4 Exemples de faisceaux

Soit X un schéma. Donnons quelques exemples de faisceaux sur le site étale de X. Le premier est
le faisceau structural de X, qui & U € Xg; associe Oy (U) ; nous le noterons encore Ox. De méme, le
préfaisceau U +— Homx (U, Y) représenté par un X-schéma Y est un faisceau.

Définition 1.2.8. Soit A un groupe abélien. Le faisceau constant associé a A, noté Ay ou simplement
A, est le faisceautisé du préfaisceau U — A ayant pour morphismes de restriction id4. Son groupe de
sections sur U € Xg; est Ay (U) = A™W) ou mo(U) est 'ensemble des composantes connexes de U.
Un faisceau sur X est dit constant s’il est isomorphe & un faisceau de cette forme.

Remarque 1.2.9. Le foncteur faisceau constant est adjoint a gauche du foncteur des sections globales
NX,—-): F— F(X).

Exemple 1.2.10. Le groupe multiplicatif G,, x, représenté par Spec Z[t,t ] xz X, associe & U € X
le groupe I'(U, Op)*. Le groupe additif G, x, représenté par SpecZ[t] xz X, associe & U € X le
groupe I'(U, Oy ). Soit n un entier. Le morphisme [n]: G, — G,, défini par ¢ — ¢" est un morphisme
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de schémas en groupes, et son noyau est u, = SpecZ[t]/(t" — 1) xz X . Le faisceau représenté par p,
est

pnx: U~ {zel(UO0y)|a" =1}.
Remarquons que si X est un schéma sur un corps k qui contient les racines n-iémes de I'unité, le choix
d’une telle racine ¢ € p, (k) détermine un isomorphisme de faisceaux Z/nZ — pu,.

Proposition 1.2.11. [SGA4;, IX, 3.2 et 3.5] Soit n un entier inversible sur X. Il y a une suite exacte
dans Ab(X), appelée suite exacte de Kummer :

0_>/f«n,X — Gm,X ﬂ> Gm,X — 0.

Supposons X de caractéristique un nombre premier p. Il y a une suite exacte dans Ab(X), appelée
suite exacte d’Artin-Schreier :

P__
0= Z/pZ — Ga x —2=% Gax — 0.
Définition 1.2.12. 1. Un faisceau sur X est dit localement constant s’il existe un recouvrement
étale (U; — X);cs tel que pour tout 4, la restriction de F au site étale de U; soit un faisceau

constant.

2. Un faisceau F sur X est dit constructible si X est réunion finie de parties localement fermées
sur lesquelles F est localement constant & fibres finies.

3. Soit A un anneau noethérien. Un faisceau de A-modules sur X sera dit lisse s’il est localement
constant et constructible, c’est-a-dire localement constant et & fibres finies.

Nous noterons D%(X) la sous-catégorie triangulée pleine de D’(X) des objets K tels que tous les
faisceaux H' K soient constructibles. De méme, nous noterons Dg(A) la catégorie dérivée bornée des
A-modules de type fini.

Voici quelques exemples de faisceaux abéliens constructibles sur X.

e le faisceau représenté par un X-schéma étale [Stacks, 03S8.(1)];

e si f: Y — X est un morphisme étale, le faisceau fiA [Stacks, 03S8.(3)];

e sii: Z — X est une immersion fermée et F est un faisceau constructible sur Z, le faisceau

gratte-ciel i, F.
Remarquons que ce dernier point fournit un exemple de faisceau constructible qui n’est pas représen-
table par un X-schéma étale; en effet, un tel schéma aurait une image ouverte dans X, et donc des
sections locales non nulles en tout point d’un ouvert de X.

I.2.5 Anneaux locaux pour la topologie étale

L’équivalent des anneaux locaux pour la topologie étale sont les anneaux henséliens.

Définition 1.2.13. Un anneau local (A, m, k) est dit hensélien si pour tout f € A[t] et toute racine
ap € k de f € k[t] telle que f'(ap) # 0, il existe a € A tel que @ = ag et f(a) = 0. Il est dit strictement
hensélien si le corps résiduel k est séparablement clos.

Proposition 1.2.14. [EGA 44, Prop. 18.8.8] Soit (A, m, k) un anneau local. Il existe un anneau local
strictement hensélien (A", m"* k"*) muni d’un morphisme d’anneaux locaux i"*: A — A" tel que
tout morphisme d’anneaux locaux de A vers un anneau strictement hensélien (A’, m’, k') se factorise
par A" et que cette factorisation est unique si I'on impose le morphisme de corps résiduels k" — k'.
Le couple (A" i"%) est appelé hensélisé strict de A.

Soit X un schéma. Soit z: Spec k — X un point géométrique de X. Un voisinage étale de Z est un
morphisme étale u: U — X tel que Z se factorise par w. La colimite des I'(U, Oy ), ou U parcourt les
voisinages étales de X, est alors le hensélisé strict de I’anneau local Ox .. Nous noterons Xz le schéma
Spec Oé?m ; il est muni d’un morphisme canonique X; — X.

7



1.2.6 Recollement

Soit X un schéma. Soit j: U — X une immersion ouverte. Soit ¢: Z — X une immersion fermée
dont ’image est le complémentaire de I'image de U dans X. Définissons une catégorie Cy;, z de la fagon
suivante. Ses objets sont les triplets (Fy, Fz, ¢) ou Fy € Ab(U), Fz € Ab(Z) et ¢: Fz — i*j.Fu- Les

morphismes (Fy, Fz,¢) — (F;, Fy, ¢') sont les couples de morphismes (yy: Fy — Fip,¢z: Fz —

F7,) tels que le diagramme suivant soit commutatif.

Fr s Fy
oL
7 Yu F!
v —~Jyu
Remarquons que pour tout faisceau F sur X, ’adjonction j* - j, fournit un morphisme
dr: F = juj* F.

Proposition 1.2.15. [Mil80, II, Th. 3.10] Le foncteur Ab(X) — Cy z qui & un faisceau F associe
(j*F,i*F,¢r) et & un morphisme f: F — F’ associe (j*f,i*f) est une équivalence de catégories. Un
quasi-inverse est donné par (Fy, Fz, @) — F, ot F est défini par le diagramme cartésien suivant :

F— i Fz

J/ 'L*(b

JxFU ﬁ 10" juFU
Définition 1.2.16. L’équivalence de catégories précédente permet de définir les foncteurs
J1: Ab(U) — Ab(X), F — (F,0,0)

t
’ i': Ab(X) = Ab(Z), (Fu, Fz,¢) — ker(¢).

Remarque 1.2.17. Le foncteur j, coincide avec le foncteur image directe & support propre défini
précédemment.

Proposition 1.2.18. Les foncteurs i,,i*,4', j,, ji, j* vérifient les adjonctions
i iy, 44

et
G5 A

. . . . . . N .
Les foncteurs i*, i4, 7%, j1 sont exacts. Les foncteurs ¢ et j, sont exacts & gauche. Pour tout faisceau F
de groupes abéliens sur X, il y a des suites exactes courtes

0= Hj*"F—>F =" F =0

et
0 — i i'F = F — juj*F.



1.3 Torseurs, H' et fibrés en droites

I[.3.1 Torseurs et premier groupe de cohomologie
Soit C un site. Soit G un faisceau en groupes abéliens sur C.

Définition 1.3.1. Un faisceau F sur C est un G-torseur s’il est muni d’une action a gauche G x F — F
qui est localement (pour la topologie de C) isomorphe & ’action par translation G x G — G.

Soit G — Z un monomorphisme de G vers un faisceau injectif. Alors le morphisme
H(C,Z/g) - H'(C,0)

est surjectif. Soit ¢ € H'(C,G) : il est I'image d’un élément ¢ € H(C,Z/G). Considérons le faisceau
F' C T des antécédents de ¢'.

Proposition 1.3.2. |Stacks, 03AJ| L’application F — F’ définit une bijection canonique entre 1’en-
semble H'(C, G) et ensemble des classes d’isomorphisme de G-torseurs sur C.

Définition 1.3.3. Soient Fi, Fo deux faisceaux sur C munis d’une action a gauche de G. Le produit
contracté F; AY Fy est le quotient du faisceau F; x Fo par la relation d’équivalence définie par (g -

fi, f2) = (f1,9- f2)-

Si 71 et T3 sont deux G-torseurs, le produit contracté 7; A9 T3 est encore un G-torseur ; le produit
contracté définit une loi de groupe sur ’ensemble des classes d’isomorphisme de G-torseurs sur X, qui
correspond 4 la loi de groupe sur H!(C, G) via la bijection ci-dessus [Mil80, T1.4, Rem. 4.8(b)].

1.3.2 Torseurs sur le site étale
Soit X un schéma.

Définition 1.3.4. 1. Soit G un X-schéma en groupes. Soit 7' un X-schéma muni d’une action
a droite de G. On dit que T est un G-torseur sur X si T — X est étale et surjectif, et si le
morphisme G Xx T — T xx T, (g,t) — (t,tg) est un isomorphisme.

2. Soit G un groupe abélien. Un faisceau F sur X est un G-torseur si c’est un torseur sous le faisceau
constant associé & G. Un X-schéma T est un G-torseur si c’est un torseur sous le X-schéma en
groupes G x X.

Le résultat de représentabilité élémentaire suivant suffira dans notre cas.

Proposition 1.3.5. [Ful5, Prop. 5.7.18] Soit X un schéma. Soit G un schéma en groupes séparé étale
de présentation finie sur X. Le foncteur de Yoneda T +— hp induit une équivalence de catégories entre
la catégorie des X-schémas qui sont des G-torseurs et la catégorie des faisceaux sur X qui sont des
hg-torseurs.

Les torseurs sous un groupe fini généralisent les revétements galoisiens.

Lemme 1.3.6. [Sza09, Prop. 5.3.16] Soit X un schéma. Soit G un groupe fini. Les G-torseurs connexes
sur X sont les revétements galoisiens de X de groupe G.

Remarque 1.3.7 (Fonctorialité). Voici comment se décrivent différents morphismes en termes de
torseurs.

e Etant donné un morphisme de faisceaux de groupes abéliens u: F — G sur X, le morphisme
u,: HY(X,F) — H'(X,G) obtenu par fonctorialité de H'(X,—) associe & un F-torseur 7 le
G-torseur T AT G, out F agit sur G via f - g =u(f) +g.
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e Etant donné un morphisme de schémas ¢: Y — X, le morphisme ¢*: H' (X, F) — H' (Y, f*F)
associe & un F-torseur T le ¢* F-torseur ¢*7T.

e Etant donné une suite exacte de faisceaux de groupes abéliens sur X
0F 5G5S H—0

le morphisme canonique 9: HO(X,H) — H'(X,F) est construit de la facon suivante [SGA43,
Cycle, 1.1.4]. A une section globale s € HO(X, H), il associe le faisceau

vls: U= {t € G(U) |vp(t) = slu}.
La structure de F-torseur sur ds := v~ 's est donnée par f -t = u(f) + .
Mentionnons enfin un résultat qui servira par la suite, concernant la restriction des torseurs.

Lemme 1.3.8. Soit j: U — X une immersion ouverte. Soit F un faisceau de groupes abéliens sur U.
Alors le morphisme de restriction H* (X, j, F) — H*(U, F) est injectif.

Démonstration. Soit T un j,F-torseur sur X tel qu’il y ait un isomorphisme de j*j,F = F-torseurs
¢: j*T — j*jxF. Comme tout morphisme de torseurs est un isomorphisme, il suffit d’exhiber un
morphisme de j,F-torseurs 7 — j,F, ce qui est simple : la composée

T = 3" T 2% juj* i F = juF
convient. En effet, le diagramme

JeF X T — 537755 F X 43 3T — §2J*JuF X juJ*JaF — JjauF X jsxF

| | | !

JJ*T I g F ——————— JuF

est commutatif. O

I1.3.3 Torseurs sous G,, et u,

Soit X un schéma. Fixons un entier naturel non nul n. Dans un premier temps, nous allons considé-
rer les torseurs sous G, et u, sur X. Ils admettent une description en termes de faisceaux inversibles
sur X. Remarquons qu’un faisceau inversible pour la topologie étale sur X définit par restriction un
faisceau inversible pour la topologie de Zariski. Réciproquement, un Ox-module inversible £ pour la
topologie de Zariski définit un Ox-module dont les sections sur (U < X) € Xg sont données par
I'(U,u%,,.L) [Stacks, 03DV]. Ceci définit une équivalence entre les catégories de Ox-modules inver-
sibles pour les topologies de Zariski et étale; il n’y a donc pas lieu de faire une distinction entre les
deux.

Proposition 1.3.9. [Stacks, 040D]| Etant donné un faisceau inversible £ sur X, le faisceau sur Xe;
Isom(Ox, L): U — Isomy (Oy, Liy)

est un G,,-torseur. Le morphisme £ — Isom(Ox, L) définit un isomorphisme Pic X — H'(X,G,,)
fonctoriel en X. L’isomorphisme inverse associe & un G,,-torseur 7 le faisceau inversible T AGm O
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Considérons désormais la catégorie C dont les objets sont les couples (£, ), ot £ est un faisceau
inversible sur X et a: £L%" =5 Ox est une trivialisation de £2". Un morphisme entre deux couples
(L), (L, ') est défini comme étant un morphisme ¢: £ — L’ tel que le diagramme

Len 2 Ox

1

L’@n L> OX

soit commutatif. Soit S I’ensemble des classes d’isomorphisme de tels couples. Le produit tensoriel
(L)@ (L,a) = (LR L a® ) définit une loi de groupe sur S, d’élément neutre (Ox,id).

Proposition 1.3.10. [Stacks, 040Q] Etant donné un objet (£, ) de C, le faisceau
72: U+— ISOmc((OU, 1), (£|U, OL|U))

sur Xg; est un pi,-torseur. L’application £ +— T définit un isomorphisme de groupes S — H'(X, 11,,)
fonctoriel en X.

I.4 Groupe fondamental et faisceaux lisses

1.4.1 Faisceaux lisses et m;-modules
Soient X un schéma et Z un point géométrique de X . Soit A un anneau fini.

Proposition 1.4.1. [Ful5, Prop. 5.8.1.(i)] Soit F un faisceau & fibres finies sur X. Le faisceau F est
localement constant si et seulement s’il est représenté par un revétement étale de X. S’il I'est, il existe
un morphisme fini étale surjectif f: Y — X, avec Y connexe, tel que f*F soit constant.

En d’autres termes, le foncteur de Yoneda Y +— hy définit une équivalence entre la catégorie
Fétx des revétements étales de X et la catégorie des faisceaux localement constants constructibles sur
X. Nous connaissons déja une autre catégorie équivalente a Fétx : celle des 71 (X, Z)-modules. Nous
serons intéressés par le cas particulier des faisceaux de A-modules; le résultat s’énonce alors de la fagon
suivante.

Proposition 1.4.2. [SGA1, V, Th. 4.1] Le foncteur fibre en Z définit une équivalence de catégories
entre la catégorie des faisceaux lisses de A-modules sur X et la catégorie des w1 (X, Z)-modules de type
fini munis d’une structure de A-module qui commute & 'action de 7 (X, Z).

Soit F un faisceau lisse de A-modules sur X. La proposition précédente montre qu’il est uniquement
déterminé par la donnée du 71 (X, Z)-ensemble Fz. Un faisceau localement constant 7 sur X muni d’une
action & droite de F s’identifie alors au groupe 7z, muni d’une action & droite de F; et d’une action
continue a gauche de (X, Z), qui sont compatibles au sens ou pour tous s € 71 (X,Z),t € T; et
feFz:

s(t- f) = (st) - (s)-

Le faisceau T est un F-torseur si et seulement si Tz est un Fz-torseur dans la catégorie des m (X, Z)-
ensembles [SGA1, XI, §5, p231]. Il s’en déduit un isomorphisme canonique, fonctoriel en F :

HY(X,F) & HY(m(X,z),F:)
T = Tz

11



Opérations sur les faisceaux lisses Soit f: Y — X un revétement galoisien de schémas connexes.
Fixons des points géométriques Z,y de X et Y tels que Z = foy. Si F est un faisceau lisse de groupes
abéliens sur X de fibre 73 = M, le faisceau lisse f*F a pour fibre 73 = M. L’adjoint & droite de f*
est fi, qui correspond donc & I’adjoint & droite du foncteur d’oubli Mod,, (x z) — Mody, (v,y), qui est
la co-induction. Dans les catégories de revétements étales de X et de Y, il correspond & la restriction
de Weil Ry _,x (voir annexe B.5). Le tableau suivant résume la situation :

Revétements étales | Faisceaux lisses m1-modules
—XxY f* oubli M — M
. Y.,J
Ry_>X f* COlndZi gng)

Revétement trivialisant minimal Soit X un schéma. Soit Z un point géométrique de X. Soit A un
anneau noethérien. Soit F un faisceau lisse de A-modules sur X, correspondant a un 71 (X, Z)-module
M. Notons & le groupe de monodromie associé : c’est I'image de 71 (X, Z) dans Auta(M). Soit H le
noyau du morphisme 7 (X,Z) — M. Il correspond & un revétement galoisien X,;, — X de groupe
d’automorphismes 71 (X, 7)/H =+ & ; ce revétement est minimal pour la propriété de trivialiser F.

[.4.2 (G-faisceaux et descente galoisienne

Définition 1.4.3. Soient X un schéma, F un faisceau sur X, et G un groupe d’automorphismes de
X. Une action de G sur F est une famille d’isomorphismes (¢,: F — g.F)qecq telle que ¢, =idr et
que pour tous g, h € G, le diagramme

(by g*F

F
¢ghl lg*m
(

gh) F —— gihyF

ou la ligne du bas est I'isomorphisme canonique, soit commutatif. Un faisceau F muni d’une action de
G sera appelé G-faisceau. Un morphisme de G-faisceaux est un morphisme de faisceaux compatible &
I’action de G.

Considérons pour la suite un revétement galoisien f: Y — X de groupe G. Si F est un faisceau sur
X, alors le faisceau f*F est muni d’une action de G. Etant donné un élément g € G, la composition du
morphisme d’adjonction f*F — g,g* f*F avec I'isomorphisme canonique g,g* f*F — g.(f o g)*F =
g« [*F fournit un morphisme f*F — g, f*F.

Proposition 1.4.4. [Stacks, 0GEZ, 0CDQ] Le foncteur F — f*F définit une équivalence entre la
catégorie des faisceaux sur X et la catégorie des G-faisceaux sur Y. Un quasi-inverse de ce foncteur
est donné par F — (f,F)%.

Soit G un faisceau de groupes abéliens sur X. Notons G’ le G-faisceau f*G. Soit F un G-torseur
sur X. Le G-faisceau F' := f*F est encore un G'-torseur sur Y ; le morphisme G’ x F' — F’ est un
morphisme de G-faisceaux, au sens ot le diagramme suivant est commutatif pour tout g € G :

g/ X ‘F/ ‘F/

| l

9:G" X g F' —— g . F'

12



Réciproquement, soit ' un G-faisceau sur Y muni d’une action de G’ qui en fait un G’-torseur. Soit F
le faisceau (f,F')¢ sur X ; il vérifie f*F = F'. Le morphisme G’ x 7' — F’ descend en un morphisme
G x F — F si et seulement si action de G’ sur F’ est G-équivariante au sens ci-dessus.

Corollaire 1.4.5. Soit G un faisceau de groupes abéliens sur X. Le foncteur F — f*F définit une
équivalence entre la catégorie des G-torseurs sur X et celle des f*G-torseurs sur Y munis d’une action
de G telle que 'action de f*G soit G-équivariante.

1.4.3 Schémas K(m,1)

Sur certains schémas, la cohomologie des faisceaux lisses est isomorphe & la cohomologie galoisienne
de leur fibre : les schémas qui vérifient cette propriété sont appelés schémas K (7, 1). Une étude détaillée
de leurs propriétés se trouve par exemple dans [Ach15].

Soient X un schéma connexe et T un point géométrique de X. Soit £ un nombre premier inversible
sur X. Notons X4 le topos fini étale associé & X, défini par la sous-catégorie pleine des X-schémas finis
étales munie de la topologie étale. L’équivalence de catégories donnée par le théoréme 1.1.14 définit un
isomorphisme de topos entre Xge; et le topos By, (x,z) des m1(X, T)-ensembles finis continus.

Définition 1.4.6. Un faisceau d’ensembles F sur X est dit ¢-monodromique s’il est localement
constant constructible et si I'image de 71 (X, Z) dans Aut(Fz) est un ¢-groupe. Un faisceau de groupes
F sur X est dit f~-monodromique si ses fibres sont des /-groupes finis et s’il est /-monodromique en
tant que faisceau d’ensembles.

Notons encore Xy le topos défini par la sous-catégorie pleine des schémas finis étales ¥ — X
tels que le faisceau représenté par Y soit f-monodromique. Considérons les morphismes de topos
p: Xt — Xgey et po: Xy — Xyor définis par la restriction des faisceaux aux sites définissant Xie; et
X Notons enfin 71 (X, Z)* le complété pro-¢ de 71 (X, Z).

Définition 1.4.7. [AG15, Def. 9.21] Le schéma X est appelé un K (7, 1) si pour tout entier n inversible
sur X et tout faisceau F de Z/nZ-modules sur Xy, le morphisme d’adjonction

F = Rp(p*F)
est un isomorphisme.

Définition 1.4.8. [MO15, 1.4.4] Le schéma X est un K (7, 1) pro-£ si pour tout faisceau abélien F de
{-torsion sur Xy, le morphisme d’adjonction

est un isomorphisme.

Lemme 1.4.9. [MO15, 1.4.2] Le schéma X est un K(m, 1) si et seulement si, pour tout entier n
inversible sur X et tout faisceau lisse F de Z/nZ-modules, le morphisme

RI(m (X, %), Fz) = RI(X, F)

est un isomorphisme. Le schéma X est un K (m, 1) pro-£ si et seulement si, pour tout faisceau abélien
{-monodromique F sur X, le morphisme

RI(m (X, Z)%, Fz) = RI(X, F)

est un isomorphisme.
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Si X est un K(m, 1), la cohomologie d’un faisceau lisse F sur X peut donc se calculer & l’aide de la
cohomologie du 71 (X, Z)-module F;. Le résultat d’effagabilité suivant fournit une condition suffisante
pour qu’un schéma soit un K (7, 1).

Proposition 1.4.10. [Sti02, Prop. A.3.1] Soient X un schéma connexe et ¢ un nombre premier inver-
sible sur X. Supposons que pour tout ¢ > 1 et tout faisceau lisse F de torsion inversible sur X (resp.
de Z/¢Z-espaces vectoriels), il existe un revétement ¢;: Y; — X galoisien (resp. galoisien de groupe un
(-groupe) tel que le morphisme H(X, F) — H*(Y;, ¢f F) soit nul. Alors X est un K(7,1).

Démonstration. Un O-foncteur cohomologique effagable étant universel [Gro57, Prop. 2.2.1], il suffit
de montrer que pour tout i > 1, le foncteur Hi(X, p*—): Br(x,z — Ab est effacable. Soit M un
71 (X, Z)-module fini de torsion inversible sur X, et F = p*M le faisceau lisse associé. Soit ¢ > 1. La
condition de 1’énoncé fournit un revétement galoisien ¢: Y — X tel que H (X, F) — H'(Y, ¢*F) soit
nul. Le morphisme F — ¢,¢*F est injectif. Soit § un point géométrique de Y d’image Z. Le faisceau
lisse ¢, ¢* F correspond au 71 (X, z)-module N := coindxg% M. Enfin, H' (X, ¢, ¢* F) = H' (Y, F) par
exactitude de ¢,. Il y a donc une injection M — N dans By, (x z) telle que Hl(X7 pP*M) — Hl(X, p*N)
soit nulle. O

Remarque 1.4.11. Sur un corps algébriquement clos, pour tout entier m > 1, m (P™) = 0 [SGA1, XI,
Prop. 1.1] mais H*(P™, A) = A(—1) [Mil13, Example 16.3]. Par conséquent, P™ n’est pas un K (m,1).
Nous verrons dans la section I1.6.3 qu’a I'exception de P*, les courbes lisses sont toutes des K (m,1). Il
existe également des résultats positifs en dimension quelconque, sur les corps finis : Achinger a montré
[Ach17, Th. 1.1.1] que tout F,-schéma affine connexe est un K(m,1).

Remarque 1.4.12. Si X est un K(m, 1) alors pour tout complexe K de (X, Z)-modules, le mor-
phisme
RI(m1(X, ), K) — RT(X, p*K)

est encore un isomorphisme. Notons £ = p*K. Considérons le morphisme entre les suites spectrales
Byt =W (r,H K) et By = HP(X,H? %) données par [Stacks, 015J]. Il est un isomorphisme dés la
deuxiéme page puisque X est un K(m,1), et il induit donc des isomorphismes entre les aboutissements
H' (7, K) — H'(X,.#) par [Wei94, Th. 5.2.12]. Par conséquent, le morphisme RI'(7, K) — RI'(X, %)
est un isomorphisme dans D%(A).

I.4.4 Morphismes de restriction

Cette section recense quelques lemmes utiles par la suite.

Lemme 1.4.13. Soit U’ un ouvert non vide d’un schéma U intégre normal. Notons j: U’ — U
I'inclusion. Si F est un faisceau constant de A-modules sur U’ de fibre F' alors j,F est constant sur U
de fibre F.

Démonstration. Soit f: T — U un morphisme étale. Alors T est encore un schéma normal [Stacks,
025P]. Si T est connexe alors il est intégre [Stacks, 033M], et son ouvert 7' x x U’ (qui est non vide
puisque U’ est dense) est encore irréductible, donc connexe. Par conséquent, j,F(T) = F. Les mor-
phismes de restriction de j,F sont évidemment les mémes que ceux de F. O

Lemme 1.4.14. Soient U un schéma intégre normal, et U’ un ouvert non vide de U. Notons j: U' — U
Iinclusion. Soit F un faisceau lisse de A-modules sur U. Alors le morphisme d’adjonction F — j,j*F
est un isomorphisme.
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Démonstration. 11 existe un morphisme fini étale p: V' — U qui trivialise F, avec V un schéma intégre
normal. Considérons le diagramme cartésien suivant.

vy

||

U U

Alors V' est un ouvert non vide de V. Considérons le faisceau constant F = j*p*F. Par le lemme
précédent, j', I est constant, et par conséquent le morphisme p*F — 5/, j" " p*F = j' . ¢*j*F = p*j.j*F
(par finitude de p) est un isomorphisme. Comme le morphisme p est fidélement plat et quasi-compact,
le foncteur p* refléte les isomorphismes [EGA 45, Prop. 2.7.1], et par conséquent F — j,j*F est un
isomorphisme. L

Corollaire 1.4.15. Soit X un schéma intégre normal. Soient U’ C U deux ouverts de Zariski non
vides de X. Soit F un faisceau lisse de A-modules sur X. Le morphisme de restriction F(U) — F(U’)
est un isomorphisme.

I.5 Les grands théorémes

I[.5.1 Dimension cohomologique

Définition 1.5.1. Soit £ un nombre premier. La /-dimension cohomologique d’un schéma X est le plus
petit j € NU{oo} tel que pour tout faisceau abélien F de ¢-torsion sur X et tout ¢ > j, H' (X, F) = 0.
Elle sera notée c¢d;(X). La dimension cohomologique de X est

cd(X) = s%pcdg(X) € NU {oo}.

Proposition 1.5.2. [SGA43, X, Cor. 4.3] Soient p,¢ deux nombres premiers distincts. Soient kg un
corps de caractéristique p et X un schéma affine de type fini sur kq. Alors

cdg(X) < edy(ko) + 2dim(X)

et
cd,(X) < dim(X) + 1.

Proposition 1.5.3. [SGA43, X, Th. 5.1] Soit X un schéma affine de type fini sur un corps k. Alors
cd(X) < dim(X) + cd(ko).

Remarque 1.5.4. 1. Lorsque X est le spectre d’'un corps kg, sa dimension cohomologique est la
dimension cohomologique de ky pour la cohomologie galoisienne. En particulier, les corps de
dimension cohomologique nulle sont les corps séparablement clos. Les corps finis ainsi que les
corps de fonctions de courbes sur un corps algébriquement clos sont de dimension cohomologique
1.

2. Si X est une courbe sur un corps séparablement clos et F est un faisceau abélien de torsion sur
X alors H (X, F) =0 dés que i > 3. Si X est de surcroit affine, H?(X, F) est également nul.
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I.5.2 Invariance topologique

Nous nous intéresserons par la suite uniquement au calcul de la cohomologie de schémas réduits
sur des corps parfaits; les résultats suivants justifient ces restrictions.

Théoréme 1.5.5. [SGA4,, VIII, Th. 1.1] Soit f: Y — X un morphisme de schémas. Si f est un
homéomorphisme universel alors les foncteurs — x x Y': X¢p — Yir et f*: Ab(X) — Ab(Y) qu’il induit
sont des équivalences de catégories.

Supposons X de dimension cohomologique finie. Avec ces notations, pour tout K € Db(X ), le
morphisme RI'(X, K) — RI'(Y, f*K) est un quasi-isomorphisme. Les homéomorphismes universels
étant exactement les morphismes entiers surjectifs et radiciels, ce théoréme fournit les résultats ci-
dessous.

Corollaire 1.5.6. 1. Soit X un schéma de dimension cohomologique finie, et X,oq son réduit. Le
morphisme X,;eq — X est un homéomorphisme universel [Stacks, 054M] et induit donc pour tout
K € D’(X) un quasi-isomorphisme

RI(X, K) = RI(Xped, Kx..,)-

2. Soit X un schéma sur un corps k. Soit &/ — k une extension purement inséparable. Notons
X' = X %, k. Le morphisme X’ — X est un homéomorphisme universel et induit pour tout
K € D(X) un quasi-isomorphisme

RI(X, K) = RD(X', K|x).

En particulier, cela s’applique au cas ou k' est une cloture parfaite de k.

1.5.3 Cohomologie de Cech et triangle de Mayer-Vietoris

Soient X un schéma, et U = (U; EiN'e )ier un recouvrement étale fini de X . Considérons le schéma
U = HieI U; — X. Etant donné i41,...,7, € I, notons encore f;,  ; :U; Xx - xx U;, = X.
Définissons le préfaisceau

Zy = coker | P (fishZ — EP(fi)Z
ijel il
ol les extensions par zéro sont 4 comprendre au sens des préfaisceaux abéliens. Une résolution projective
de Zy; dans la catégorie PAb(X) des préfaisceaux de groupes abéliens sur X est donnée par

Ky=-—= @B (. i)Z—- = PUihZ— PUZ.

i1,eenin€l ijel iel

Pour tout faisceau 7 € Ab(X), le complexe Hom(Ky, F), ott les termes non nuls de K, sont placés
en degrés | — 00, 0], est le complexe de Cech usuel. Notons

I'p(U, —) == Hompap(x)(Zu,—): PAb(X) — Ab.
Soit O: Ab(X) — PAb(X) le foncteur d’oubli. Alors
I'(X,-)=TpU,~)0O: Ab(X) — Ab
et comme tout faisceau injectif est encore un préfaisceau injectif,

RI'(X,—-) = R['p(U,—) o RO.
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Etant donné un faisceau F € Ab(X), R'O(F) associe a tout X-schéma étale Y le groupe H'(Y, F).
Dans le cas ou U = {U, V'} est un recouvrement de X par deux ouverts, la suite spectrale

EY =1'(U,R'O(F)) = HPT(X, F)
dégénére a la seconde page, et donne une suite exacte
0—HY(X,F) —»HUF) o (V,F) - HUNV,F) - H(X,F) - BY(U,F) o HY(V, F) — ....
Cette suite exacte, dite de Mayer-Vietoris, découle également de la proposition suivante.

Proposition 1.5.7 (Triangle de Mayer-Vietoris). [Stacks, OCRS] Soit X un schéma recouvert par
deux ouverts U, V. Soit F € Ab(X). Alors il y a un morphisme RI'(U NV, F) — RI'(X, F)[1] qui fait
de

RI(X, F) — RO(U, F) & RT(V, F) — RI(U NV, F) — RO(X, F)[1]

un triangle distingué.

I.5.4 Théorémes de changement de base

Les théorémes de changement de base permettent d’exprimer autrement des images directes déri-
vées ; par exemple, le théoréme de changement de base propre permet d’exprimer les fibres de 'image
directe dérivée d’un faisceau comme la cohomologie de ce faisceau sur les fibres du morphisme propre en
question. Ils servent dans de nombreuses démonstrations, notamment celles des théorémes de finitude
présentés dans la section suivante.

Considérons le diagramme cartésien de schémas suivant :

X — X
[ ]
g —1 S
Soit F un faisceau de groupes abéliens sur X. Le morphisme
Rf.F — RfxRuv* F
obtenu par I'adjonction v* 4 Rv, donne via les identifications canoniques
RfiRux, =R(f ov), = R(g o u), = Rg«Ruy

un morphisme
RfF — RgRu,v* F

qui fournit lui-méme, par ’adjonction g* 4 Rgy, un morphisme dit de changement de base
g RfF — Ru,v* F.

Théoréme 1.5.8 (Changement de base propre). [SGA4s3, XII, Th. 5.1] Si f est propre et F est un
faisceau de torsion alors le morphisme de changement de base est un isomorphisme.

Corollaire 1.5.9. Soit § un point géométrique de S. Si f: X — S est propre et F est un faisceau
abélien de torsion sur X alors la fibre (R f,F);s est canoniquement isomorphe & RI'(X3, F).

Théoréme 1.5.10 (Changement de base lisse). [SGA43, XVI, Th. 1.1] Si g est lisse, f est quasi-
compact et quasi-séparé et F est un faisceau dont les fibres géométriques sont de torsion d’ordre
inversible sur X alors le morphisme de changement de base est un isomorphisme.
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I.5.5 Images directes dérivées et finitude de la cohomologie

Soit f: Y — X un morphisme de schémas. Le foncteur image directe fi: Ab(Y) — Ab(X) est
exact & gauche, et son foncteur dérivé est noté Rf,. Cette section résume comment calculer les fibres
de I'image directe dérivée d’un faisceau, et sous quelles hypothéses les propriétés de constructibilité et
de lissité d’un faisceau sont préservées par I'image directe dérivée.

Proposition 1.5.11. [SGA4,, VIII, Th. 5.2] Soit f: ¥ — X un morphisme quasi-compact et quasi-
séparé de schémas. Soit K € D°(Y) un complexe de faisceaux abéliens sur Y. Soit Z un point géo-
métrique de X. Notons X; le spectre de ’anneau local strictement hensélien de X en z. Il y a un
isomorphisme canonique dans DT (Ab) :

(Rf.K)s = RI(Y xx X3, K).

Théoréme 1.5.12. [ILO, XIII, Th. 1.1.1] Soient X un schéma quasi-excellent, f: ¥ — X un mor-
phisme de type fini, n > 1 un entier inversible sur X et F un faisceau constructible de Z/nZ-modules
sur Y. Alors :

1. Pour tout entier ¢ > 0, le faisceau RY f, F est constructible.
2. 1l existe un entier N tel que R?f,F = 0 pour tout ¢ > N.

Un cas particulier de ce théoréme, lorsque la cible du morphisme est un corps séparablement clos,
est le suivant.

Corollaire 1.5.13. Soit X un schéma de type fini sur un corps séparablement clos k. Pour tout
faisceau constructible F de groupes abéliens sur X et tout entier naturel 4, le groupe H' (X, F) est fini.

Théoréme 1.5.14. [FKD13, I, Th. 8.9] Soit f: ¥ — X un morphisme propre et lisse de schémas. Soit
n un entier inversible sur X. Pour tout faisceau lisse de Z/nZ-modules sur Y et tout entier naturel 4,
le faisceau R f,F est lisse sur X.

I.6 Cohomologie & support dans un fermé

I.6.1 Généralités

Soit X un schéma. Soient i: Z — X une immersion fermée, et j: U — X l’inclusion de 'ouvert
complémentaire.

Définition 1.6.1. Le foncteur I'z(X, —): Ab(X) — Ab des sections & support dans Z est défini par
Tz(X,-) =T(Z,i'-): F s ker(F(X) — F(U)).
Ce foncteur est exact & gauche, et ses foncteurs dérivés a droite sont notés HJZ (X, -).
Proposition 1.6.2. [Mil80, III, Prop. 1.25] Soit K € D’(X). La suite exacte
0> 32 —7— i, 72— 0

produit par RHom(—, F) un triangle distingué "ouvert-fermé"

RI,(X,F) — RI(X,F) — RI(U, F) =5 .
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[.6.2 Théoréme de pureté et suite de Gysin

Le théoréme suivant permettra de calculer la cohomologie a support dans un fermé des faisceaux
lisses.

Théoréme 1.6.3 (Pureté). [ILO, XVI, Th. 3.1.1] Soit X un schéma régulier. Soit i: Z — X une
immersion fermée d’un sous-schéma régulier, de codimension c. Soit F un faisceau localement constant
sur X de torsion inversible sur X. Alors il y a un isomorphisme A — Ri'A(c)[2¢] dans D (Z, A).

Nous serons intéressés par le cas ol Z et X sont des variétés sur un corps séparablement clos k, et
F est un faisceau lisse de Z/nZ-modules sur X. Le théoréme fournit alors un isomorphisme

H"™2¢(Z, F(—c)) = HY(X, F).

En notant U l'ouvert complémentaire de Z dans X, la suite ouvert-fermé devient alors la suite de
Gysin :
0— H*YX,F)— - = H *(Z,F(-c)) - H(X,F) - H' (U, F) -

I.7 Cohomologie a support compact

I.7.1 Généralités

Soit k un corps. Soit X un schéma séparé de type fini sur k. D’aprés un théoréme de Nagata [Nag62,
Th. 4.3], il existe une immersion ouverte j: X — X, oit X est propre sur k. Etant donné un complexe
K € D’(X), 'éléement RT(X, 1K) € DP(Ab) est mdependant du choix de X [Mill3, Prop. 18.2].

Définition 1.7.1. Pour tout K € D(X, A), on définit
RI.(X,K) = R[(X, j1K).

Les groupes de cohomologie & support compact de K, notés Hf:(X , ), sont les groupes de cohomologie
de RI'.(X, K).

Remarque 1.7.2. Le foncteur RI'.(X, —) n’est pas le foncteur dérivé de HY(X, —). Prenons X = A'.
Nous verrons dans la section 11.4.2 que H' (P!, jiA) = A. Par contre,

H(P'ji—) = €D HY(A

z€|AL|
Comme HL(A', A) = A (voir section IL5),
R'HJ(AL,A)~ @) A#HL(ALA).
z€|AL|

1.7.2 Dualité de Poincaré

Soient k un corps algébriquement clos et n un entier inversible dans k. Notons A anneau Z/nZ. Soit
X un schéma connexe séparé de type fini sur k, lisse de dimension d. Soit F un faisceau constructible de
A-modules sur X. Rappelons que pour tout entier naturel 4, Ext’(F, A(d)) = Homp x4 (F, A(d)[i]).
Un morphisme F — A(d)[¢] définit pour tous entiers naturels ¢, j un morphisme

H/(X, F) — HIY (X, A(d)).
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Ceci permet de définir un accouplement
HI(X,F) x Ext'(F,A(d)) — H: (X, A(d)).

L’énonceé général de la dualité de Poincaré se trouve dans [SGA4s, XVIII, Th. 3.2.5]; le cas parti-
culier qui nous concerne est le suivant.

Théoréme 1.7.3. [Mil80, VI, Th. 11.1] Il y a un isomorphisme canonique H>%(X, A(d)) =+ A. Pour
tout entier j € {0...2d}, 'accouplement

H/(X, F) x Ext*77(F,A(d)) — H>*}(X,A(d)) = A
est non dégénéré.

Nous nous intéresserons particulierement au cas ou X est une courbe et F est lisse. Le groupe
Ext?>77(F,A(d)) est alors canoniquement isomorphe a H27(X, FY(1)). Il y a donc en particulier un
accouplement non dégénéré

HL(X,F) x HY(X, FY(1)) — A.

I.8 Formule des traces et comptage de points

Soient kg un corps fini de cardinal ¢, et k une cloture algébrique de k. Pour tout entier m > 1,
notons k,, ’extension de degré m de k¢ dans k. Soit £ un nombre premier inversible dans k.

Définition 1.8.1. Soit X un schéma sur ky. L’endomorphisme de Frobenius géométrique de X, noté
Frobx, est ’endomorphisme défini par 'identité sur ’espace topologique sous-jacent, et par la mise &
la puissance ¢ sur le faisceau structural Ox.

En particulier, si X, est une variété sur ko, le morphisme de Frobenius géométrique sur X (k)
correspond a la mise & la puissance ¢ des coordonnées des points. Notons X = X Xy, k. Les k,,-points
de X sont alors les points fixes de Frob'y sur X (k). La formule des traces permet de calculer le nombre
d’intersection dans X x X du graphe de Frobx avec la diagonale ; cette intersection étant transverse,
ce nombre d’intersection est exactement le nombre de kg-points de Xy. Nous n’aurons pas besoin de
I’énoncé général portant sur la cohomologie /-adique, mais simplement de la formulation suivante.

Théoréme 1.8.2. [SGA4%, Rapport, Th. 3.2] Soit X un schéma de type fini sur ko de dimension d.
Notons X = X Xy, k. Soit £ un nombre premier inversible dans ky. Alors pour tous entiers m,n > 1,

2d
#X(kn) = Y te((Frob%)* | HA(X,Z/¢"Z)) mod £".

=1
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CHAPITRE ||

Revétements et cohomologie des courbes

Dans tout ce chapitre, le mot courbe désigne un schéma équidimensionnel de dimension 1 sur un
corps. Nous préciserons a chaque fois que cela sera nécessaire s’il s’agit d’une courbe connexe, intégre,
lisse, affine, projective... Ce chapitre décrit explicitement les groupes de cohomologie des faisceaux
constants sur les courbes intégres lisses ou nodales, ainsi que leurs revétements galoisiens. En particu-
lier, il contient en II.7 la construction d’un revétement caractéristique de ces courbes qui servira par
la suite.

Notations Rappelons que la cohomologie d’un schéma sur un corps non parfait est canoniquement
isomorphe & celle du changement de base de ce schéma a la cloture parfaite du corps (voir section
1.5.2). Dans tout ce chapitre, ko désigne un corps parfait de caractéristique p > 0, et k une cloture
algébrique de k. Le groupe Gal(k|ko) est noté &¢. Nous fixons un nombre premier ¢ distinct de p ainsi
qu’un entier naturel n premier a p et notons A ’anneau Z/nZ.

II.1 Groupe fondamental des courbes

I1.1.1 Revétements de courbes

Nous serons principalement intéressés par les morphismes entre courbes normales (i.e. réguliéres
par [Ser89, IV, Th. 11]), qui sont déterminés par des extensions de corps.

Théoréme 2.1.1. [Sza09, Th. 4.3.10, Prop. 4.4.5] Soit X une courbe intégre réguliére sur un corps.
Soient C la catégorie des courbes intégres réguliéres Y munies d’'un morphisme fini f: ¥ — X, et D
la catégorie des extensions finies du corps des fonctions k(X) de X. Le foncteur C°? — D qui a (Y, f)

associe 'extension k(X) EAN k(Y') est une équivalence de catégories.

Ceci n’est jamais le cas pour les courbes singuliéres, puisque le morphisme de normalisation in-
duit un isomorphisme entre les corps de fonctions. Pour les morphismes vers une courbe réguliére, la
platitude est garantie par le résultat ci-aprés.
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Lemme 2.1.2. [Stacks, 0CCK] Soit f: Y — X un morphisme non constant de courbes intégres sur
un corps. Si X est normale alors f est plat.

Par conséquent, il est aisé de vérifier si un morphisme f: Y — X entre courbes réguliéres sur un
corps est étale en un point y de Y. L’anneau local Ox ¢(,) est un anneau de valuation discréte ; choisis-
sons une uniformisante w de cet anneau. Alors f est étale si et seulement si f*m est une uniformisante
de Oy,,. La proposition suivante affirme qu’une extension séparable de corps de fonctions correspond
4 un morphisme génériquement étale.

Proposition 2.1.3. [Sza09, Prop. 4.5.9] Soit f: Y — X un morphisme de courbes intégres sur un
corps. Si I’extension de corps de fonctions correspondante est séparable alors il existe un ouvert U de
Y tel que f|y soit étale.

Exemple 2.1.4. 1. Soit p un nombre premier. Soit X = IP’]%‘D. Le morphisme Y — X défini par
extension purement inséparable F,,(t) — F,({/¢) n’est étale en aucun point de Y [Stacks, 0CCY].

2. Considérons le morphisme de courbes lisses
f:Y =SpecClz,y]/(y* — y + x) — Al = Spec C[z]

défini par (z,y) — x. L’extension de corps de fonctions C(x) — C(x)[y]/(y> —y+x) est séparable,
car son discriminant —4 + 2722 est non nul. Par conséquent, le morphisme f est génériquement
étale. Elle n’est pas normale, car comme —4 + 2722 n’est pas un carré dans C(z), le polynéme
minimal 7% —T+2 de y n’a pas toutes ses racines dans C(Y’). Le morphisme est ramifié au-dessus
des racines de —4 + 27z2. Considérons I'ouvert

U = Speck[z, (272% — 4)71]

de A', et sa préimage
V = Speck[z, (272* —4)"  y]/(y® —y + 2)

dans X. Le morphisme V' — U est alors fini étale, mais pas galoisien.

I1.1.2 Groupe fondamental des courbes

Il est généralement trés difficile de calculer le groupe fondamental d’un schéma; toutefois, le cas
des courbes sur un corps algébriquement clos est bien étudié. Soit X une courbe intégre lisse sur un
corps algébriquement clos k de caractéristique p. Lorsque k = C, la théorie des extensions de corps de
k(X)) revient a l’étude des extensions du corps des fonctions méromorphes sur la surface de Riemann
associée & X, et le groupe fondamental de X est le complété profini du groupe fondamental topologique
de cette surface de Riemann. Ce résultat se transpose ensuite a tout corps de caractéristique nulle. La
preuve du résultat correspondant en caractéristique positive, dit & Grothendieck, utilise des techniques
bien plus profondes. Elle consiste & considérer X comme la fibre spéciale d’un schéma sur un anneau de
valuation discréte de corps des fractions de caractéristique nulle et de corps résiduel k, puis & conclure
par un théoréme de spécialisation du groupe fondamental [SGA1, X, Th. 3.8].

Théoréme 2.1.5. [Sza09, Th. 5.7.13] Soit » € N. Soit X une courbe intégre propre lisse sur k de
genre g. Soient x1,...,z, des points fermés de X. Le plus grand quotient pro-p’ (c’est-a-dire limite
de groupes finis d’ordre premier & p) du groupe fondamental de U := X — {z1,..., .} est le groupe
pro-p’ donné par la présentation suivante.

ﬂ{p)(U) = <a1,b1,...,ambg,cl,...,cr | [al’bl] "'[agvbg]cl"'CT = 1>Z7’
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Ce théoréme donne en particulier une condition nécessaire pour qu’un groupe fini G apparaisse
comme le groupe d’automorphismes d’un revétement galoisien d’une courbe de genre g : il faut pour
cela que le plus grand quotient de G d’ordre premier & p puisse étre engendré par une famille d’au plus
2g+r éléments. La conjecture d’Abhyankar, démontrée par Harbater en 1994 [Har94, Th. 6.2], affirme
la réciproque.

Remarque 2.1.6. En caractéristique positive, le groupe fondamental lui-méme devient gigantesque.
Par exemple, celui de Aﬂl‘f n’est pas topologiquement de type fini. En effet, il y a pour toute puis-
p

sance p’ de p un revétement de groupe (Z/pZ)’ : le revétement d’Artin-Schreier  — 27’ — . Ceci
permet de construire, pour chaque entier j positif, p/ morphismes continus 771(&]%) — Z/pZ. Ny a
p

donc une infinité de tels morphismes continus, ce qui serait impossible si le groupe fondamental était
topologiquement de type fini.

Le cas des courbes singuliéres a été étudié récemment ; par normalisation, le groupe fondamental
d’une courbe singuliére s’exprime comme produit libre du groupe fondamental d’une courbe lisse par
un groupe profini libre.

Théoréme 2.1.7. [Das22, Th. 1.1] Soit X une courbe projective connexe sur k & s composantes

irréductibles. Soit v: X = C; U --- U Cy — X sa normalisation. Notons

d=1—s+ Z (v~ z)| - 1).

zeX

Notons Fj le groupe libre & § générateurs, et 1’7} son complété profini. Il y a un isomorphisme de groupes
profinis .
7T1(X) — 7'('1(01) * e *7‘(‘1(03) * Fs.

I1.1.3 Revétements génériquement étales

Définition 2.1.8. Soit f: Y — X un morphisme fini de courbes intégres sur ky. Nous dirons que f
est génériquement galoisien si I’extension de corps de fonctions correspondante est galoisienne.

Proposition 2.1.9. Soit f: Y — X un morphisme fini étale de courbes intégres normales sur un
corps. Notons L/K ’extension de corps de fonctions correspondante. Alors Aut(Y|X)°P = Aut(L|K),
et le morphisme f est un revétement galoisien si et seulement s’il est génériquement galoisien.

Démonstration. Le théoréme 2.1.1 assure que Aut(Y'|X)°P = Aut(L|K). Si f est étale alors 'extension
L/K est séparable. Par conséquent, le groupe Aut(L|K) est d’ordre deg(f) = [L : K] si et seulement
si extension L/K est galoisienne. O

Un morphisme génériquement galoisien de courbes est étale, et donc galoisien, sur un ouvert.
En particulier, si f: Y — X est un revétement galoisien de courbes affines connexes, le morphisme
f: Y — X entre les compactifications lisses de ces courbes est un revétement génériquement galoisien.
Lorsque les courbes en question sont réguliéres, I’étude locale du morphisme ¥ — X au-dessus d’un
point z de X revient & I’é¢tude d’une extension de I’anneau de valuation discréte Ox . Nous nous
placerons donc pour le reste de cette section dans la situation

-

A—

23



ol A est un anneau de valuation discréte, L est une extension galoisienne de son corps des fractions
K, et B est la normalisation de A dans L. Le groupe G := Aut(L|K) agit transitivement sur les
idéaux maximaux de B au-dessus de my4. Soit mp un idéal maximal de B au-dessus de m4. Notons
]{JA = A/mA

Définition 2.1.10. Le groupe de décomposition de mp est le groupe
Dy, ={c€G|o(mp)=mp}.
Le groupe d’inertie associé est le groupe
I, = ker(Dy,, — Aut((B/mp)lka)).

Supposons désormais L/K finie. Notons mq, ..., my les idéaux maximaux de B au-dessus de my,
et k1,...,kq leurs corps résiduels. Il existe [Stacks, 09EB] des entiers e et f, appelés respectivement
indice de ramification et degré résiduel de B/A, tels que pour tout ¢ € {1...d}, my By, = m{By, et
[k; : ka] = f. L’extension est dite sauvagement ramifiée au-dessus de my4 si la caractéristique de k4
divise e, et modérément ramifiée sinon. De plus, [L : K| = def.

Fixons un indice ¢ € {1...d}, posons m = m; et ky, = k;. Notons w4 une uniformisante de A, et
7 une uniformisante du localisé By,. Alors pour tout o € Iy, il existe un unique élément u, € B tel
que 75 = o (7).

Proposition 2.1.11. [Stacks, 09EE| La composée

o Uy
Im —= BX — k)
est & image dans le groupe pe(kn) des racines e-iémes de 'unité dans ky, et définit un morphisme de
groupes surjectif

Iy — pe(km)

dont le noyau P, est nul si k4 est de caractéristique nulle, et un p-groupe si la caractéristique de k4
est p > 0. Le groupe quotient I,/ Py, est cyclique d’ordre le plus grand diviseur de e premier a p.

Démonstration. Vérifions simplement la premiére assertion. Il existe un unique u € A* tel que 7% =
ura. Comme u, = o(np)rg', us = o(u)u~'. Comme o € I, cet élément est congru a 1 modulo

mpg. O

Nous serons amenés, étant donné un tel revétement, & calculer la cohomologie de son groupe
d’inertie.

Lemme 2.1.12. Soit m un entier. Soit C' un groupe cyclique d’ordre divisible par m. Soit M un
(Z/mZ)[C)-module sur lequel le sous-groupe de C d’ordre m agit trivialement. Alors le choix d’un
générateur de C' détermine un isomorphisme H'(C, M) — Mc. La notation M désigne le module des
coinvariants, c’est-a-dire le quotient de M par le sous-module engendré par les éléments de la forme
c-m—mouoeCetmeM.

Démonstration. Soit t un générateur de C. Notons ¢ 'ordre de C, et N = Z;;é t € End(M). Les
résultats classiques sur la cohomologie des groupes cycliques [Bro82, I11.1, Ex. 2] montrent alors qu’il
y a un isomorphisme H'(C, M) — ker(N)/(t — 1)M, qui associe & un morphisme crois¢ f: C' — M la
classe de I'élément f(t) € ker(N). Comme (t*/™) agit trivialement sur A,

[y

c¢/m—1 c/m—1

ie/mti — gy, Z t
§=0
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est I’endomorphisme nul puisque M est de m-torsion. Par conséquent, Hl(C, M) est isomorphe a
M/(t—-1)M = Mc.
O

La preuve du résultat suivant est une adaptation de celle de [Fuls, Prop. 8.1.4]. Rappelons que
A =7/nZ, ot n est un entier inversible dans le corps algébriquement clos k.

Corollaire 2.1.13. Soit f: Y — X un revétement galoisien de courbes lisses sur k£ de groupe G. Soient
y un point fermé de Y et x = f(y). Supposons que l'indice de ramification de f en y soit divisible par
n. Il y a pour tout A[G]-module M un isomorphisme canonique

H'(1,, M) = M(-1)
ou My(—1) désigne M; @4 pn (k)Y = My @4 Hom(pu,, A).

Démonstration. D’aprés la proposition 2.1.11, le groupe I,/ P, est canoniquement isomorphe & e (k),
ot e est I'indice de ramification en y. Fixons un générateur ¢ de p.(k). Comme P, est un p-groupe
et M est de n-torsion, le morphisme M*v — M p, est un isomorphisme et les groupes de cohomologie
H'(P,, M) sont nuls dés que i > 1 [Wei94, Prop. 6.1.10]. Le lemme précédent appliqué au I,/ P,-module
MPv assure qu’il y a un isomorphisme

Hl([y/PU’ MPy) l> (MPy)Iy/Py = (MPy)Iy/Py = MI’y
qui & un morphisme croisé f: I, /P, ~ u.(k) — M associe I’élément f({). Le morphisme
H'(1,/Py, M) @ pie(k) — M;j,

qui & un morphisme croisé f: I,/P, ~ u.(k) — M, et un élément t € pu, (k) associe f(t) est encore
un isomorphisme, canonique cette fois-ci. Par conséquent, il y a des isomorphismes canoniques

H'(L,/Py, M) = My, ® (k)" = My, @ pin (k)"
La suite spectrale de Hochschild-Serre fournit alors la suite exacte
0 — HY(1,/P,,Mp,) — H'(I,, M) — H’(I,/P,,H"(P,,M)) = 0
qui permet de conclure. O
Définition 2.1.14 (Troncature). Soit

difl . d7 . d1+1
K=... 5K S K2

un complexe dans une catégorie abélienne A. Soit r un entier. Nous noterons 7<,K et appellerons
tronqué de K en degré < r le complexe :

dT—Q

K02 ker(d) 50— 0— -

Le morphisme évident 7, K — K induit un isomorphisme H (r<rK) — H! K pour tout entier i < r.
Ce foncteur de troncature définit un endofoncteur de la catégorie dérivée D(A), que nous noterons
encore Tg,.
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Pour tout groupe H agissant sur M, notons C*2(H, M) le groupe des morphismes croisés H — M.
Le complexe M 2 C'2(H, M) représente alors 7<; RT'(H, M).

Lemme 2.1.15. Reprenons les notations et hypothéses du corollaire précédent. Le morphisme cano-
nique C'?(1,/P,, M¥v) — C1%(1,, M) admet une section.

Démonstration. Soit w: I, — M un morphisme croisé. Considérons le diagramme commutatif

I, —*— M —%2 5 Mp

et notons f = g owu. Pour tout x € P, et tout g € I, la définition de Mp, assure que f(xg) =
f(x) + q(z - u(g)) = f(z) + f(g). Par conséquent, pour tout = € P,, f(z!™) = |P,|f(x) doit étre
nul; comme la multiplication par |P,| est un automorphisme de M, cela signifie que f(z) = 0. Par
conséquent, f passe au quotient en f: I,/P, — Mp,. Notons 4 = a~lof: I,/P, — J\/{Py. L’application
u +— @ est évidemment linéaire. De plus, % est encore un morphisme croisé car i(gh) = a~!f(gh) =
a™'f(g) + q(g- o tu(h)). La I,-linéarité de o~ 'q conclut. O

Remarque 2.1.16. Ce lemme assure que le quasi-isomorphisme des complexes de cochaines usuels
<1 RI(1, /Py, M™v) — <1 RI'(I,,, M)
admet un inverse dans DI;(A) qui est donné par un vrai morphisme de complexes.

Les revétements étales d’une courbe affine modérément ramifiés & l'infini sont eux aussi classifiés
par un groupe profini : le groupe fondamental modéré.

Définition 2.1.17. Soient X une courbe projective intégre lisse sur un corps séparablement clos k,
et K son corps des fonctions. Soit U un ouvert de X. Soient K®P une cloture séparable de K, et 7
le point générique géométrique correspondant de U. Soit K* la composée dans K*°P des extensions
finies L/ K telles que la normalisation de X dans L soit étale sur U et modérément ramifiée au-dessus
de X — U. Le groupe fondamental modéré de U, noté 7t (U,7) ou simplement 7% (U), est le groupe
Gal(K'|K).

De la méme fagon que 775’)/) (U), le groupe 7 (U) est topologiquement de type fini [SGA1, XIII, Cor.
2.12]. Un résultat plus fort a été récemment démontré par Esnault, Shusterman et Srinivas.

Théoréme 2.1.18. [ESS22, Th. 1.2] Soit X une courbe intégre lisse sur un corps algébriquement clos
de caractéristique positive. Le groupe 7! (X) est un groupe profini de présentation finie. Si X est affine
alors w!(X) est projectif, c’est-a-dire isomorphe & un sous-groupe d’un groupe profini libre.

IT.1.4 Ramification : théorie locale

Soit X une courbe intégre lisse sur k. Notons K le corps des fonctions de X, et K*°P une cloture
séparable de K. Notons G = Gal(K®*P|K). Soit Z un point fermé de X. Notons Kj; le corps des
fractions de I’anneau strictement hensélien Ox z C K. Soit K, =P une cloture séparable de Kz. Le choix
d’un plongement K*°P — K>°P détermine une place m de K5°P. Le groupe de décomposition Dy, C G
de m s’identifie & Gal(K:P|Kz); c’est aussi, puisque k est algébriquement clos, le groupe d’inertie
I, que nous noterons encore I. Rappelons que G = limy Gy, oul les G sont les quotients finis de
G, c’est-a-dire les groupes d’automorphismes des revétements finis génériquement galoisiens de X. Le
résultat suivant découle alors de la proposition 2.1.11.
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Proposition 2.1.19. [Stacks, 0BUA] Il y a un morphisme canonique surjectif I — limy, p, (k). Son
noyau P est trivial si p = 0, et un pro-p-groupe sinon.

Les groupes I, P, Iy := I/P sont encore appelés groupe d’inertie (resp. d’inertie sauvage, resp.
d’inertie modérée) en x. La proposition suivante est analogue au corollaire 2.1.13.

Proposition 2.1.20. |Ful5, Prop. 8.1.4] Avec les notations ci-dessus, soit M un A[I]-module. Alors

‘ M! sit=0
H'(I,M) =< M;(-1) sit=1
0 sit > 2.

Corollaire 2.1.21. Soit f: Y — X un revétement galoisien de courbes lisses sur k. Soient y un point
fermé de Y et @ = f(y). Supposons que l'indice de ramification de f en y soit divisible par n. Notons
I C Gal(K®°P|K) le groupe d’inertie en x, et I, C Aut(Y|X) le quotient correspondant. Soit M un
A[I]-module. Alors le morphisme composé

7<1 RI(I,, M) — 7<1 RT(I, M) — RI(I, M)
est un isomorphisme dans D%(X, A).

Démonstration. Les morphismes en degrés O et 1 sont des isomorphismes d’aprés les propositions
précédentes ; en degré supérieur, les groupes de cohomologie de RT'(1, M) sont nuls. O

I1.2 Groupe de Picard et variété jacobienne

Nous verrons dans la suite que le premier groupe de cohomologie d’un faisceau constant sur une
courbe lisse sur k est isomorphe & un groupe de points de torsion de la jacobienne de cette courbe.

I1.2.1 Foncteur de Picard et variété jacobienne

Définition 2.2.1. Le groupe de Picard d’un schéma X est le groupe des classes d’isomorphisme de
Ox-modules (pour la topologie de Zariski) inversibles, avec pour loi de groupe le produit tensoriel.
Soit f: X — S un morphisme propre de schémas. Le foncteur de Picard Picy,g (resp. Pic% /s) est le

faisceau associé au préfaisceau T+ Pic(X x g T) (resp. T + Pic®(X x g T)) sur le gros site étale de S.

Si f admet une section alors pour tout S-schéma 7', les sections de ce faisceau sur 7" sont données
par Picx,g(T) = Pic(X x5 T)/Pic(T) [BLR9O, 8.1, Th. 4].

Théoréme 2.2.2. [BLR90, 8.2, Th. 1] Soit f: X — S un morphisme projectif de présentation finie.
Supposons f plat a fibres géométriques intégres. Alors le foncteur Picy g est représentable par un
S-schéma séparé localement de présentation finie sur S.

Dans le cas des courbes projectives lisses sur un corps, le schéma qui représente le foncteur de
Picard est encore une variété projective.

Théoréme 2.2.3. [Mil08, ITI, Th. 1.6] Soit X, une courbe projective lisse de genre g sur ko munie
d’un point rationnel. Alors le foncteur de Picard Pic% /k, €St représenté par une variété abélienne Jx,
de dimension g appelée variété jacobienne de Xj.
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Soit X une courbe projective lisse connexe de genre g sur kg. La premiére construction de la variété

jacobienne Jx, est due & Weil [Wei48]. Elle consiste a construire une loi de groupe birationnelle sur la

(9)
0

puissance symétrique X,”’ exprimant I'addition des diviseurs, puis & montrer qu’il existe une variété

abélienne G et un morphisme birationnel Xég) — G compatible aux lois de groupe. Une deuxiéme
construction, plus directe en ce qu’elle évite l'intermédiaire de la loi de groupe birationnelle, a été
donnée par Chow en 1954 [Cho54]. Enfin, Anderson propose dans [And02] une construction différente
de la variété jacobienne, sans donner de bornes sur le nombre d’étapes de la construction.

Il existe donc plusieurs algorithmes calculant des équations de la jacobienne de n’importe quelle
courbe lisse ; cependant, pour aucun d’entre eux, nous ne disposons de bornes sur sa complexité. Dans le
cas des courbes hyperelliptiques, une description explicite de la jacobienne est connue [Mum07, §2]. La
complexité du calcul représente un obstacle conséquent a cette construction : par exemple, la jacobienne
d’une courbe de genre 2 est décrite par Cassels et Flynn comme intersection de 72 quadriques dans
P [CF98, Ch. 2, §3]. Cependant, il est beaucoup plus simple de calculer avec des classes de diviseurs
sans se soucier de la structure de variété de la jacobienne. Les algorithmes effectuant ces calculs sont
présentés dans 'annexe C.3. Nous n’aurons besoin que de résultats précis concernant par exemple la
n-torsion de la jacobienne. La proposition suivante est un cas particulier d’un résultat général sur les
variétés abéliennes [Mil08, I, Th. 7.2].

Proposition 2.2.4. Soit X une courbe intégre projective lisse sur k de genre g. Soit n un entier
inversible dans k. La multiplication par n sur Jx est une isogénie étale de degré n?9, et les k-points
de son noyau Jx[n] forment un Z/nZ-module libre de rang 2g.

I1.2.2 Jacobienne généralisée

Soient X une courbe lisse géométriquement connexe sur kg, et X = Xy Xy, k. Notons K le corps
des fonctions de X. Soit m = > ,mpP € Div(X) un diviseur invariant sous l’action du groupe
®o = Gal(k|ko). Notons |m| son support. Etant donné une fonction f € K*, on dit que f =1 mod m
si pour tout P € |m|, vp(1 — f) = mp. Deux diviseurs D, D’ € Div(X) sont dits m-équivalents s’il
existe f € K* telle que D' = D + div(f) et f =1 mod m. Notons Divy(X) := Div(X — |m|).

Définition 2.2.5. Le groupe de Picard Picy, (X) de X relativement & m est le quotient de Divy, (X) par
le sous-groupe des diviseurs de fonctions congrues 4 1 modulo m. Notons encore Pic, (X) le sous-groupe
de Picy (X) des classes de diviseurs de degré 0.

Comme le diviseur m est défini sur ko, les groupes Picy (X) et Pic) (X) sont naturellement munis
d’une action du groupe &,. Remarquons que la classe d’équivalence modulo m d’un diviseur D est
incluse dans sa classe d’équivalence linéaire usuelle, ce qui permet de définir un morphisme surjectif
Picyw (X) — Pic(X). Nous supposons dans toute la suite que m est réduit, c’est-a-dire que tous les
coefficients non nuls de m soient égaux a 1. Au vu de sa définition, le groupe Picy, (X) décrit alors les
faisceaux inversibles sur X triviaux sur |m|. Nous supposons dans toute la suite de cette section que
X est projective.

Lemme 2.2.6. [Ser75, V.13, Prop. 7] Rappelons que m est réduit. Notons P, ..., Ps les points de son
support. Il y a des suites exactes de groupes abéliens

(k)" Picy (X Pic(X
0— o icm(X) = Pie(X) = 0

et

(F)* | pio . 0
0— o — Pic,,(X) = Pic'(X) = 0
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ou k* agit par la diagonale sur (k*)*, et la fleche de gauche associe & (A1, ..., \s) le diviseur d’une
fonction f vérifiant f(P;) = \; pour tout .

Démonstration. Un diviseur sur X — m est un diviseur principal sur X si et seulement s’il est de la
forme div(f),f € K> ou f n’a ni zéro ni pole sur le support de m; il est alors de degré 0. Deux
diviseurs div(f), div(g) de cette forme sont m-équivalents si et seulement si f(P;) = g(P;) pour tout
i €{l...s}, dou'exactitude au milieu. De méme, le diviseur d’une fonction f est m-équivalent a 0 si et
seulement s’il prend la méme valeur en tous les points de m, d’ou 'injectivité & gauche. La surjectivité
du morphisme de droite découle du fait que tout diviseur sur X est équivalent & un diviseur de support
disjoint de m (voir annexe C.3.4 ou [Sha94, §1.3]). Par construction, les morphismes de cette suite sont
compatibles a 'action de Gal(k|ko). O

La proposition suivante permettra de calculer le sous-groupe de n-torsion de Pic&(X ).

Proposition 2.2.7. Il y a une suite exacte courte de A-modules

:un(k)lm‘
tin ()

Démonstration. Le diagramme commutatif & lignes exactes

0— — Pich (X)[n] — Pic®(X)[n] — 0.

0 () Pic (X) —— Pic®(X) —— 0
0 ()™ Pic (X) —— Pic®(X) —— 0

fournit, par surjectivité de la mise & la puissance n sur (KX)‘“”/KX, la suite exacte des noyaux :

[m]
Pl = PR (X)ln] = Pie’ (Xl 0.

O

Remarque 2.2.8. 1l existe un groupe algébrique Jy, sur kg muni d’une application rationnelle Xy —
J réguliére sur X — |m| qui induit un isomorphisme PicY (X) — Ju (k) : c’est la jacobienne généralisée
de X relativement & m [Ser75, V.9, Th. 1]. Il parait hors de portée pour l'instant de déterminer ex-
plicitement en temps raisonnable des équations définissant cette jacobienne généralisée ; la proposition
précédente montre toutefois comment calculer dans son groupe de n-torsion.

I1.2.3 Les pu,-torseurs sur une courbe lisse

Proposition 2.2.9. Soit X une courbe intégre lisse sur k, de corps des fonctions K. Le groupe
H'(X, 11, est canoniquement isomorphe au quotient du groupe

{(D, f) € Div(X) x K* | nD = div(f)}
par le sous-groupe des (D, f) ou f € (K*)".

Démonstration. Soit G le groupe quotient en question. Remarquons que si un couple (D, f) est nul dans
G alors D est un diviseur principal. Rappelons que d’aprés la proposition 1.3.10, le groupe H! (X, tn)
est canoniquement isomorphe au groupe des classes d’isomorphisme de couples (£, ) ou £ est un
faisceau inversible sur X et a: £ = Ox. Considérons le morphisme F': G — H' (X, p,,) défini par

F(D, f)=(0x(D),0x(nD) LS Ox) ot my désigne la multiplication par f.
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e Injectivité : si F(D,f) est égal dans H'(X, u,) a (Ox,id) alors il existe un isomorphisme
¢: Ox(D) — Ox tel que ¢™ soit la multiplication par f. Un tel isomorphisme étant néces-
sairement la multiplication par un élément de K *, il en résulte que f est une puissance n-iéme
dans K*.

e Surjectivité : soit (£, ) € S. Il existe un diviseur D € Div(X) et un isomorphisme de faisceaux
¢: L = Ox(D). En particulier, ceci livre un isomorphisme a o ¢~": Ox(nD) — Ox, qui est
la multiplication par une section globale f € K* de Ox(nD). Alors (£, «) est égal dans S a
F(D, ).

O

Corollaire 2.2.10. Sous les mémes hypothéses, Hl(X, lin) est isomorphe au quotient du groupe
{(4, f) € Pic(X) x K* | 3D € Div(X): [D] = A et nD = div(f)}

par le sous-groupe des (A, f) avec f € (K*)™. Si de plus X est projective alors H' (X, p,,) est isomorphe
au sous-groupe de n-torsion Pic(X)[n] de Pic(X).

Démonstration. Le morphisme (D, f) — ([D], f) défini par passage au quotient est évidemment sur-
jectif et a pour noyau les couples (D, f) tels que f € (K*)™. Si X est projective alors I’application
surjective H' (X, y1,,) — Pic(X)[n] qui & un couple (A, f) associe A est également injective, puisque
deux fonctions rationnelles sur X de méme diviseur sont égales & un élément de k* prés. O

Lemme 2.2.11. Supposons X projective. Soient U un ouvert de X, et Z le fermé réduit complémen-
taire. Notons Div%(X) le sous-groupe de Div’(X) formé des diviseurs & support dans Z. Considérons
les triplets (A, D', f) ou A € Pic’(X), D’ € Divy(X), f € K* et il existe un diviseur D de classe A tels
que nD = div(f)+ D’ dans Div"(X). Ces triplets forment un sous-groupe de Pic®(X) x Div(X) x K*.
Soit H le quotient de ce sous-groupe par celui des ([D'],nD’, f). Alors H' (U, p1,,) est canoniquement
isomorphe & H.

Démonstration. Considérons le morphisme

H — HYU, )
(Alevf) — (A|U7f)

ou Hl(U, ) est identifié au groupe décrit dans le corollaire précédent. Notons que comme nD =
div(f) + D', la restriction & U donne bien nDjy = div(f)[y. De plus, si f est une puissance n-
ieme alors il existe h € K* tel que nD = div(h™) + D/, autrement dit D’ = n(D — div(h)), et
([D'), D', f) = ([D — div(h)],n(D — div(h)), f). Reste a montrer la surjectivité de ce morphisme. Soit
donc ([D], f) € HY(U, pn), avec D € Div(U). Alors nD = div(f)|y. Soit D € Div’(X) un diviseur de
restriction D. Alors E = nD — div(f) est un diviseur a support dans Z, de degré nul. Par conséquent,
([D], f) est I'image de ([D], E, f) € H. O

I1.3 Groupe de Picard des courbes nodales

I1.3.1 Groupe de Picard des courbes singuliéres

Soit X une courbe intégre sur kg, et X = X¢ xg, k. Soit 7: X — X sa normalisation, qui est finie
[Stacks, 035S]. Supposons que X a un unique point singulier P, qui est alors nécessairement défini sur
ko, et que les points de X au-dessus de P sont également, définis sur ky. Considérons la suite exacte
de faisceaux sur X :

0= Gmx > mG,, x = (mG,, x)/Gnx —0.
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Comme 7 est un isomorphisme en-dehors du lieu singulier de X, le support du faisceau quotient
Q = (mG,, 5)/Gm x est {P}. Par conséquent, la suite exacte longue en cohomologie de cette suite
exacte courte est :

0 — H(X,G,,) » H*(X,G,,) — H*(X, Q) — Pic(X) — Pic(X) — 0.
Lorsque X est projective, H*(X,G,,) = H*(X,G,,) = k*, ce qui fournit une suite exacte :
0 — H°(X, Q) — Pic(X) — Pic(X) — 0.

Remarque 2.3.1. La normalisée de la cubique nodale Speck[x,y]/(y?> — 2?(x + 1)) ou de la cu-
bique cuspidale Spec k[z,y]/(y* — 2*) est la droite affine Speck[t]. Dans ces deux cas, H°(X,G,,) =
H°(X,G,,) = k*, et la suite

0 — H(X, Q) — Pic(X) — Pic(X) = 0
est exacte.

Exemple 2.3.2. Voici un exemple de courbe affine X telle que HO(X'7Gm) contienne strictement
H°(X,G,,). Considérons 'ouvert {z # 0} de la cubique nodale précédente, c’est-a-dire

X = Specklz,y,2]/(y* — 2*(x + 1), 22 — 1).

Sa normalisée est 1'ouvert de k[t] situé au-dessus de {z # 0}, c’est-a-dire X = Speck[t, s|/(st*> —1). Le
morphisme de normalisation est donné par x — 2,y — t3, 2 — s. La fonction ¢t = Y est inversible sur
X d’inverse st, alors que ¥ ¢ HO(X, Ox)*.

11.3.2 Courbes nodales
Soit X une courbe sur ky. Notons X = Xy xg, k, ot k désigne toujours la cloture algébrique de k.

Définition 2.3.3. [Stacks, 0C47] Un point fermé Py de X est dit nodal ¢’il existe un point P de X
d’image Py tel que le complété de ’anneau local Ox p soit isomorphe a k[[z, y]]/(zy). Une courbe sera
dite nodale si elle est singuliére et tous ses points singuliers sont nodaux.

Remarque 2.3.4. Le critére jacobien montre que si X posséde un unique point singulier P alors X
posséde un unique point singulier Py, qui est un kg-point. Si P est nodal alors P I’est aussi.

Voyons comment reconstruire une courbe nodale & partir de sa normalisation.

Définition 2.3.5. Etant donné une courbe lisse Y sur k et des points deux & deux distincts

Q17R17'~~;Q3;R5 € Y(k)

nous noterons Yg,=r, ...Q.=R,, OU Yo=p, la courbe obtenue en identifiant pour tout ¢ € {1...s} les
deux points Q; et R;. Sa construction est décrite dans [Ser75, IV,§4].

Proposition 2.3.6. [Ser75, IV.3, Prop. 2) et IV.4, Exemple b] Avec les notations de la définition, si
Y est connexe, la courbe Yg,—g, ... Q.=r, est irréductible, de normalisation Y. Elle posséde s points
singuliers nodaux.

Remarque 2.3.7. Pour i € {1...s}, notons P; I'image dans Yo=gr de @Q; et R;. Les morphismes
Co,Y = Cp,(Yg=gr) et Cr,Y — Cp,(Yo=r) entre cones tangents induisent un isomorphisme

(CQIY U CRiy)Qi:Ri = CPi (YQ:E)

ol LI désigne le coproduit de schémas.
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I1.3.3 Groupe de Picard d’une courbe nodale

Soit X une courbe sur kg, et X = Xy Xy, k. Supposons que X soit integre, nodale et posséde un
unique point singulier P. Notons K le corps des fonctions de X. Soient 7: X — X sa normalisation,
et j: X — X la complétion projective lisse de X. 1 y a exactement deux points @, R de X au-dessus
de P [Stacks, 0CBW]. Remarquons que pour un ouvert U de X contenant P,

Ox(U) = {f € 0x(U xx X) | f(Q) = f(R)}

(voir [Ser75, IV.4,Exemple b)|). Ainsi, un fibré en droites sur X est défini par la donnée d’un fibré en
droites £ sur X muni d’un 1somorphlsme entre les fibres £(Q) et L(R).

Lemme 2.3.8. Le groupe Pic® X est isomorphe au groupe Pic%, (X) de la définition 2.2.5, ot m est le
diviseur effectif @ + R.

Démonstration. Soit D € Div(X — P). Considérons le faisceau inversible £p = Oz (D), ot l'on
considére D comme un diviseur sur la normalisée X de X via isomorphisme X — P = X — {Q, R}.
Comme la valuation de D en P est nulle, £ p(Q) est canoniquement isomorphe a la fibre en Q de O,
elle-méme canoniquement isomorphe & k. Il en est de méme pour Lp(R). Les fibres £p(Q) et Lp(R)
sont identifiées par ces isomorphismes canoniques, ce qui permet de définir canoniquement un fibré en
droites Lp sur X. Le morphisme de groupes Div(X — P) — Pic(X) qui & un diviseur D associe Lp a
pour noyau 'ensemble des diviseurs D tels que £p soit isomorphe & O ¢ Cest-a-dire les diviseurs de la
forme div(f) € Div(X —P), ou f € K* est définie et n’a ni zéro ni pole en P. Ceci définit par passage au
quotient un morphisme injectif Pic?n(X' ) — Pic’(X). Montrons qu'il est surjectif. Un faisceau inversible
£ sur X donne un faisceau inversible £ = 7*£ sur X dont les fibres en Q et R sont canoniquement
isomorphes. Le faisceau £ est isomorphe & un faisceau Lp, ou D € Div(f( ); quitte & lui ajouter le
diviseur d’une fonction définie en P, on peut supposer que D € Div(X — {Q,R}) = Div(X — P). O

Lemme 2.3.9. Nous retrouvons ainsi explicitement la suite exacte courte de groupes abéliens
0 — H(X,G,,) » H*(X,G,,) = (k* x k*)/E* — Pic(X) — Pic(X) — 0
déja évoquée dans la section I1.3.1.

Démonstration. On utilise la description de Pic(X) donnée dans le lemme 2.3.8. La fleche
HY(X,G,,) — (k™ x EX)/k*

associe & une fonction f inversible sur X la classe du couple (f(Q),f(R)) € k* x k*; ce couple
appartient & la diagonale si et seulement si f est définie en P, c’est-a-dire f € HO(X ,Gyn)- La fleche
E* x kX — Pic(X) associe & (a,b) le diviseur d’une fonction f telle que f(Q) = a et f(R) = b.
Ce diviseur est celui d’une fonction définie et non nulle en P si et seulement si a = b. La fléche de
droite est le tiré en arriére 7*, qui a la classe de D € Div(X — P) dans Pic(X) associe la classe de
D € Div(X — {Q, R}) dans Pic(X). O

Remarque 2.3.10. Décrivons I’action de & sur H*(X, 7,G,,/G,,) = (k* x k*)/k*. Soit o € B. Si
o échange ) et R alors pour tout (a,b) € k* xk*, 0-[(a,b)] = [(c(b),o(a))], ou les crochets désignent
la classe dans le quotient par k*. Sinon, o - (a, ) (o(a),o(b)). Dans toute la suite de ce chapitre,
Paction de &g sur (k* x k*)/k* sera celle-ci.
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Remarque 2.3.11. Tous les résultats précédents se généralisent immédiatement au cas ot une courbe
projective X a plusieurs singularités nodales toutes définies sur ko. Notons Py, ..., P, ces points. Au-
dessus de chaque P; se trouvent deux points Q;, R; de X. Alors 7, G,,, /G, est supporté en Py, ..., P,.
Il y a de méme une suite exacte
EX x kX" . o
0— <I€X) — Pic(X) — Pic(X) — 0.
Le groupe Pic(X) se décrit comme le quotient du groupe des diviseurs sur X — {Py,..., P.} par les

diviseurs de fonctions f € (), OX p,- Le premier morphisme de la suite exacte associe a (al, bi)i<i<r le
diviseur d’une fonction telle que f(Q) =a; et f(R;) = b;. On obtient enfin la suite exacte

fin (k) X pn (k)" 1 1/ v
O_><un(k) ) - H(X, un) = H (X, ppn) = 0.

I1.3.4 Description des p,-torseurs sur une courbe nodale

Soient X une courbe sur ko, et X = Xo X, k. Supposons que X soit integre, nodale et possede
un unique point singulier P. Soit X la compactification lisse de X. Rappelons (voir lemme 2.2.11)
que H' (X, u,,) s’identifie au groupe des classes d’isomorphisme de couples (£,a) ou £ est un fibré en
droites sur X et a: L& — Oy est un isomorphisme. Soit G le quotient du groupe

{(D, f) € Div(X) x (0% ,NO% ) [nD =div(f)|, /(Q) = F(R)}

par le sous-groupe des couples (D, f) tels que f soit la puissance n-iéme dans K* d’une fonction g
vérifiant g(Q) = g(R). Ici, les groupes d’inversibles des anneaux locaux Oy ,, et O  sont vus comme
sous-groupes de K *. Construisons une application ®: G — H*(X, u,,). Soit (D, f) € G. Alors comme
nD = div(f) et f est inversible en Q et R, les points @ et R n’appartiennent pas au support de D.
Par conséquent, les fibres en Q et R du faisceau inversible £p = Oz (D) sur X sont canoniquement
isomorphes a celles de O4, elles-mémes canoniquement isomorphes & k. L’isomorphisme [ID(Q) —
Lp(R) défini par le diagramme

Lp(Q) —— 0z(Q) ——

k
| :
Lp(R) —— O3(R) —— k

permet de définir un faisceau inversible Lp sur X. La multiplication par f définit un isomorphisme
LE" — Og. La condition f(Q) = f(R) assure que cet isomorphisme de Og-modules définit un
isomorphisme de Ox-modules my: L5" — Ox. L’application ®: G — H'(X, j1,,) associe au couple
(D, f) le couple (Lp, my).

Proposition 2.3.12. L’application ¢: G — HI(X, n) construite ci-dessus est un isomorphisme de
Z/nZ-modules.

Démonstration. Elle est bien définie car elle associe & un couple (D, f) ou D = div(f) et f est la
puissance n-iéme d’une fonction g € K* vérifiant g(Q) = g(R), le couple (Lp,my), qui est iso-
morphe au couple (Ox,1) via la multiplication par g (qui définit bien un isomorphisme Lp — Ox
car g(Q) = g(R)). La linéarité de ® découle directement de sa construction; passons a U'injectivite.
Soit (D, f) € G tel qu’il existe un isomorphisme de couples (Lp,my¢) = (Ox,1). Il y a encore un
isomorphisme (ZD, f) = (Ox,1), qui est nécessairement la multiplication par une fonction ¢ telle
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que D = div(g). Comme l'isomorphisme(Lp, f) — (O%,1) défini par g provient d’un isomorphisme
(Lp,my) — (Ox,1), la fonction g vérifie encore g(Q) = g(R); par conséquent, la classe du couple
(D, f) dans G est 0. Enfin, soit (£, o) € H'(X, up,). Le couple (£, &) € HY(X, pi,) qui s’en déduit est

isomorphe & (O (D), g) pour un diviseur D sur X et une fonction g € K* telle que nD = div(g).
Supposons, quitte & ajouter & D un diviseur principal, que le support de D ne contient pas Q et R.
Par conséquent, (£,a) est égal dans H' (X, u,,) & (Lp,my). O

Supposons maintenant X affine. Soit Z le fermé réduit complémentaire de X dans X. Notons H le
quotient du groupe

{(D. D', f) € Div"(X) x Div(X) x (0% , NO% ) | nD + D' = div(f). £(Q) = f(R)}
par le sous-groupe des (D, D’ f) ot f est la puissance n-iéme dans K* d’une fonction g vérifiant
9(Q) = g(R). Considérons I'application ¥: H — H' (X, 11,) qui a (D, D', f) associe (D|z, f)-

Proposition 2.3.13. L’application ¥: H — HI(X7 ln) définie ci-dessus est un isomorphisme de
A[&g]-modules.

Démonstration. La linéarité et l'injectivité de ¥ découlent immédiatement de sa construction. Soit
maintenant (D, f) € H'(X, u,). Ce couple vérifie nD = div(f)|5. Soit D un diviseur de degré 0 sur
X de restriction D. Posons D’ = nD — div(f). C’est un diviseur de degré 0 et de support inclus dans
Z. Par conséquent, (D, D', f) € H a pour image (D, f) par . O

I1.4 Cohomologie des faisceaux constants sur les courbes

IT1.4.1 Courbes lisses sur un corps algébriquement clos
I1.4.1.1 Courbes projectives

Soit X une courbe intégre lisse sur un corps algébriquement clos k. Rappelons que n désigne un
entier premier 4 la caractéristique de k.

Proposition 2.4.1. [SGA43, Arcata, Prop. 3.1] Il y a des isomorphismes canoniques

4 NX,0x)* s =0
H'(X,G,,) = ¢ Pic(X) si =1
0 si 1> 2.

, . . . . N . —fn
Supposons désormais X projective; ceci entraine que le morphisme G, Eint N Gy, est, sur les

sections globales, la mise & la puissance n sur k*. La suite exacte de Kummer
0= pin =Gy =Gy, = 0
donne alors la suite exacte longue
0 — H' (X, p) — Pic(X) 2 Pic(X) — H*(X, tn) — 0.

La théorie des variétés abéliennes nous enseigne que la multiplication par n sur la jacobienne Jx est
surjective. La suite exacte

0= Jx(k) = Pic(X) 28 7 — 0

permet d’en déduire que le conoyau de la multiplication par n sur Pic(X) est Z/nZ.
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Théoréme 2.4.2. [Stacks, 03RQ] Soit X une courbe intégre projective lisse sur k. Les groupes de
cohomologie de X & valeurs dans pu,, sont canoniquement isomorphes aux groupes suivants.

un(k) st =0
Jx[n] si =1
Z/nZ si =2
0 si >3

HY(X, pn) =

Si f: Y — X est un morphisme de courbes intégres projectives lisses sur k£ alors le morphisme induit
f* B2(X, ) — (Y, ) est la multiplication par deg(f).

Lemme 2.4.3. Supposons que X provient par changement de base d’une courbe définie sur le sous-
corps parfait ko de k. L’action de Gal(k|ko) sur H' (X, p,,) se factorise par un quotient d’ordre no@”),
ol g désigne le genre de X. Par conséquent, si kg est fini, il existe une extension k1 /kq de degré nO()
et des diviseurs k;-rationnels Dy, ..., Dy, formant une base de Hl(X, A).

Démonstration. La premiére assertion vient par passage au quotient du morphisme
Gal(k|ko) — Autp(H (X, tn))

sachant que Hl(X , n) est un A-module libre de rang 2¢g. La deuxiéme phrase découle du fait qu’une
classe de diviseurs kj-rationnelle contient toujours un diviseur kj-rationnel (voir lemme C.3.5 en an-
nexe). O

11.4.1.2 Action du Frobenius et comptage de points

Supposons que kg soit un corps fini ¢, et que X provienne par changement de base d’une courbe X
sur ko. Alors X est munie de I’action du morphisme de Frobenius géométrique Frob,. L’action de Frob,
sur p, (k) est la mise a la puissance g, et celle sur H*(X, p1,,) est Iidentité puisqu’un automorphisme
ne change pas le degré des diviseurs. Ainsi, en notant ¢ la trace de ’endomorphisme de Frobenius sur
H'(X, 11,), la formule des traces (théoréme 1.8.2) assure que le nombre de ko-points de X est donné
par :

#X (ko) =1+¢g—t modn.

La fonction zéta de X, est alors
L(t)

(1 =11 —qt)
ot L(t) = det(id —t Frob), | H'(X,Q)) € Z]t] est un polynome de degré 2g dont les racines complexes

Zx, (t) =

ont pour module \/cj*l. Ceci permet également de compter le nombre de F -points de la jacobienne
Jx de X. En effet, comme montré dans [Lor96, VIII, Cor. 6.3] :

#Jx(Fy) = #ker(id —t Frob,) = det(1 — Frobj | H'(C,Qp)) = L(1).
En particulier,
#JX (]FqT) ~r—o00 q'rg.
11.4.1.3 Courbes affines lisses : suite de Gysin

Soit X une courbe projective connexe lisse sur k. Soient U un ouvert de X, et Z le fermé réduit com-
plémentaire. Seuls les groupes H*(U, p1,,) = pin (k) et H' (U, p,) sont non nuls. Rappelons (voir lemme
2.2.11) qu'un élément de H' (U, p1,,) est représenté par un triplet (D, D', f) € Div?(X) x Div(X) x K*
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vérifiant nD = div(f)+D’. La suite exacte de Gysin est alors la suite exacte de A-modules libres [Stacks,
03RR]

0 — HY(X, tn) 2 B (U, i) 2 HA(Z,A) 2 A -0
ou les fleches sont décrites, avec les notations précédentes, par :

o ¢([D]7f) = ([D],O,f)
« ¥([D], D', f) = D' modn

o X((ap)pez) =X pey ap-

On peut également décrire explicitement la fonctorialité en la paire (X,U) de cette suite. Soient
¢: X’ — X un morphisme de courbes projectives lisses, U’ = X' xx U et Z' = X' xx Z. Alors le
morphisme ¢*: HY(U, pu,) — H*(U’, pp,) défini par ¢*([D], D', f) = ([¢* D], ¢* D', ¢* f), ot ¢* désigne
encore les tirés en arriére usuels, s’insére dans le diagramme suivant.

0 —— HY(X, ) —— H U, ) —— HY(Z,A) —— H*(X, pt) —— 0

l¢ [ J» [+

0 —— HY (X', pt) —— H' (U, ) —— HY(Z',A) —— H*(X', 1)) —— O
Ici, le morphisme H?(X, ) — H?(X’, ui,) est la multiplication par le degré de ¢ [Stacks, 0AMB].

I1.4.2 Dualité de Poincaré pour les courbes lisses

Soit Xy une courbe projective lisse sur kg. Soit jo: Uy — X linclusion d’un ouvert strict, et
i0: Zg — X linclusion du fermé réduit complémentaire. Notons U, X, Z,i,j leurs changements de
base & k. La suite exacte de faisceaux sur X

0 — Jiptn = fhn —> txfn, — 0

montre que H(U, 1) = ker(pn (k) — pin(k)?1) = 0 et H2(U, u,) = H*(X, ) = A. Dans le cas des
faisceaux constants, le seul calcul a effectuer est donc celui de HX(U, p,,).

Soient Py, ..., P, les points fermés de Z. Le diviseur m = ). P; sur X est &g-invariant puisque Z
provient de Zy. Considérons le faisceau G, z = ker(G,,, — i,.G,,) des fonctions congrues & 1 modulo
m. Le groupe H'(X, G, z) classifie les faisceaux inversibles sur X trivialisés sur Z [SGA43, Arcata,
§2.3] et est donc isomorphe & Picy(X). La suite longue en cohomologie qui se déduit de cette suite
exacte courte est la suite

du lemme 2.2.6.

Lemme 2.4.4. [SGA43, Arcata, 2.3.(a)] Il y a un isomorphisme de A[&g]-modules
H(lz(U7 Un) — Pic&(X)[n].
Démonstration. La suite exacte de faisceaux sur X

0 %j!,un — Gm,Z l) Gm,Z — 0.
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donne la suite exacte longue de A[®g]-modules
Hi<U7 /J"I’L) _> Hl <X7 Gm,Z) i> Hl (X7 Gm,Z) _> 0

Comme le groupe H(X, G, z) est trivial, le groupe H} (U, u1,,) est donc isomorphe a H (X, G,, z)[n] =
Picn (X)[n] = Pic? (X)[n]. O

Dans le cas ou U = X, 'accouplement
H' (U, i) * He(U, pin) = H2(U, %) = pun (k)

provient de 'autodualité de la jacobienne [SGA44, Arcata, §2.3] et est appelé accouplement de Weil.
Sa construction explicite se trouve dans [Mum08, §20, p184]. La construction suivante généralise cette
derniére au cas ou U est affine. Notons K son corps des fonctions.

Définition 2.4.5. Soit f € K. Soit D € Div(X) tel que f n’ait ni zéro, ni pole sur le support de D.
L’évaluation de f en D est définie par

fo)=TI #py=®.

P€|D|
La loi de réciprocité suivante, due & Weil, servira dans la construction de ’accouplement.

Proposition 2.4.6. [Ser75, II1.4, Prop. 7] Soient f,g € K* deux fonctions de diviseurs disjoints.
Alors
f(divg) = g(divf).

Souvenons-nous qu’un élément du groupe H'(U, u,) est la classe d'un triplet ([D],D’, f) avec
[D] € Pic?(X)[n], D' € Divy(X) et f € K* vérifie nD = D’ + div(f) (voir lemme 2.2.11). D’autre
part, H: (U, p1,,) est la n-torsion du groupe Div(U)/{div(f), f =1 mod Z} (voir lemme 2.4.4). Fixons
une uniformisante ¢ de X en Py. Soient u; = ([D1], D}, f1) € HY(U, ) et uy = [Dy] € HY(U, ). Soit
f2 € K telle que nDy = div(f3) et fo =1 mod Z. On peut supposer, quitte a ajouter & D; le diviseur
d’une fonction g et multiplier f; par ¢", que les supports de div(f;) et Dy sont disjoints. On suppose
également, quitte & multiplier fi, fo par des éléments de K, que (t~v0 %) f;)(Py) = 1 pour i = 1, 2.

Lemme 2.4.7. Avec ces notations,

f1(D2)
J2(D1)

€ (k).

Démonstration.

(325) = Fons

~ fo(nDy)
f1(div f2)
fa(divfi + D7)
fi1(div fa)
fa(div(f1)) f2(D1)
1
~ f2(DY)
=1 car fo =1 mod Z.

par réciprocité de Weil
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Définition 2.4.8. Avec ces notations, nous appellerons accouplement de Weil généralisé I’application
en: HY(X, pn) x H(U, pin) = i, définie par

_ [i(Da)
enltn 1) = 0y

Décrivons explicitement comment ces fleches permettent de réaliser la suite de Gysin comme la
duale de la suite exacte de cohomologie & support propre. Considérons les isomorphismes

trY

A 2o B (X )Y S HY(X,A) = A

et HY(Z,A)V % H°(Z, A) donnés respectivement par u: a — a(1) et v: o (a(ip))pez, ot (ip)pez
désigne la base canonique de H(Z, A). Tci, tr est I'isomorphisme H?*(X, y,) — A du théoréme 1.7.3.
Le diagramme

0 —— H*(X, pn)V (1) —— HY(Z,A)V(1) —— H' (U, p)V (1) —— HY(X, i)V (1) —— 0

Jos L | |

0 —— HY(X, pp) — HY(Z, ) ——— HYU, ) ———— HY(X, ) ——— 0

ou la ligne supérieure est la duale de la suite de Gysin décrite dans la section 1.6.2, la suite du bas
est celle décrite dans la proposition 2.2.7, et les fléches verticales sont celles décrites précédemment,
est commutatif. En particulier, Porthogonal de H®(Z, u,)/ H*(X, pt) dans H'(U, u,,) est l'image de
H' (X7 ,un)'

I1.4.3 Courbes nodales sur un corps algébriquement clos

Proposition 2.4.9. Soit X une courbe sur un corps algébriquement clos k, de normalisée X. Le
morphisme canonique H? (X, y,,) — H?(X, p1,) déduit de X — X par fonctorialité est un isomorphisme.

Démonstration. Notons S le lieu singulier de X et v: X — X la normalisation de X. Comme v est
fini, le morphisme p,, — v v* i, est injectif ; comme v est un isomorphisme en-dehors de S, le quotient
Q est supporté sur S. La suite exacte

00— pn = Vet > Q—0
donne la suite exacte longue
H'(X, Q) — H*(X, ) — H*(X, viepn,) — H*(X, Q)
dont les extrémités sont nulles car Q est un faisceau gratte-ciel. Par conséquent, H?(X, u,) est iso-
morphe & H?(X, v, t,,), lui-méme isomorphe & H*(X, p1,,) par exactitude de v,. O
11.4.3.1 Courbes nodales projectives

Soit X une courbe projective nodale sur kg, ayant un unique point nodal P. Rappelons que n est
premier a la caractéristique de ky. Notons X = X X, k, et X la normalisée de X ; c’est le changement
de base a k de la normalisée de Xj. Soient Q, R les points de X au-dessus de P. Soit m le diviseur
Q+ R sur X.

Proposition 2.4.10. Il y a une suite exacte courte de A[Gal(k|ko)]-modules

Mn(k) X :un(k)

— HY(X, pn) = HY(X, 1) — 0.
() ( ) ( )

0—

38



Démonstration. Comme P € X (ko), le diviseur m sur X est ®g-invariant. La suite de Kummer fournit
la suite exacte
0 — HYX, pn) — H'(X,G,,) & HY(X,G,).

Le lemme 2.3.8 fournit alors un isomorphisme canonique
HY (X, pin) = Pic (X)[n).
Le résultat est maintenant une conséquence directe de la proposition 2.2.7. O

Corollaire 2.4.11. Les groupes de cohomologie de X & valeurs dans pu,, sont les suivants.

; ) Picd(X)[n] si i=1
H(X, pin) = Z/nZ si i=2
0 si Q>3

11.4.3.2 Courbes nodales affines

Reprenons les notations précédentes, en supposant X affine ; soit X la compactification lisse de la
normalisation X de X, et Z le fermé réduit complémentaire de X dans X. Soit Y la courbe construite
a partir de X en identifiant @ et R. C’est une courbe projective qui contient X, est lisse en-dehors de
P et a pour normalisation X. Elle se construit par exemple de la facon suivante. Soit X — A' — P! le
morphisme donné par une coordonnée. Alors la normalisation de P! dans X est une courbe projective
contenant un ouvert isomorphe a X [Stacks, 03GT], et lisse en-dehors de cet ouvert. Rappelons que
H'(X, 11,) est le groupe des classes de triplets ([D], D', f) € Pic’(X) x Div}(X) x k(X)* tels que
div(f) =nD+ D’ et f(Q) = f(R) # 0. Le groupe H* (Y, 1,,) est le sous-groupe de H* (X, y,,) constitué
des triplets (D, D', f) tels que D’ = 0.

Corollaire 2.4.12. Il y a une suite exacte de A[&g]-modules

0= HY(Y, i) 2 HY(X, 1) 2 Divy(X) @z A — 0

dont les fléches sont décrites, via les isomorphismes précédents, par :
e &(D, f) = (D,0, f)
e (D,D',f)=D" modn

Démonstration. L’exactitude de la suite en H' (Y, 1) et H* (X, i) est immédiate. Vérifions la surjec-
tivité & droite. Soit D’ un zéro-cycle sur Z vu comme diviseur sur X. Soit D € Div(X) un diviseur tel

que dans Pic(X), n[D] = [D']. Quitte & ajouter un diviseur principal & D, on peut supposer que son
support est disjoint de {@, R}. Il existe donc une fonction f € O% QQO;—( g telle que nD = D' +div(f).
Alors D' est I'image de ([D], D', f). O

IT1.4.4 Courbes lisses sur un corps fini

Supposons ici que kg soit un corps fini & ¢ éléments. Soit X une courbe intégre projective lisse
sur ko. Notons f: Xg — Spec kg le morphisme structural, et Ky le corps des fonctions de Xy. Notons
encore X = X Xy, k. Soit B le groupe Gal(k|kp).
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11.4.4.1 Cohomologie de G,, et pu,
La suite spectrale de Leray associée & ’isomorphisme canonique
RI'(Xo, G,,) = RI'(Spec ko, Rf+G,,) = RI'(B0, RI(X, Gy, )

fournit, grace a la proposition 2.4.1 et quelques calculs de cohomologie galoisienne, le résultat suivant.
Une démonstration détaillée se trouve dans [Lim21].

Théoréme 2.4.13. Les groupes de cohomologie de X a valeurs dans G,, sont les suivants.

F(Xo,OXO)X si 1=0

i _ Pic(Xp) si i=1

H'(Xo,Gm) = Q/Z si i=3
0 sinon.

Comme dans le cas des corps algébriquement clos, la suite exacte de Kummer permet alors de
calculer la cohomologie de .

Théoréme 2.4.14. Les groupes de cohomologie de X a valeurs dans u,, sont les suivants.

/,Ln(k()) si 1 =0
Torsx, (n) si i=1
H' (X, pun) = { Pic(Xo)/nPic(Xy) si =2
Z/nZ si i=3
0 si Q>4

Nous avons vu que

{(ID], f) € Pic(Xo) x K5 | nD = divf}
HD, )| f e (K"}
Rappelons que &y ~ Z est de dimension cohomologique 1, et que HY (&, pin (k) = kg /(ky )™ par le

théoréme de Hilbert 90. La suite spectrale de Hochschild-Serre associée & I'isomorphisme canonique de
foncteurs dérivés

HI(X07 ,LLn) =

fournit alors une suite exacte courte de groupes abéliens
0 = kg / (k)™ = H (Xo, pn) = HY(X, 1) ®* = 0

dont la premiére fléche associe & « le couple (0, ). Le morphisme de droite est surjectif car ko est de
dimension cohomologique 1.

Remarque 2.4.15. Le A-module H' (X, u,,) est libre si et seulement si &k /(kg )™ L'est, ce qui est le
cas si pged(n,q— 1) € {1,n}.

11.4.4.2 Cup-produit sur les corps finis
Soit ¢ un nombre premier divisant ¢ — 1. L’étude de I’accouplement
Hl(X()v/JJ@) X HI(X()’M@) - HQ(X07MZ®2) = PIC(XO) ® /u‘ﬁ(k)

est réalisée dans [BC21]. Les résultats qui y sont obtenus ne permettent le calcul de tous les cup-
produits que dans le cas des courbes de genre 1. De méme que sur les corps algébriquement clos, il
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est nécessaire de fixer un point P € X (k); une fonction f € K est dite normalisée si le coefficient
dominant de sa série de Laurent en P est une puissance £-iéme dans le corps résiduel ko(P) [BC21, §1].
Ceci est indépendant du choix d’une uniformisante en P. Toute fonction s’écrit alors comme produit
d’une fonction normalisée avec un élément de k) /(k;)". Etant donné une fonction f € K dont la
classe du diviseur appartient a £ Pic(X), notons [f] son image dans H* (X, s¢). Le calcul du cup-produit
[a] U [b], ot a,b € K, se raméne alors & deux situations : a et b sont toutes les deux normalisées, ou
a est normalisée et b € k.

Théoréme 2.4.16. [BC21, Th. 1.1, Th 1.2] Notons (—, —) 'accouplement de Weil sur H*(X, z1). Si
X est de genre 1 alors pour toutes fonctions a,b € Ky normalisées et de diviseur dans ¢ Pic(C),

] U] = m ([P] ® <[le;“)] , {d”é(b)} >) € Pic(Xo) ® pe(k).

Si X est de genre > 2, cette formule est encore valable si et seulement si ’image dans H? (Xo, W ) par
le cup-produit des classes de fonctions normalisées est un sous-espace vectoriel de dimension au plus
1.

Dans la section V.4, nous décrirons une fagon de calculer explicitement les cup-produits dans la
cohomologie des faisceaux lisses sur X.

I1.5 Cohomologie a support dans un fermé

Soit X une courbe intégre sur un corps algébriquement clos k. Soient Z un sous-schéma fermé
réduit strict de X, et U l'ouvert complémentaire. Comme Z est zéro-dimensionnel, HY (X, —) =
D.c H?(X, ), ce qui raméne le probléme du calcul des HY (X, —) au cas ot Z est un point fermeé de X.
Notons ¢: z — X l'inclusion de ce point, et j: U — X inclusion de l'ouvert X —{z}. Dans le cas ou X
est lisse et F est un faisceau lisse sur X, le théoréme de pureté affirme que H (X, F) = H/ ~2(z, F(—1)).
Ces groupes sont donc tous nuls, sauf lorsque j = 2; le groupe Hﬁ(X ,F) est isomorphe par pureté a
H°(z, F(—1)). Le résultat suivant concerne le prolongement par zéro a4 X des faisceaux lisses sur U,
sans hypothése de régularité sur X.

Lemme 2.5.1. Soit F un faisceau lisse sur U.
HO(X HF) = HO(X 3o F) = HY(X, 5, F) =0
H. (X, jiF) = H(2, F)

H (X, jiF) = H2(X, 5. F) ,

Pour tout i > 3, H. (X, jiF) = H (X, j,.F) = 0.

Démonstration. Comme H°(X, j, F) — H°(U, F) est un isomorphisme et H' (X, j, F) — H* (U, F) est
un monomorphisme d’aprés le lemme 1.3.8, la suite exacte de cohomologie & support pour j,F assure
que HY(X, j, F) = H(X, j,F) = 0. De plus, pour tout j > 3, les groupes H "1 (U, j, F) et H/ (X, F)
sont nuls, donc HZ (X, j,F) = 0. Rappelons que H:(X,i,—) = H'(Z, —). La suite exacte longue des
H’ (X, —) associée a la suite exacte courte

0= HF = juF = i35 F — 0

assure que HY(X, jiF) =0, HL (X, jiF) = H*(Z, F) et B3 (X, 1 F) = H2(X, j,F). De méme, le groupe
H (X, /1F) est nul dés que ¢ > 3.
O

Le seul groupe restant & calculer est donc H2(X, j1.F) = H2(X, j, F).
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II.5.1 Calcul de H?(X, j,.F) lorsque z est régulier

Voici la situation : X est une courbe intégre sur un corps algébriquement clos, z est un point fermé
régulier de X de complémentaire 'ouvert U, et F est un faisceau lisse sur U. Notons Xz le spectre de
I’hensélisé strict de ’anneau local de X en z. Notons j': n — X 'inclusion du point générique.

Lemme 2.5.2. Il y a un isomorphisme canonique HZ (X, j1.F) — H' (7, F)-

Démonstration. Par excision, pour tout voisinage étale affine de Y — X tel que la préimage de z soit
réduite a un point y, le groupe H2(X, 51 F) est canoniquement isomorphe a Hi(Y, (1 F)ly) [Milgo, 11,
Cor. 1.28]. Comme la limite de ces voisinages est Xz, on a H2(X, jiF) = H2(X5, j{.F,). La suite exacte
de cohomologie sur X; & support sur z montre alors que HZ (X5, j{.F,) = H'(n, F,) [Mil06, TI, Prop.
1.1]. O

Notons K = Frac(Ox z). Rappelons que le groupe d’inertie I, est aussi le groupe Gal(K®*°P|K). La
cohomologie de 7 est donc la cohomologie galoisienne de I, et H'(n, F,,) = H'(I,, M), ot M désigne
le 71 (U, u)-module F,,. Rappelons que H'(I., M) est isomorphe & M, (—1) par la proposition 2.1.20.

Il est maintenant possible de comprendre plus explicitement la suite exacte ouvert-fermé de la
proposition 1.6.2 pour le faisceau jiF. C’est la suite

0— H(U,F) = H,(X, i F) - HY(X, jF) - H (U, F) - HL(X, i F) — H*(X, i F) — 0.

Soit G le groupe d’automorphismes d’un revétement galoisien V' — U qui trivialise F. Le groupe
H?(X, jiF) est isomorphe par dualité de Poincaré a H°(U, FV(1))¥ = ((MV(1))¥)Y = Mg(-1). La
suite se réécrit donc

0— MS - PM* - H(X,jF) - H(U,F) - P Mr.(~1) - Mg(-1) — 0.

Remarquons que l'inclusion j,.F — j,F fournit le diagramme commutatif

HY(X,jF) —— H'(U,j*iiF) —=— H'(U, F)

| | Jua

H'(X,j,F) —— HYU, j*j.F) —~— H' (U, F)

La flache H' (X, i F) — H'(U,F) est donc la composée du morphisme H'(X, i F) — H'(X, ., F)
déduit de jiF — j,F avec le morphisme injectif H* (X, j,F) — H (U, j*j,F) = H (U, F) obtenu par
restriction. En termes de torseurs, cette fléche associe & un jiF-torseur 7 sur X la restriction & U du
joF-torseur T A j, F. La premiére moitié de la suite ci-dessus s’identifie & la suite exacte issue de la
suite exacte longue associée &

0= HF = juF = iy ju F — 0.

La deuxiéme moitié de la suite s’écrit

0 — H'(X,j.F) = H(U, F) = @ My (~1) = Mg(-1) = 0.

Nous verrons dans la section I1.7.1.1 comment construire un revétement trivialisant V' — U tel que
H' (U, F) = H'(G, M), ce qui permet de comprendre le morphisme H' (U, F) — H%(X, i F) comme le
morphisme de restriction H' (G, M) — H' (L. /(I. N7 V), M).
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I1.5.2 Calcul de H?(X, j.F) lorsque z est nodal

Considérons désormais la situation suivante : X est une courbe intégre sur un corps algébriquement
clos, z est un point fermé nodal de X de complémentaire 'ouvert U. Notons v: X — X la normalisation
de X, et z,y les points de X au-dessus de z. Notons X; le spectre de I’hensélisé strict de anneau
local de X en z. Il est constitué de trois points : un point fermé z’, et deux idéaux premiers minimaux
z’,y correspondant aux branches de X en z. Notons U; = Xz xx U = {2’} U {y'}; ce schéma est
canoniquement isomorphe au coproduit des points génériques des hensélisés de X aux points z et y
(voir section I11.6 pour les détails). La situation est résumée par le diagramme cartésien suivant.

’

, y
U, L= X, «+— 2

ool

U—L 3 X+t

Lemme 2.5.3. Soit F un faisceau sur Us. Pour tout entier naturel g, le groupe H?(Xz, j/F) est nul.

Démonstration. Cette preuve adapte celle de [Mil06, II, Prop. 1.1] au cas des courbes nodales. L’af-
firmation est vraie pour ¢ = 0 car H(Xz, jiF) est le noyau de H*(X;, j.F) — H°(X;,d.i"j.F), qui
n’est rien d’autre que le morphisme identité de H(Us, F). Montrons d’abord que pour tout faisceau
injectif J sur Uz, le faisceau jjJ sur X est acyclique. Pour ce faire, commencons par prouver que la
suite exacte courte
0—jiJ = j.J—ili*j.J—0

est une résolution injective de j/J. Fixons des clotures séparables de k(z') et k(y’), et notons respec-
tivement I,/ et I, les groupes de Galois associés. Le foncteur i*j, s’identifie au foncteur

MOd]w, X MOd[y, — Ab
(M,N) + MW x N

qui admet pour adjoint & gauche le foncteur associant & un groupe abélien M le couple (M, M) muni des

actions triviales de I,/ et I,,. Cet adjoint & gauche étant exact, le foncteur i"*j, préserve les injectifs.

Comme i/, et j. préservent également les injectifs, la suite exacte ci-dessus est bien une résolution
injective de j/J. La suite exacte longue en cohomologie associée & cette suite exacte courte montre
alors que HY(X3,j.J) = 0 pour tout entier ¢ > 1. Soit F un faisceau sur Uz, et J*® une résolution
injective de F. Alors j/J® est une résolution acyclique de j|F, et HY(Xz, j/F) = HY(I'(Xz, j[J*)). Ce
dernier groupe est 'image de F par le g-iéme foncteur dérivé de I'(X3, j{—), qui est nul. O

Lemme 2.5.4. Soit £ un faisceau lisse sur Us. Il y a un isomorphisme canonique
H'(2, L) x H'(y, L) = HA(X, J1L0).
Démonstration. Il y a toujours par excision un isomorphisme canonique
Hi(ij!L) = Hi’ (Xz,9"5L) = Hz'(Xz,j;Q/*£)~
La suite exacte de cohomologie sur X & support sur z’ pour le faisceau j{¢* L s’écrit :
H' (Xz, jig™ L) — H'(Uz, g" L) — B2, (X5, jig™ L) — H*(Xz, jig™ L).
Le lemme précédent assure alors que
HY(Us, ¢"* £) = H2,(X=, 59" L)
est un isomorphisme. Comme U; est le coproduit des schémas {2’} et {y'}, le groupe H* (U, g™* L) est

simplement le produit de H'(z/, £,/) et H'(¢/, L,). O
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Soit Z un fermé reduit zéro-dimensionnel de X, et U I'ouvert complémentaire. Notons v: X X
la normalisation de X, et Z la préimage de Z dans X. Il y a un morphisme de foncteurs

Tz(X,—) = T4(X,v* ).

Corollaire 2.5.5. Soit £ un faisceau lisse sur U. Le morphisme RI'z(X, j,£) — RT;(X,v*j,L) est
un quasi-isomorphisme.

Démonstration. D’aprés le lemme 2.5.1, il suffit de montrer que H%(X,j,L) — RFZ(X,V*j*C) est
un isomorphisme. Notons Z,cs (resp. Zgng) 1’ensemble des points de Z qui sont des points réguliers
(resp. singuliers) de X. Soient z1,..., 2, les points de Zgng; pour chaque ¢ € {1...r}, notons z;,y;
les antécédents de z; dans Z. En un point z de Zyeg, le morphisme H2(X,j,£) — HZ(X,v*j,L) est
clairement un isomorphisme. Pour tout entier i, le morphisme

H? (X, j.L) = H2 (X, j.L) @ H. (X, j.L)
n’est autre que le morphisme identité de
H' (27, L,r) © H' (4, L) — H' (2], Loy) © H' (4], Ly)

ou x,y; désignent les points génériques respectifs des hensélisés stricts de X en ;,y;. Le morphisme
H(X,j.L) — HZ(X,v*j.L) est simplement la somme directe de tous ces isomorphismes. O

II.6 Revétements cycliques de courbes

I1.6.1 Revétements cycliques de courbes lisses

Fixons dans cette section un corps parfait ko et un entier n inversible dans kq. Notons A = Z/nZ.
Supposons également que kg contient une racine primitive n-iéme de 'unité. Soit X, une courbe intégre
lisse sur k. Notons K son corps des fonctions.

Lemme 2.6.1. [Sza09, Lem. 5.8.2] Soient D € Div(Xy) et f € K tels que div(f) = nD € Div(X).
Alors la normalisation Yy de X, dans K ({/f) est finie étale sur Xy. Si de plus D est d’ordre n dans
Pic(Xp) alors Yy — X est galoisien de groupe A.

Démonstration. Soient P un point fermé de Xy, et ¢ € K une uniformisante en P. Si vp(f) = 0 alors
la fibre Yj p est isomorphe a k[x]/(z™ — f(P)), qui est une algébre étale sur k puisque n est inversible
dans k. Si vp(f) # 0, comme div(f) = nD, il existe i € N et u € O)X(mp tels que f = ut™. Alors
K({/f) = K({/u), ce qui nous raméne au cas précédent puisque vp(u) = 0. La finitude de Yy — X
est une propriété de la normalisation [GW10, Prop. 12.44].

Supposons désormais que la classe de div(f) est d’ordre n dans Pic(Xj). Notons ¢ = {/f € L =
K(/f). Montrons que pour tout diviseur strict d de n, la fonction g? € L n’est pas un élément de K,
ce qui suffit d’aprés [Lan02, Th. 6.2.(ii)] & prouver que L/K est galoisienne de groupe A. Supposons
qu’il existe un tel d < n tel que g? € K. Alors le diviseur D' = div(¢g?) — dD € Div X, vérifie
D" = 0 € Div(Xp), ce qui implique que D’ = 0. Par conséquent, dD = div(g?) est principal, ce qui
est absurde puisque D est d’ordre n dans Pic(Xj). O

Corollaire 2.6.2. Rappelons que kg contient une racine primitive n-iéme de I'unité. Un morphisme
Yy — X est un revétement étale galoisien de groupe A si et seulement s’il existe f € K* tel que Yj
soit la normalisation de Xq dans K ({/f).

Démonstration. Soit L le corps des fonctions de Y. Si Yy — X est galoisien de groupe A, c’est encore
le cas de L/K. La théorie de Kummer assure alors qu’un tel f existe [Stacks, 09DX]. La réciproque
est le lemme précédent. O
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I1.6.2 Revétements de courbes nodales
I1.6.2.1 Revétements irréductibles

Soit X une courbe nodale sur k, de points nodaux PEl),...,P(T). Soit X sa normalisée. Pour
i€ {1...7}, notons Q) R les antécédents de P() dans X.

Soit }7 un revétement galoisien de X de groupe G d’ordre s. Au-dessus de Q" € X se trouvent s
points Q?), QY e Y. Pouri e {1...r}, soit RY) un point de Y au-dessus de R(?). Notons, pour
je{l...s}, aj@ le X-automorphisme de Y qui envoie ng) sur Qg»l), et notons Rg-l) le point Uj(-l)(RY)).

Considérons la courbe Y := (V) ou i parcourt {1...7} et j parcourt {1...s}. Elle posséde rs

QW=RW
J J

points singuliers Pj(z).

Lemme 2.6.3. La courbe Y est un revétement galoisien de X de groupe G.

Démonstration. L’étalitude du morphisme ¥ — X au point P(®) est montrée par le diagramme com-
mutatif suivant, déduit de la remarque 2.3.7.

(CQzY/ U CRi}})Qi:Ri — CP1Y

I !

(CQX [ CRX)Q:R —=— OpX

Comme les points Q;i),Rgi) ont été numérotés de fagon compatible & ’action de G sur Y, tout X-

automorphisme o; de Y induit un X-automorphisme de Y, vérifiant 0 (Pl(i)) = Pj(i). Par conséquent,

Y — X est un revétement galoisien de groupe G. O
Y Y
(1)
(1) R’
Q;
m )%
PQ(I) Ry

p) D E—

X

St

FIGURE II.1 — Le revétement ¥ — X lorsque r =1
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Corollaire 2.6.4. Soit C la catégorie des revétements galoisiens de X de groupe G. Soit C' la catégorie
des revétements galoisiens (connexes!) de X de groupe G. Le foncteur F: C' — C qui  un revétement
W — X associe W — X, ou W est la normalisée de W, est une équivalence de catégories.

Démonstration. Montrons que le foncteur F”: C — C construit au début de cette section I1.6.2.1 est
un quasi-inverse de F'. Soit W — X un revétement galoisien. Le morphisme W — W passe au quotient
en F'(W) — W, qui est un isomorphisme. D’autre part, soit ¥ — X un revétement galoisien. Le
morphisme Y — F’ (Y') est fini, et la propriété universelle de la normalisation assure qu’il se factorise
par la normalisation de F’(Y). Le morphisme Y — F(F’(Y)) ainsi obtenu est un isomorphisme. O

11.6.2.2 Revétements cycliques non irréductibles

Les courbes connexes lisses sur kg sont toutes irréductibles, ce qui n’est pas le cas des courbes
connexes singuliéres. Voici comment construire des revétements connexes cycliques non irréductibles
de courbes nodales irréductibles.

Soit X une courbe intégre sur ko. Supposons X nodale, de points singuliers PO . P" . Soit X sa
normalisée. Notons, pour i € {1...7r}, Q9 et R® les points de X au-dessus de P(z) Nous supposerons
dans la suite de la construction que les points Q¥ , R® sont tous définis sur ko. Dans X x A, notons

Q(z) Rgz) les points de la j-iéme composante X au-dessus de P9, Considérons la courbe W; obtenue
a partir de X x A en identifiant, pour tout j € A et tout m # i, Qy) R(z Yy et Q(m a R(m) La
courbe W; est connexe, de normalisée X x A, et posséde n composantes 1rreduct1b1es, images de celles

de X x A. Notons encore Pli), ceey P,(f) les antécédents de P9 dans W;. Dans l'illustration ci-dessous,
les couleurs permettent de distinguer les deux composantes irréductibles de Wj.

P2

F1GURE I1.2 — Le revétement W, — X pour n = 2

Proposition 2.6.5. Le morphisme f;: W; — X est un revétement galoisien de groupe A.

Démonstration. Le morphisme f; est clairement étale en dehors de fi_l(P(l), ..., P(M). Soit m # i.
Au-dessus du point me) pour m # i, le revétement W; — X est localement coproduit de n revétements
obtenus a partir de X — X en identifiant les deux points Q™ et R(™) : il est donc étale en ce point.
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Etudions les antécédents de P(*). Pour tout j € A, la remarque 2.3.7 fournit un diagramme commutatif

(C (i)XI_ICR(_i) X) —— CP(L)W
j+1

QS Q=R(),

| Js

(CQ(i)X [ CR(VL)X)Q(/L'):R@) —= CP(i)X

qui montre que f; est étale en Pj(l) De plus, il est propre car X x A — X Dest [Stacks, 0AH6]. Comme
ses fibres sont finies, f; est donc fini [Stacks, 020G]. Le degré de f; est clairement n. Exhibons un
monomorphisme A — Aut(W|X). Pour i € A, le X-automorphisme o;: X x A — X x A qui envoie
la j-iéme copie de X sur la i+ j-iéme induit un X-automorphisme de W;. Par conséquent, f; est un
revétement galoisien de groupe A. O

Remarque 2.6.6. Le revétement W; — X est en particulier un A-torseur (non trivial car connexe)
sur X. Remarquons que W; x x X est la normalisation de W [Stacks, 07TD, 0CDV], c’est-a-dire X x A.

Le A-torseur non trivial W; — X devient donc trivial aprés changement de base & X.
Considérons désormais le revétement W := Wy xx -+ xx W, de X.
Lemme 2.6.7. Le morphisme f: W — X est un revétement galoisien de groupe A".

Démonstration. Le morphisme f est clairement fini étale de degré n”. Montrons que W est connexe.
Comme W — W est lisse, la normalisée de W est [Stacks, 07TD] :

w = VV}XWl(WlXX---Xpr)
= (XXA)XV[/lWlXXWQX-“Xpr
(XXA)XXWQXX X x W,

= (ng A xx - xx W,
(XXA)X)(Wg,XX XXWr

= X xA".
Le point (Q®, ji,...,j,) € X x A" a pour image
T = (@) Fr(@Q)) € W o xx Wy

Les images dans W des copies numéro (j1,...,Ji,-.-,7r) € (j1,.--,4i +1,...,5-) de X dans W ont

pour point commun Tj(f) j.» qui est 'image de QD g1, ... gr) et (R 41, .. 5; +1,...,5,). Par

conséquent, W est connexe. Le morphisme H::_ll Aut(W;1X) — Aut(W|X) est injectif car chaque
W; — X est surjectif, et par conséquent W — X est galoisien de groupe A". O

I1.6.3 Les courbes sont des K(m,1)
Rappelons que le corps k est algébriquement clos.

Proposition 2.6.8. Soit X une courbe intégre sur k. Si X remplit 1’'une des conditions suivantes alors
X est un K(m,1) et un K(m, 1) pro-£.

1. X est affine

2. X est projective lisse de genre non nul
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3. X est projective nodale et de genre géométrique non nul

Démonstration. Soit F un faisceau lisse de A = Z/nZ-modules sur X. Notons p le morphisme de
topos X¢ — Xige. Comme X est une courbe, Hi(X, F) est nul dés que ¢ > 2. De plus, il est toujours
vrai que id — Rp,p* est un isomorphisme en degrés < 1. La proposition est donc démontrée dans
le cas o X est affine. Supposons désormais qu’elle est projective, de genre géométrique non nul.
D’apreés la proposition 1.4.10, il suffit donc de montrer qu’il existe un revétement 7: Z — X tel que le
morphisme H?(X, F|) — H?(Z, F|z) soit nul. Notons v: X — X la normalisation de X. Soit ¥ — X
un revétement connexe trivialisant le faisceau lisse v*F. Considérons le revétement Y, de Y de groupe
H' (Y, A)Y. Soit Z le revétement de X obtenu comme décrit dans la section I1.6.2.1; sa normalisation
est Y. Le morphisme HZ(Y, F) = HQ(YQ,]-') est nul, car c’est la multiplication par deg(Z — Y), qui
est un multiple de n puisque le genre de Y est non nul. Le diagramme commutatif

H*(Z,F) —— H*(Ys, F)

| §

H?(X,F) —~— H*(X,F)

conclut. La courbe X est donc un K(7,1). La méme preuve convient pour les K(m,1) pro-¢ : un
faisceau f-monodromique sur X est trivialisé par un revétement ¥ — X de groupe un {-groupe, et le
revétement Z — X obtenu & partir de Yo — Y est encore un /-revétement. O

Corollaire 2.6.9. Soit X, une courbe sur ky. Notons X = X xy, k. Si X vérifie 'une des propriétés
de la proposition précédente alors X, est un K(m,1) et un K(m,1) pro-£.

Démonstration. Soit F un faisceau lisse sur Xg. L’isomorphisme canonique &g-équivariant
RI(m1(X), F5) = RI(X, Flx)
induit un isomorphisme canonique

RI(m1(Xo), Fy) = RI(Sg, RT (1 (X), Fy)) = R (60, RI(X, Flx)) = RI(Xo, F).

I1.7 Un revétement caractéristique

I1.7.1 Sur un corps algébriquement clos
I1.7.1.1 La construction

Proposition 2.7.1. Soit G un groupe topologiquement de type fini. Considérons le groupe abélien
A = Z/nZ, muni de Paction triviale de G. Il existe un unique sous-groupe distingué H de G tel que
G/H soit isomorphe au A-dual H*(G,A) de H'(G,A). Ce sous-groupe est 1’adhérence de G"[G,G];
il est caractéristique dans G.

Démonstration. Notons S ’adhérence de G"[G, G]. C’est un sous-groupe caractéristique de G car tout
automorphisme de G préserve G" et [G,G]. Comme A est un groupe abélien de n-torsion, il y a un
isomorphisme canonique

Homont (G/S, A) =5 Homeont (G, A) = HY(G, A).
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Notons que comme G est topologiquement de type fini et G/S est un A-module, G/S a un ouvert
dense fini. Comme un ouvert d’un groupe topologique compact est d’indice fini, G/S est lui-méme
un A-module de type fini, et Homeont(G/S,A) = Hom(G/S,A). Un A-module de type fini n’étant
rien d’autre qu’une somme directe de Z/n;Z avec n;|n, tout A-module de type fini est canoniquement
isomorphe & son bidual. Par conséquent, I’isomorphisme ci-dessus devient par passage au dual

HY(G,A)Y = G/S.

De plus, comme Hl(G7 A)Y est un groupe abélien de n-torsion, tout sous-groupe H de G tel qu’il y ait
un isomorphisme G/H — H'(G, A)Y contient S'; il y est méme égal puisque les quotients ont le méme
cardinal. 0

Soit X une courbe intégre lisse ou nodale sur k. Notons K son corps des fonctions. Comme le groupe
P /)(X ) est topologiquement de type fini, il existe un revétement galoisien Xo — X, modérément
ramifié¢ & linfini, de groupe Hl(ﬂgp’)(X),A)V = H'(m1(X),A)". Décrivons comment construire ce
revétement Xo — X. Nous avons vu dans la proposition 2.2.9 que le groupe

H' (11(X), i (k) = HY(X, ) = {(D, g) € Div(X) x K* | nD = divg}/{(D,g) | g € (K*)"}

est un Z/nZ-module libre. Notons r son rang. Soit (D;, gi)1<i<r une base de Hl(X, tn). Considérons,
pour i = 0,...,7, les extensions L; = K({/q1,..., {/gi) de K ; soit ¢;: Y; — X la normalisation de X
dans L;. Notons L = L,, et ¢: Y — X le revétement correspondant de X.

Lemme 2.7.2. Le morphisme ¢: Y — X ainsi construit est isomorphe & Xo — X.

Démonstration. Vérifions par récurrence sur j € {1,...,r} que Y; — Y;_; est galoisien de groupe
A. C’est vrai pour j = 1. Pour tout i € {1,...,j — 1} I'extension k(Y;) = k(Yi—1)(3/9:)/k(Yi—1) est
galoisienne de groupe A par hypothése de récurrence. La suite spectrale de Hochschild-Serre donne

une suite exacte
0 — HY(A,A) — HY (Y;_1,A) — H'(V;, A).

Par conséquent, le noyau de ¢F: H'(X,A) — H'(Y;,A) est A[Dy] @ --- @ A[D;] ~ A%, et [D;] n’y
appartient pas; 'élément ¢}[D;] est encore d’ordre n dans H'(Y;, ). Ainsi, Y — X est fini étale
d’ordre n". Le corps k étant algébriquement clos, I'extension L/K est le corps de décomposition des
polynémes T —gq,...,T" —g,, elle est donc galoisienne. Par la proposition 2.1.9, le morphisme ¥ — X
est donc un revétement galoisien. Un élément du groupe Aut(Y|X) est un automorphisme défini par
(/91 = CL3/91,- -5 /9r + (r/9r), Ol les (; sont des racines n-iémes de I'unité dans k; le groupe
Aut(Y|X) est donc canoniquement isomorphe a Homy (H' (X, u1,,), 1) = H*(X, A)Y. La proposition
précédente assure que Y est isomorphe & Xs. O

Remarque 2.7.3. Si X est affine de compactification lisse X, alors il est possible pour tout point
P € Z := X — X de choisir les fonctions ¢1,...,g, de facon a ce qu’elles soient toutes de valuation
positive en P. En effet, les éléments d’une base (D;,g;) de H' (X, u,,) peuvent étre choisis de fagon a
ce que le support de D; évite Z (voir annexe C.3.4). Cette base peut étre complétée en une base de
H'(X, j1,) en ajoutant des antécédents de la base (Q —Qo)gez de Divy(X)® A pour un Qy € Z —{P}
fixé.

Lemme 2.7.4. Pour tout A-module de type fini F, le revétement ¢: Xo — X trivialise tous les
F-torseurs sur X.

Démonstration. Par construction, le revétement X, — X trivialise les A-torseurs sur X. Le A-module
de type fini F n’est qu'un produit de Z/n;Z on n; divise n, et H'(X,Z/n;Z) ¢ H' (X, A). Par consé-
quent, le morphisme H' (X, Z/n;Z) — H' (X3, Z/n;Z) est nul, et H' (X, F) — H (X3, F) est nul. O
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Remarque 2.7.5. Dans le cas ou X est une courbe projective lisse sur k de jacobienne J, le choix
d’un point P € X (k) détermine un plongement ip: X — J. Considérons le revétement ¥ — X défini
par le diagramme cartésien :

Y

| |

X 257

Le groupe d’automorphismes de I'isogénie [n] est isomorphe & J[n] = H' (X, u,,). Le revétement Y — X,
qui est de méme degré que [n], est encore galoisien de groupe d’automorphismes isomorphe a ! (X, ).

Remarque 2.7.6. La méme construction s’applique au cas de la cohomologie des courbes sur les
corps finis. Supposons kg fini. Soit Xy une courbe projective lisse géométriquement connexe sur kg
de corps des fonctions K. Le morphisme H'(Xo, pt,) — H' (X, 11,)®° est surjectif; en effet, comme
B, est de dimension cohomologique 1, le terme suivant dans la suite spectrale de Hochschild-Serre
est nul. Le lemme C.3.5 assure alors que tout classe ®g-invariante de Pic®(X)[n] contient un diviseur
Bp-invariant D, et il existe une fonction f € Kj telle que div(f) = nD. Un algorithme permettant
de déterminer ces éléments ®p-invariants, et donc de construire une base de HI(X , 11n)®0, est donné
dans la proposition C.3.9. I suffit ensuite de compléter cette base par la classe d’un générateur de kg,
qui engendre le A-module k' /(k; )™, pour obtenir une famille génératrice (([Do], fo),-- ., ([Dr], f+)) de
H'(Xo, ). Par la méme preuve que ci-dessus, la normalisation de X, dans Ko(/fo,..., /) est
alors un revétement galoisien de X de groupe H'(Xg, A)V.

11.7.1.2 Composition avec un autre revétement

Considérons maintenant le cas d’un revétement galoisien de courbes intégres lisses f: Y — X. Soit
f: Y — X le morphisme fini entre les compactifications lisses induit par f. Alors f~1(X - X) =Y -V,
et en particulier, tout élément 7 € Aut(Y|X) induit une permutation de Y — Y. L’image de (D, g;) €
H' (X, pin (k) par 7* est donc simplement, (7*D;,7*g;). Considérons le revétement Y, — Y construit
précédemment.

Lemme 2.7.7. Le morphisme composé Y5 - Y — X est encore un revétement galoisien.
Démonstration. Ceci découle directement du fait que 71 (Y3) est caractéristique dans (V). O

Lemme 2.7.8. Soit F un faisceau lisse de A-modules sur X trivialisé par Y. Alors le revétement
Ys — X trivialise tous les F-torseurs.

Démonstration. Notons F = H°(Y, F). Le morphisme H' (X, F) — H'(Ys, F) se factorise par la fléche
H' (Y, F) — H' (Y3, F), qui est nulle par le lemme 2.7.4. O

I11.7.1.3 Ramification

Soit X une courbe affine lisse sur k, de compactification lisse X et de genre géométrique gx.
Notons Py, ..., P, les points de X; X, et X5 la compactification lisse du revétement Xo — X de
groupe H' (X, A)V. Le morphisme X, — X est fini [Har08, IT, Prop. 6.8], et

EXX(X—X):E—XQ.

Etudions les antécédents des P; dans Xs — X, et leur ramification. Rappelons que H' (X, A)Y est un
quotient de H'(X,A)Y; la compactification lisse (X)s du revétement de X correspondant est étale
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au-dessus de X. Il suffit donc d’étudier le revétement Xy — (X)o. Une A-base de Divk  (X) ® A est
donnée par P, — Py, ..., P. — Py. Considérons des fonctions g1, ..., g, telles que

div(gi) = nD; + (P — Py)
ot D; € DivY(X — {P,,..., P.}). Le revéetement X — (X )5 a pour corps de fonctions

E(X)2) (/91 /9r)-

Soit i € {1...r}. L’extension k((X)2)( /95,7 # i) de k((X)2) fournit un revétement ¥; — (X)2 non
ramifi¢ au-dessus de P; puisque vp,(g;) = 0. Le revétement Xo — Y; y est, quant a lui, ramifié ; soit Q;
'un des points de Y; au-dessus de P;. Comme vg,(g;) = 1, la fibre (X3)g, est isomorphe & k[z]/(z"),
et Dindice de ramification est n. En résumé, il y a au-dessus de P; exactement, 1| H'(X, A)| points de

X, tous d’indice de ramification n au-dessus de P;. Soit R; un antécédent de Q; dans Xo.
Le sous-groupe d’inertie I, |p, C Aut(X2|X) du point R; au-dessus de X s’insére dans la suite

exacte
0— IRllQl — IRi|Pi — IQ1|P7, — 0

(voir [Stacks, 0BU7| pour la surjectivité). Comme I, p, = 0, il y a des isomorphismes

o . n29x+r=1 points

. . n29x+7=1 points
L]
\ ] /
P;

FIGURE II.3 — Ramification & 'infini de Xy — X
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En tant que sous-groupe de Aut(X3|X), le groupe I, p, est celui engendré par {/g; — ¢ {/9:, oil
¢ est une racine n-iéme primitive de 'unité. Tout ceci s’applique encore au point Py, qui avait été
choisi arbitrairement au début. Avec les notations ci-dessus, le sous-groupe I |p, est engendré par

(/91,5 /9r) = (C/g1, -, C/9r)-
Lemme 2.7.9. Le genre géométrique de X5 est donné par
1
gx, =1+ 57129"*1” (n(2gx —2)—1).
Démonstration. L’application de la formule de Riemann-Hurwitz au revétement ramifi¢ de courbes

projectives lisses Xo — X fournit ’égalité

20x, —2=|H'(X,N)|29x —2)+ Y (er—1)
PEXs—Xo
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oil ep désigne I'indice de ramification de X5 — X en P. Rappelons que | H' (X, A)| = n29x+". De plus,
il y a au-dessus de chaque point Q € X — X exactement n29X ~1*+7 points, tous d’indice de ramification
n. Par conséquent,

2gx, = 2+ n?9¥ T (2gx — 2) + (n — 1)p?9x ~1H"

et le résultat s’en déduit immédiatement. O

I1.7.2 Un revétement semblable défini sur £

Soit Y une courbe connexe (mais pas nécessairement géométriquement connexe) lisse sur kg. Notons
Y = Yy Xg, k. Le but de cette section est de déterminer un revétement galoisien caractéristique
Yoo — Yy tel que Yz xi, K — Y trivialise tous les p,-torseurs sur Y. Soient Xy une courbe lisse
géométriquement connexe sur ko, et f: Yy — Xp un revétement galoisien. Notons encore X = X Xy, k.

Remarque 2.7.10. Considérons le cas particulier ot Y, posséde un kg-point yo; dans ce cas, Y est
connexe [Stacks, 04KV]. Soient § un point géométrique de Y d’image yo, et T son image par f. Soit
g2 un point géométrique de Y, d’image g. Le groupe 71(Y, §2) est caractéristique dans (Y, 7), qui
est lui-méme distingué dans 71(X, Z). Ainsi, ’action de &( par automorphismes sur (X, Z) induit
encore une action sur m(Ys, 72), et par passage au quotient une action sur Aut(Y3|X).

Cependant, la courbe Y n’est pas nécessairement connexe : soient Y1 ... V() ses composantes
connexes.

Résumé de I’idée Commencons par construire le revétement Y2(1) — Y™ de groupe H' (YD), A),
puis le schéma W =[], (Yz(l))", ol o parcourt les automorphismes d’une extension galoisienne suffi-

samment grande de k. Le revétement W — Y provient d’un kp-revétement Y5, — Yp, qui vérifie la
propriété recherchée.

Construction Soit k; la cloture algébrique de ko dans ko(Yp). C’est une extension séparable car
Yy — X est étale. Soit ko I'extension minimale de kg par laquelle se factorise 'action de &( sur
H' (Y1, f1n,). Soit L la cloture galoisienne de la sous-extension de k engendrée par i, (k), ki, ka. Soit
a un élément primitif de 'extension séparable L/ki, et m € ki[t] son polynéme minimal. Ecrivons
ko(Yo) = ko(x)[y]/(f). Soient (D1,¢91),.-., (D, g,) des couples diviseur-fonction qui forment une base
de HY(Y™, 1,,). Ecrivons g; = g(a,z,y) avec g} € ko(z)[t,y]/(m(t), f(z,y)). Le morphisme Y5 5 — Y}
est alors défini par ’extension

ko(Ya,0) = ko(on2,9) (gt -, V/gh)

de ko(Yp). La courbe Y3 o Xk, k est alors isomorphe a l’orbite sous Gal(L|ky) de Yz(l), et posséde [L : ko]
composantes connexes.

Lemme 2.7.11. Le degré de Yoo — X est n"[L : k1] deg(Yo — Xo).

Démonstration. Le degré de Yz o — (Yo Xg, L) est n” et le degré de Yy Xy, L — Yy est [L : kq]. O

Calcul de Aut(Y3|Xo) Le morphisme Y3 — Y est de degré n"[L : k1]. Posons z; = {L/gj avec
les notations ci-dessus. Le groupe Aut(ko(Y2,0)|ko(Yo)) est constitué des automorphismes définis par
t — o(t),z — (Gziouo € Gal(Llk1) et ¢; € pp(L). 1 y en a deg(Ya o — Yo) = n'[L : k4] car
pn(k) C L : le revetement Y5 o — Yj est donc galoisien. Calculons les automorphismes de Y5 o — Xo.
Ce sont les

(t, Yy, 21,y 20) = (o), 2,y 21, ..., 2))
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ou o € Gal(Ll|ko), ou (2',y) est 'image de (z,y) par un Xp-automorphisme de Yy induisant le méme
élément de Gal(ky|ko) que o, et 2] € ko(Ya o) vérifie /" = ¢(g}). Il y a comme attendu deg(Y2,0|Xo) =
n"[L : k1] deg(Yy — Xo) automorphismes de Y3 — Xo, qui est donc un revétement galoisien.

I1.7.3 Adaptation aux courbes nodales

Soit Xy une courbe nodale sur kg. Notons X = Xy xg, k, et v: X — X sa normalisation. Soient
Pi,..., P, les points nodaux de X. Notons s = |[H'(X,A)|. Soit Xy — X le revetement galoisien
de X de groupe H'(X,A)Y. Soit X’ — X le revétement de X de groupe H'(X,A)Y obtenu par la
construction de la section I1.6.2.1. C’est une courbe qui a rs points nodaux. Considérons également le
revétement W — X non irréductible de groupe A" construit dans la section I1.6.2.2. Considérons la
courbe Z := W x x X’'. Le diagramme a carrés cartésiens ci-dessous, dont les fléches sont étiquetées
par le degré des morphismes, résume la situation.

Xo — X' «— Z

Lol

X’—>X<TW

Lemme 2.7.12. Le schéma Z est connexe.

Démonstration. Le morphisme X’ — X étant lisse, le morphisme Z — W l’est encore ; d’apreés [Stacks,
07TD], la normalisation de Z est donc

Z=WxwZ=WxywWxxX =Wxx X' =(XxA") xx X' =Xy xA".

Les points de X, au-dessus de P sont Qgi), ceey gi), Rgi), ceey Rg). Soient Pl(i)7 ey Ps(i) leurs images
respectives dans X’. Notons Tj(f?_”yjr, ott (j1,...,7-) € A", les points de W au-dessus de P(*). Les

notations des antécédents de P dans X, Xo, X’ et W sont résumées dans le tableau ci-aprés, ou
aei{l...s}et (ji,...,4-) €A".

| QWRY | PO | T | @3 (B |
X X W W=XxA
Souvenons-nous que le morphisme W = X x A" — W associe au couple (Q(i),jl, ..y Jr) le point
Tj(f)]r et a (RY,jy,...,75,) le point T]§f7)~»-»ji—17---7jr' Le morphisme

Z:XQXXAT%Z:X/XXW

associe aux points (Qg),jl, ooy Jr) €t (Rgi),jl, ooy di+1,...,4r) le couple (Péi), Tj(li))wjr). Les compo-
santes irréductibles de Z sont les images des n composantes connexes de Z , toutes isomorphes a X, i le
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[ TRy I
iéme composante de Z. Ainsi, deux composantes irréductibles C, C’ de Z sont toujours jointes par une
suite

point (Pl(l) T ) appartient a 'image dans Z de la (ji,...,j,)-iéme et de la (j1,...,7: +1,...,5r)-

(C: 007015"'acm = Cl)
telle que pour tout i, I'intersection C; N C;41 soit non vide. O

Proposition 2.7.13. Le morphisme Z — X est un revétement galoisien de groupe isomorphe a
HY(X,A)V.

Démonstration. 11 est fini étale de degré n"s car composée de morphismes finis étales de degrés res-
pectifs n” et s, et connexe d’aprés le lemme précédent. Comme Z = W x x X', il y a un morphisme
Aut(W]X) x Aut(X'|X) = A" x HY(X,A)Y — Aut(Z|X), qui est injectif car W — X et X' — X
sont surjectifs. Le groupe de gauche étant d’ordre deg(Z — X), ceci prouve que Z — X est galoisien.
Rappelons que le groupe H' (X, A) est isomorphe a A” x H'(X,A)Y, ce qui conclut. O

Corollaire 2.7.14. Le revétement Z — X est caractéristique et trivialise tous les A-torseurs sur X.

Démonstration. Le revétement est caractéristique car son groupe est isomorphe a H'(X,A)Y (voir
proposition 2.7.1). Notons G = Aut(Z|X). La suite spectrale de Hochschild-Serre pour Z — X donne
une suite exacte

0 — H'(G,A) - H'(X,A) — H'(Z,A).

Sachant que le groupe G ~ Hl(X7 A) est un A-module libre et que l’action de G sur A est triviale,
H'(G,A) = Homy(G,A) = A8 ¢ = H'(X, A). Par conséquent, le morphisme H*(X,A) — H'(Z, A)
est nul. O

Construction du revétement défini sur kg Soit k'/ko ’extension minimale de ko sur laquelle
sont définis les antécédents dans X des points singuliers de X. Soit X7 la normalisation de X, dans
k1(Xo). Considérons le revétement galoisien Zl -~ X 1 de la section I1.7.2. Construisons comme dans la
section I1.6.2.1 le revétement galoisien Z; de X; correspondant. De méme, construisons le revétement
non irréductible W de X; de groupe A" défini dans la section I1.6.2.2. Posons enfin X5 ¢ = Z; xx, W.
La connexité de X3 o se montre comme dans le lemme 2.7.12. Si Xy — Y| est un revétement galoisien,
le méme argument que précédemment montre que Aut(Xo 0|Yp) est isomorphe & A” x Aut(Z1|Yp); or
Z1 — Yy est galoisien car Zl — }70 lest, donc X3 9 — Yp l'est encore.

I1.7.4 Un exemple détaillé

Prenons n = 2. Supposons que —1 n’est pas un carré dans kg. Notons V = P! — {0, 41,00} et
U =P! —{0,1,00}. Considérons le revétement étale de degré 2

Vv — U
y — y?

de groupe d’automorphismes engendré par 7: y — —y. Le faisceau F = f, A est un faisceau lisse sur
U, trivialisé par le revétement f: V — U puisque f*f, A ~ A% 1l correspond au Aut(V|U)-module A%,
ou ’élément non trivial de Aut(V|U) intervertit les deux copies de A.
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Calcul de V5 Le groupe H'(V, yi5) ~ A® est engendré par les couples diviseur-fonction (0— oo, ), (1—
00,z — 1), (=1 — 00,2 + 1). Le revétement V> — V' de groupe H'(V,A)V correspond a l'extension de
corps k(v/z,vz —1,v/x + 1) /k(z). Le revétement de V = P! correspondant est le morphisme

Projk[y, z,t,h]/(2® — (y* — h?),t?> — (y*> + h?)) — Projkly, h]
(y:z:t:h) —  (y?: h?)

ramifié au-dessus de 0, 1, co.

Calcul de Aut(V5|U) Le groupe d’automorphismes G := Aut(V5|U) est d’ordre 16; il suffit pour le
déterminer entiérement d’y trouver un antécédent du générateur 7 de Aut(V|U). Un tel antécédent
est y: (y:z:t:h)— (V=1ly: /=1t :/—1z: h). Notons o1: y > —y, 02: 2 = —2, 03: t = —t les
générateurs évidents de Aut(Va|V) < G. Alors yoo = 037 et yo3 = 037, ce qui implique que (o9, 03)
est distingué dans G. On vérifie aisément que la composée

(v) = G = G/(o2,03)
est un isomorphisme ; par conséquent,
G = (02,03) x (7).

Ramification Notons Z=U —-U, W =V —V et W/ = V5 — Vi. Le tableau ci-dessous résume la
situation.

Points de Z 0 1 00
Antécédents dans W 0 -1 1 00
Ramification indice 2 indice 1 indice 1 indice 2
Antécédents dans W’ 4 points 4 points 4 points 4 points
Ramification indice 4 indice 2 indice 2 indice 4

Un antécédent dans W’ | Py = (0,/—1,1) | P_; = (v/=1,v/=2,0) | P, =(1,0,v2) | Po=(1:1:1:0)
Son groupe d’inertie (yoa) =~ pa(k) (o3) =~ pa(k) (o9) =~ pa(k) () = pa(k)

L’isomorphisme canonique Ip, — ji4(k) est obtenu explicitement de la fagon suivante. Une unifor-
misante de V2 en Py = (0,1/—1,1) est y. L’orbite de y sous 'action de Ip, = (yo2) est {£y, +v/—1y}.
L’ensemble des %(Po) ot o parcourt Ip, est donc exactement p4(k). A un élément o € Ip,, l'iso-

morphisme Ip, — p4(k) associe %(Po).
Le générateur v/—1 de p4(k) échange les deux copies de A dans M = A2%. Le A-module des mor-
phismes croisés j4(k) — M est isomorphe a A2, et 7<; R['(Ip,, M) est représenté par le complexe

suivant.

A% — A?
(a,b) — [V=1+ (a+b,a+b)]

Le groupe Fo = H°(Ip,, M) est engendré par (1,1), et H3(X,j,F) = H'(Ip,, M) est engendré par
la classe de (0,1). Le calcul de 7<1 RI'(Ip_, M) est trés semblable. Le groupe Ip, est, quant & lui,
canoniquement isomorphe & pq(k), et agit trivialement sur M. Par conséquent, 7<1 RI'(Ip,, M) est
représenté par le complexe suivant.
A% — A2
(a,b) — 0

Nous calculerons RT'(U, F) dans la section V.3.4.
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cHAPITRE |11

Algorithmique des faisceaux constructibles

Fixons un corps kg, et une cloture algébrique k de k. Soit n» un entier naturel non nul. Notons A
Panneau Z/nZ. Dans toute cette section, les faisceaux constructibles considérés seront des faisceaux
de A-modules.

L’objectif de ce chapitre est de donner diverses représentations et opérations sur les faisceaux lisses
sur les kg-schémas de type fini, puis des faisceaux constructibles sur les courbes lisses sur k. Nous
donnons dans le cas des courbes lisses des algorithmes permettant de passer d’une représentation a
une autre, ainsi que des algorithmes permettant d’effectuer des opérations (images directes et réci-
proques, noyaux et conoyaux de morphismes, Hom interne et produit tensoriel...) sur ces faisceaux.
Nous montrons également comment effectuer ces opérations dans le cas général des faisceaux construc-
tibles aprés avoir décrit comment calculer les poussés en avant de faisceaux lisses par des morphismes
entre variétés réguliéres de méme dimension. Nous nous assurons que tous les algorithmes présentés
sont de complexité élémentaire (voir annexe A.1) en les entrées. Les schémas sont décrits comme re-
collement de schémas affines (voir annexe B.1.1). Pour cette représentation, il existe des algorithmes
de complexité élémentaire calculant la normalisation ou la décomposition primaire d’une variété. Les
courbes projectives lisses sont décrites par des produits de corps de fonctions (voir annexe C.1.2), et
les courbes affines lisses comme un ouvert d’'un modéle plan de leur compactification lisse.

IT11.1 Faisceaux lisses

ITI.1.1 Représentations des faisceaux lisses

Soit X un schéma intégre de type fini sur ky. Soit F un faisceau lisse sur X, correspondant & un
m1(X)-module M. Nous nous intéresserons & deux fagons de définir explicitement F :
1. par un X-schéma en groupes fini étale F' qui le représente;

2. par un revétement galoisien Y — X qui le trivialise ainsi que le Aut(Y|X)-module M.

Passage de la premiére a la deuxiéme représentation Supposons F défini par un morphisme
fini étale T — X de degré d, ainsi qu’une application T' X x T — T définissant sa loi de groupe. Le
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calcul d’un revétement trivialisant, décrit par exemple dans [Fulb, Prop. 5.8.1.(i)], se fait de la facon
suivante : trouver une composante connexe 1" de T telle que 7" — X soit de degré >1, et changer de
base & T”. Recommencer cette opération avec T” x x T — T’ (toujours de degré d), jusqu’a obtenir un
schéma Y avec d composantes connexes.

Remarquons qu’a chaque étape, le nombre de composantes connexes de 7', et donc le nombre d’élé-
ments de F(7T), augmente. Il y a dans cet algorithme au plus d — 1 appels récursifs ; comme F est un
faisceau de groupes abéliens, c’est méme log,(d) puisqu’a chaque étape, F(T') est un sous-groupe strict
de F(T"). Chacune de ces étapes consiste en une décomposition primaire, puis le calcul d’un produit
fibré.

Une fois cette opération effectuée, il reste a calculer la cloture galoisienne Z — X de Y — X, qui
est une composante connexe de Y X x --- X x Y. Celle-ci se calcule d’une fagon semblable & la cloture
galoisienne d’une extension de corps [HL17, §2]. L’action de o € Aut(Z|X) sur F(Z) est donnée par
la permutation des composantes connexes de T’ x x Z ~ LI4Z induite par

TXXZMTXXZ.

Rappelons que le degré de Z — X est majoré par deg(Y — X)!. Le cardinal de F(Z) est, quant & lui,
égal au degré de T' — X.

Passage de la deuxiéme a la premiére représentation Supposons F défini par un revétement
galoisien f: Y — X de groupe G, et le G-module M = H°(Y, f*F). Rappelons que F = (f, f*F)C.
Le faisceau f, f*F est représenté par la restriction de Weil R .= Ry _,x(M x Y), et est encore muni
d’une action de G qui permute ses composantes connexes. Le faisceau (f,f*F)¢ est représenté par
I'intersection schématique (¢ ker(g —idg).

Calcul du revétement trivialisant minimal Une fois calculé un revétement galoisien Z — X
qui trivialise F, un revétement minimal est donné par Z/H, ou H est le noyau de Aut(Z|X) —
Aut(H°(Z, F)). Le degré de Z/H — X est le cardinal du groupe de monodromie, image de Aut(Z|X)
dans Aut(H%(Z, F)).

Simplifications dans le cas des courbes intégres lisses Soit X une courbe intégre lisse sur k.
Un revétement Y de X est simplement défini par l’extension L/ K de corps de fonctions correspondante.
Le groupe Aut(Y|X) est G = Aut(L|K), et si le revétement est galoisien, le faisceau lisse F n’est rien
d’autre qu'un A[G)-module F. Le revétement minimal est alors donné par L, ot H = ker(G —
Autp(M)); c’est un simple calcul d’algebre linéaire sur le K-espace vectoriel L.

Complexité du calcul d’un revétement trivialisant Tous nos algorithmes utiliseront la repré-
sentation par fibre générique et revétement trivialisant. Soit X une courbe intégre lisse sur kgy. Soit
F un faisceau lisse sur X, représenté par un schéma en groupes F = L]:Zl F; — X ou les F; sont
connexes et étales sur X. Supposons X et les F; décrites par un modéle plan (voir annexe C.1.2). Pour
chaque i € {1...7}, notons d; le degré de F; et f; le degré de F; — X. Notons f = f1 + -+ + [,
le degré de F' — X, c’est-a-dire le cardinal de la fibre générique de F. Soit d = max(ds,...,d,, f).
D’aprés 'annexe C.2, le calcul de F; x x F}; nécessite dfdi fffj opérations, et la courbe obtenue est de
degré O(d; ff) L’algorithme peut commencer par la composante de F' correspondant & la section nulle :
quitte & la remplacer par X, son degré est celui de X. Comme il y a au plus log, f étapes de récursion,
le degré de la courbe trouvée & la fin est O(d'*/). Le nombre de calculs & effectuer est O(d'374"™).
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I11.1.2 Morphismes, noyaux et conoyaux

Soient F, F’' deux faisceaux lisses de A-modules sur un schéma intégre X. Soit ¥ — X un re-
vétement galoisien de groupe G et de degré d qui trivialise F. Définissons de méme Y’,G’,d’ pour
F'. Un revétement galoisien W de X ayant pour corps de fonctions la composée de ceux de Y et Y’
trivialise F. Son degré est borné par dd’. Soit H = Aut(W|X). Notons M et M’ les A[H]-modules
HY(W, f*F) et HY(W, f*F'). Le revétement W est I'une des composantes connexes de Y xx Y’ (qui
est encore galoisienne sur X). Dans le cas général, le calcul de W est donc de complexité élémentaire
en les entrées (voir annexe B.2). Dans le cas des courbes, le produit fibré Y x x Y’ se détermine comme
décrit dans ’annexe C.2.

Un morphisme «: F — F’ peut étre représenté par un morphisme de X-schémas en groupes
T — T’, ou par un morphisme de A[H]-modules M — M’. Le faisceau coker « est encore lisse puisque
@* coker a = coker(¢*a) est le conoyau d’un morphisme de faisceaux constants et est donc constant
[Stacks, 093J]. Le noyau et le conoyau de a se calculent alors dans la catégorie Mod[p). Soient
m,m’ les nombres de générateurs donnés de M et M’. Les calculs de ker « et coker a se font donc en
O(max(m, m’)3) opérations une fois que W est construit.

IT1.1.3 Faisceaux lisses sur les courbes nodales

Voici comment seront représentés les faisceaux lisses sur les courbes nodales. Soient X une courbe
intégre nodale, X sa normalisée, F un faisceau lisse sur X, et Y — X un revétement trivialisant de
J. La courbe X est représentée par la donnée d’un modele plan Xp de X dont les singularités sont
images de points de X d’image réguliére dans X, et des couples (z,y) € Xp(k)? de points marqués
qui sont les antécédents des points nodaux de X. L utilité de distinguer les points de X au-dessus des
points nodaux de X deviendra claire dans la section II1.6 ; un tel modéle s’obtient par transformations
quadratiques & partir d’'un modéle plan de X en éclatant chacun des points nodaux. La courbe Y est
décrite par sa normalisée Y =Y xx X , qui n’est peut-étre pas connexe : c’est une réunion disjointe
Yp de courbes planes (dont les points singuliers ne sont pas au-dessus de points singuliers de Y) avec
des couples de points marques (n’ appartenant pas nécessairement 4 une méme composante connexe).
Le faisceau F est donné par Yp — Xp et le Aut(Y|X)-module F = H(Y, F).

ITI.2 Images directes de faisceaux lisses

Soit f: Y — X un morphisme quasi-fini de variétés réguliéres intégres de méme dimension sur k.
Nous allons décrire comment, étant donné un faisceau lisse sur Y, calculer les faisceaux constructibles
f«F et fiF sur X. Rappelons que par le théoréme principal de Zariski [Stacks, 02LR], f peut étre
décomposé en

y Lo X/
N
b's

ol j est une immersion ouverte quasi-compacte et la normalisation X’ — X de X dans Y est un
morphisme fini. Comme X et Y sont réguliéres, le théoréme de "platitude miraculeuse" [Stacks, 00R4]
assure que X’ — X est plat, c’est-a-dire localement libre [Stacks, 02KB]. Par conséquent, il suffit de
considérer deux cas particuliers : celui ou f est une immersion ouverte, et celui ot f est fini localement
libre.

Voici un argument ad hoc pour calculer une telle décomposition Y — X’ — X. Comme [ est quasi-
fini, il est génériquement fini [Stacks, 03I1]. Le morphisme Y — X correspond (localement sur X) a
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une extension A — B de k-algébres, et une extension K — L de corps de fonctions. Soient xy, ..., z,
des générateurs de B comme A-algébre, et fi,. .., f. € K|t] leurs polyndmes minimaux respectifs. Pour
tout i € {1...r}, soit g; le produit des dénominateurs de f;. Alors en posant U = Spec A[(g1 - -+ ¢,) "],
le morphisme

X = U Xx Y - U

est fini.

Remarque 3.2.1. Dans le cas ou X et Y sont des courbes intégres réguliéres, la normalisation de X
dans Y est simplement ’image inverse de X dans la compactification réguliére de Y.

IT1.2.1 TImage directe

Par une immersion ouverte Le résultat permettant de calculer le poussé en avant d’un faisceau
lisse par une immersion ouverte est le suivant.

Proposition 3.2.2. [Jin20, Corollary 5.8] Soit k£ un corps. Soient X un schéma de type fini sur k, et
j: U — X une immersion ouverte telle que la normalisation de X dans U soit X (ce qui est toujours
le cas si X est normal). Soit F un faisceau fini localement constant d’ensembles sur U, représenté par
un U-schéma fini étale F. Alors j,F est représenté par le lieu étale sur X de la normalisation de X
dans F.

Sij: U — X est une immersion ouverte de variétés normales et F est un faisceau sur U représenté
par un U-schéma F, le faisceau j,F se détermine donc en calculant la normalisation de X dans F,
puis le lieu étale (c’est-a-dire non ramifié) de cette derniére au-dessus de X.

Remarque 3.2.3. Si F est un faisceau de groupes abéliens, voici comment se calcule la loi de groupe
sur le schéma représentant j,.F. Notons que comme

Jx(F X F) = j§uF X juF
il y a un isomorphisme canonique de schémas
j*(F XU F) ;]*F X x Ji I

La loi de groupe F xy F — F est donnée. Notons X’ la normalisation de X dans F, et X" la
normalisation de X dans I’ xy; F. Alors le morphisme F' Xy FF — F — X' donne lieu par propriété
universelle de la normalisation relative [Stacks, 035I] & un morphisme de X-schémas X” — X'. La
restriction de celui-ci au lieu étale de X’ — X donne un morphisme j,(F Xy F) — j. F.

Par un morphisme fini localement libre Supposons que f: Y — X soit fini localement libre.
Soit F un faisceau sur Y représenté par un Y-schéma F'. Alors par [BLR90, 7.6, Th. 4], la restriction
de Weil Ry _, x(F) existe et représente f,F. L’algorithme qui calcule la restriction de Weil se trouve
dans la section B.5.

I11.2.2 Image directe a support propre
Par une immersion ouverte

Remarque 3.2.4. Soient U un schéma, et f: G — U un U-schéma en groupes fini étale. Considérons
la section nulle e: U — G. Alors fe = idy est fini étale, et comme f est fini étale, e 'est aussi. En
particulier, e(U) est ouvert-fermé dans G, c’est donc une composante connexe de G. De plus, ¢ a un
inverse a gauche, c’est donc un isomorphisme sur son image. Le schéma G s’écrit donc G = U UG/, et

G(U) = {id} UG'(U).
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Lemme 3.2.5. Soit j: U — X une immersion ouverte de schémas connexes. Soit F un faisceau lisse
de A-modules sur U, représenté par un U-schéma en groupes G — U. Notons G = U U G’, ou U est
la section nulle. Alors le schéma Y := X U G’, muni de la loi de groupe induite par celle de U U G,
représente le faisceau ji.F.

Démonstration. Soit o: T — X étale. Supposons T' connexe. Alors Y(T') = X(T) U G(T) = {a} U
G'(T). Remarquons que si I'image de T — X est incluse dans U, alors Homx (T, G') = Homy (T, G'),
{a

et sinon Homx (T,G’) = @. Ainsi, Y(T') = Homy (T, G) = F(T) dans le premier cas, et Y(T') = {a}
dans le second, ce qui implique que Y représente j.F. O
G »G

f f X f f X

F1GUrE III.1 — Prolongement par zéro d’un faisceau lisse

Par un morphisme fini localement libre Pour un morphisme fini f, les foncteurs fi et f, sont
égaux; la représentabilité de f,F a été traitée ci-dessus.

En résumé, comme la détermination des composantes connexes d’un schéma et le calcul d’une
restriction de Weil sont de complexité élémentaire (voir annexes B.2 et B.5), nous avons montré le
résultat suivant.

Proposition 3.2.6. Il existe un algorithme de complexité élémentaire qui, étant donné un morphisme
de k-variétés réguliéres f: Y — X et un faisceau lisse F sur Y représenté par un Y-schéma en groupes
étale, calcule des X-schémas en groupes représentant les faisceaux f,F et fiF

I11.3 Faisceaux constructibles sur les courbes lisses

Nous allons maintenant décrire trois représentations différentes des faisceaux constructibles de A-
modules sur une courbe intégre lisse sur k. Tout d’abord, un faisceau constructible peut toujours étre
exprimé comme conoyau d’un morphisme de la forme fiA — giA, ou f et g sont étales. De méme, il
peut étre exprimé comme noyau d’un morphisme p,M — ¢, N, ol p et ¢ sont finis et M, N sont des
A-modules de type fini. Enfin, il peut étre défini par recollement relativement & un ouvert sur lequel il
est lisse.

IT1.3.1 Représentation comme conoyau "(!)"

Proposition 3.3.1. [SGA4s, IX, Prop. 2.7] Soit A un anneau noethérien. Soient X un schéma quasi-
compact et quasi-séparé et F un faisceau de A-modules sur X. Pour que F soit constructible, il faut
et il suffit qu’il soit isomorphe au conoyau d’un morphisme fiA — g4, ot f: X1 — X et g: Xo > X
sont deux morphismes étales de présentation finie.
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La preuve classique de cette proposition consiste & considérer pour chaque point x € X un point
géométrique = d’image x, et chaque s € F; un schéma affine ¢z ;: T3 s — X tel que s appartienne
a 'image de F (T3 s) — Fz; cela signifie qu’il y a un morphisme (¢z ;A — F dont I'image contient
s. La constructibilité du faisceau permet alors d’appliquer un argument de noethérianité & @E’S Dz,s-
En particulier, si X est une courbe intégre sur k, cet argument de finitude peut étre rendu explicite :
si U est un ouvert de lissité de F, il suffit de considérer la fibre générique de U, ainsi que les fibres
en les points du complémentaire zéro-dimensionnel de U. Pour la fibre générique, si ¢: V — U est un
revétement trivialisant, le morphisme F (V) — F; est un isomorphisme.

La représentation (!) Soit X une courbe intégre sur k. Un faisceau constructible F sur X sera
représenté par deux morphismes étales f: X; — X et g: X5 — X ainsi que d’un morphisme u: fiA —
g A tel que F = coker(u) ; ce morphisme sera décrit explicitement de I'une des deux fagons suivantes.

Représentation d’un morphisme fiA — ggA Soient f: X; — X et g: Xo — X deux morphismes
étales. Les faisceaux fiA et giA sont représentables, et nous savons d’aprés II1.2 déterminer explicite-
ment des schémas en groupes Y7, Y5 qui les représentent. Un morphisme fiA — g1 A est alors simplement
un morphisme de schémas en groupes Y; — Y5. Un tel morphisme peut également étre représenté
de fagon plus succincte : par adjonction, il est défini par la donnée d’un morphisme A — f*gA,
c’est-a-dire d’une section globale de f*¢/A pour chaque composante connexe de X;. Comme f est
étale, cela revient a se donner un élément de giA(X7p). Or [Fuls, p209] ¢iA(X;) est lensemble des
s € AMX71 xx Xo) = AT (X1XxX2) de support propre sur X;. Le support d’une telle section est une
réunion de composantes connexes de X; X x X5 : il suffit de déterminer quelles composantes connexes
sont propres (c’est-a-dire finies puisque f est étale, voir [Stacks, 020G]) sur X;.

Calcul du morphisme fiA — F associé a une section de f*F Soit f: Y — X un morphisme
étale. 1l se décompose en f = gj, ot j: Y — X’ est une immersion ouverte et g: X’ — X est fini
localement libre. Soit F un faisceau lisse sur X, représenté par un schéma en groupes fini étale ' — X.
Soit s € H° (Y, f*F), qui correspond & un morphisme de Y-schémas en groupes [[, Y — F xx Y. Par
adjonction, s définit un morphisme jiA — ¢*F. Le faisceau 5 A est représenté par X' L HAf{O} Y.
Les n — 1 morphismes Y — F X x X’ sont simplement les composées Y — F xx Y — F xx X'. Le
morphisme X’ — F x x X’ est la section nulle, déduite de la section nulle X — F par changement de
base. Ce morphisme jiA — ¢g*F donne a nouveau par adjonction un morphisme fiA = g, 1A — F, qui
se calcule explicitement puisque g, jiA est la restriction de Weil Rx/— x (jiA).

ITI.3.2 Représentation comme noyau "(x)"

Proposition 3.3.2. [SGA4s5, IX, Prop. 2.14.(ii)] Soit X un schéma de type fini sur un corps ou sur
Z. Soit A un anneau noethérien. Soit F un faisceau constructible de A-modules sur X. Il existe des
schémas noethériens intégres X;,i = 1,...,m, des morphismes finis p;: X; — X et des A-modules de
type fini M; tels qu’il y ait un monomorphisme

F — é pi*Mi'
i=1

La preuve classique de cette proposition consiste (dans le cas irréductible) & considérer une dé-
composition X = |J, U; en parties localement fermées telles que chaque F|y, soit lisse. Il existe des
morphismes finis étales U] — U; tels que chaque F |y soit constant. La normalisation X; de U; fournit
le morphisme p;: X; — X recherché. Notons que si X est normal, les X; le sont aussi.
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Description d’un morphisme p, M — ¢, N Soit X une courbe intégre sur k. Soient p: ¥ — X et
q: Z — X des morphismes finis, avec Y, Z intégres. Soient M, N deux groupes abéliens finis. Montrons,
selon les dimensions de Y et Z, comment décrire un morphisme p, M — ¢, N, c’est-a-dire par adjonction
un morphisme ¢*p, M — N.

1. SiY et Z sont deux courbes, p,M — ¢, N est un morphisme de X-schémas entre les restrictions
de Weil R,(Y x M) — R,(Z x N).

2. Si Z est un point fermé de X, ¢*p, M est le faisceau de fibre (p, M), = @Yq M sur le point. Un
morphisme ¢*p, M — N est donc simplement un morphisme de A-modules @Yq M — N.

3. Si Y est un point fermé et Z est une courbe, montrons que le seul morphisme p, M — ¢, N est
le morphisme nul. Notons j I'inclusion d’un ouvert de X ne contenant pas Y. La transformation
naturelle id — j,j* fournit un diagramme commutatif :

M —— Jij*peM

l |

@GN —— juJ N

D’une part, j,j*p+M = 0. D’autre part, notons ¢': Z xx U — U et j': Z xx U — Z. Le mor-
phisme ¢, N — j,j*q,N est un isomorphisme, car il s’identifie via les isomorphismes canoniques
7*qN = ¢.j”"N et N = j'§"*N au morphisme identité de ¢, N. Par conséquent, le morphisme
peM — ¢, N est nul.

La représentation (x) Reprenons les notations de la proposition 3.3.2, en supposant que X est une
courbe intégre sur k. En appliquant la proposition au conoyau G de F — @, pi, M;, le faisceau F
s’exprime comme le noyau d’un morphisme P, p;, M; — €, ¢;,N;. La représentation (x) de F est la
donnée de ces morphismes p;, M; — q;, N;, décrits explicitement comme dans le paragraphe précédent.

IT11.3.3 Représentation par recollement "(L)"

Soient X une courbe intégre sur k et F un faisceau constructible sur X. Soit U un ouvert de
X sur lequel F est localement constant. Notons Z le fermé réduit complémentaire. Notons j: U —
X,i: Z — X les inclusions, et z1, ..., 2, les points fermés de Z. Par recollement (voir section 1.2.6), F
est uniquement déterminé par les données suivantes :

o le faisceau lisse & = j*F;
o le faisceau Fz = ¢*F, défini par les groupes abéliens finis F,,, ..., F,, ;
e le morphisme de recollement ¢: Fz — i*j,.Z.

Nous appellerons représentation par recollement ou représentation (U) de F par rapport a (U, Z) la
donnée du triplet (., Fz, ¢). Toute donnée de cette forme définit un faisceau constructible sur X. Le
carré suivant, ou les fléches non étiquetées désignent les unités d’adjonction, est alors cartésien.

F—— i.Fz

e

Jol —— i i* L
Soit Y — X étale. Le diagramme cartésien ci-dessus montre que

FY) ={(s1) € inFz(Y) x uZ(Y) | ix¢(s) = c(t)}.

63



D’une part,

ixFz(Y)=Fz(Y|z) = é @ Fie

i=1 yevs, (k)

D’autre part, j,-Z(Y) = Z(Y|y) et le morphisme

L (Y) = i j L (Y) = @ @ (JxL) 2

=1 yeYy, (k)

envoie une section s € Z(Y) sur (s.,)ic{1...r},yev.. (k)- BN résumé :

FYV)={(s)e (@ P 7F.)xi2)|Vie{l...r},VyeY. (k),d(s:y) =tz }.

i=1 yev,, (k)

Remarque 3.3.3. Nous disposons de deux moyens pour déterminer la fibre en chaque z; de j,.Z.
D’une part, si .Z est donné comme un U-schéma en groupes fini étale, le schéma F' représentant j,.Z
se calcule comme décrit en 3.2.2, et la fibre de j,.Z en z; est simplement F' X x z;. Afin de déterminer
cette fibre explicitement comme groupe fini, il est nécessaire de déterminer ses points. D’autre part,
si X est lisse et £ est donné par un revétement trivialisant X’ — X et une action de Aut(X’|X) sur
F = F(X'), alors (j,.£),, = F'= , ou I, C Aut(X'|X) désigne le stabilisateur dans Aut(X’|X) d’un
antécédent de z;. Il suffit donc de déterminer ces groupes d’inertie.

Remarque 3.3.4. Le faisceau constructible défini par (&, Fz, ¢) est lisse si et seulement si la fibre
M de Z est invariante sous les groupes d’inertie I,,z € Z et le morphisme ¢ est un isomorphisme.

I11.3.4 Représentation (LI) d’un faisceau constructible représentable

Soit X une courbe intégre sur k. Soit F un faisceau constructible sur X représenté par un schéma
étale FF — X. Montrons comment représenter F par recollement. Comme f est étale, il est quasi-fini.
Soit j: U — X un ouvert tel que I’ :== F x x U, qui représente alors j*F, soit fini sur U. Notons X’
le normalisé de X dans F, qui est encore le normalisé de X dans 'ouvert F’ de F : la situation est
résumée par le diagramme commutatif suivant.

Fr—F —— X'

|17

U— X

Comme F — X est étale, F est inclus dans le lieu étale de X' — X, qui représente j,j*F. Ceci fournit
directement la fléche injective F — j,7*F, qui sur les fibres en les points de X — U donne le morphisme
de recollement.

Un morphisme f: F — G de schémas finis étales sur X, peut également étre représenté par recollement,
en choisissant pour U un ouvert sur lequel les deux schémas sont finis. Le morphisme de faisceaux lisses
flu sur U est alors simplement un morphisme de schémas en groupes, et le morphisme sur la fibre en
un point z: Speck — X — U est simplement F, — G..

IT1.3.5 Equivalence entre (x) et (L)

Soit X une courbe intégre lisse sur k. Soit F un faisceau constructible sur X.
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(¥) = () Voici comment donner une représentation par recollement d’un faisceau défini par une
représentation (). Dans cette représentation, le faisceau est somme directe de noyaux de morphismes
de la forme p, M — ¢, N ou p, ¢ sont des morphismes finis de cible X. Il suffit donc de savoir représenter
par recollement un faisceau de la forme p, M avec p: Y — X fini, ainsi que les morphismes entre de
tels faisceaux. Il y a deux cas & considérer :

1. SiY est une courbe lisse, p, M est la restriction de Weil R, (Y x M), qui est étale sur X [Sch94,
Prop. 4.9]. Nous avons décrit dans la section III.3.4 comment représenter par recollement les
(morphismes de) X-schémas étales.

2. Si Y est l'inclusion d’un point fermé de X, le faisceau p, M est constant sur X — Y de valeur 0,
a pour fibre M en Y, et son morphisme de recollement est nul.

(W) — (x) Supposons F représenté par recollement relativement & un ouvert de lissité j: U — X
et son fermé réduit complémentaire i: Z — X. Soit V un revétement galoisien de U trivialisant le
faisceau lisse j*F de fibre M. Nous avons décrit dans la section I1I.1.1 comment calculer un U-schéma
F représentant j*F. La normalisation p: V' — X de X dans V fournit un premier morphisme fini; les
inclusions z: Speck — X des points de Z fournissent les autres. Décrivons par recollement I'injection

¢: F — pM o P F..
z€Z

Sur U, c’est le morphisme
J*F = j*pM = j*pup* F = plu,plv”5*F

obtenu en appliquant 1'unité d’adjonction id — p|y,p|j; au faisceau lisse j,F. En termes de schémas,
c’est le morphisme F' — Ry _, x (F xy V') qui est calculable explicitement (voir annexe B.5). Sur z € Z,
le morphisme ¢ est I'injection 0 & F, — M= @ F.. Cette description de ¢ par recollement permet de
calculer coker ¢, et d’obtenir par la méme procédure une injection

coker ¢ — ¢ N @ EB Wy Ny
weW

ou ¢ est la normalisation de X dans un schéma étale sur X, et W est un fermé zéro-dimensionnel de
X. Le morphisme

pMa@PaF = oNa@Puw.nN,
z w
qui s’en déduit a pour noyau F. Ce morphisme est représenté de la fagon suivante. Le morphisme

p«M — g, N est la composée
pyM — 7% coker ¢ — ¢, N.

Il est décrit par le morphisme correspondant entre restrictions de Weil. Les morphismes
p*M S @Z*Fz — @W*Nw

sont décrits fibre a fibre.

I11.3.6 Equivalence entre (!) et (L)

Soit X une courbe intégre lisse sur k. Soit F un faisceau constructible sur X.
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() = (U) Etant donné une représentation de F comme coker(u: fiA — giA), oit f est g sont étales
de type fini, il est possible de calculer explicitement le morphisme de X-schémas étales représenté par
u. Nous avons décrit dans la section II1.3.4 comment donner une représentation par recollement d’un
tel morphisme.

(W) — (1) Supposons F défini par recollement relativement & un couple ouvert-fermé

U g X i A

par la donnée d’un faisceau lisse .Z sur U trivialisé par un revétement étale V', des fibres F, en les
points de Z et un morphisme ¢: i*F — i*j,.Z. Remarquons que la preuve de la proposition 3.3.1 est
constructive, mis & part pour la détermination, pour z € Z et s € F,, d’'un morphisme étale f: T — X
tel que 'image de F(T') — F, contienne s.

Soient donc z € Z et s € F,. Rappelons que F = j,.Z X;, i+, ¢ 1,4*F. Par conséquent, 'image de
F(T) — F, contient s si et seulement si I'image de s par le morphisme de recollement ¢r: i*F(T) =
D, F. = *5.2(T) = B,(jZ)- a un antécédent par j,.Z(T) = @, (j«-L).. Notons G le schéma
représentant .. Le faisceau F' = j,.Z est représentable par un schéma étale F' sur X et la fibre F
est simplement F' X x z. Le diagramme commutatif suivant résume les notations.

G—— F+—— F,

]

U—— X +— 2

Dans le cas ou F est lisse sur X, l'algorithme classique consiste & construire par changements de
base successifs un revétement étale Y — X qui trivialise F ; le morphisme F(Y) — F, est alors un
isomorphisme. L’algorithme suivant, qui s’inspire de celui-ci, permettra d’obtenir le schéma souhaité
pour les faisceaux constructibles.

Posons Uy = U, Xg = X, Fy = F, Gog = G et zyg = z. L’algorithme construit une suite
(X:,Ui, Fi, Gy, 2i)i>0 de la facon suivante. Soit ¢ € N. Soit C' une composante connexe de G;. No-
tons Y le lieu étale de la normalisation de X; dans C.

e Sideg(C — U;) > 1 et lafibreY,, est non vide, soit z;,11 € Y,,. Posons alors U;11 = C, X;41 =Y,
Gi-i—l = Gl XU; Cet Fi—i—l =F; XX, Y.

e Sinon, on revient au choix de C'; si pour toute composante connexe C' de G;, deg(C — U;) > 1
ou Y, est vide, l’algorithme s’arréte et renvoie Y = X;.

Cet algorithme s’arréte au bout d’un nombre fini d’opérations : en effet, pour chaque entier i €
{0...iy —1}, G;11 a strictement plus de composantes connexes que G; alors que deg(Git1 — Uit1) =
deg(G — U). Notons iy la valeur de I'indice i lorsque 'algorithme termine. Nous allons prouver que
F(Yy) = F, est surjectif.

Lemme 3.3.5. Pour tout entier i € {0...4¢}, 7, .(G;) = F;.

Démonstration. Montrons-le par récurrence sur I’entier ¢. L’assertion concernant Fy vient directement
de sa définition. Soit désormais ¢ tel que j; (G;) = F;. Soient C la composante connexe de G; choisie
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et Y la normalisation de X; dans C. Il y a un diagramme commutatif :

Gi-‘,—l —_— Fi-‘rl

7
|

G;

C Y
U; Ji
Nous savons que ji1.(Gir1) est le lieu étale de la normalisation Y de Y dans Gj;. De plus, par
hypothése de récurrence, j; ,G; = F; est le lieu étale de la normalisation X; de X; dans G;. Comme
le morphisme ¥ — X; est lisse, le changement de base — x x, ¥ commute & la normalisation [Stacks,
03GV] et Y = X; xx, Y. Enfin, comme Y est plat sur X; et X; — X, est de présentation finie, le lieu

étale de XZ- xx;, Y =Y est ~le changement de base & Y du lieu étale de Xi — X; [Stacks, 0476]. Cela
signifie que le lieu étale de Y — Y, qui représente ji+1 «(Giy1), est Fipq. O

<.

X;

Lemme 3.3.6 (3.3.6.0.2). Si, pour toute composante connexe C de G; telle que deg(C; — U;) > 1, le
lieu étale de la normalisation de X; dans C' ne contient aucun point au-dessus de z;, alors le morphisme
F;(X;) = F; ., est un isomorphisme.

Démonstration. Ecrivons G; = L, Ca- Alors j; .G est représenté par F; = ||, X; o, o0 X; o est le
lieu étale de la normalisation de X; dans C,. La normalisation de X; dans U; étant X,

JinGi = H XU H Xi o

deg(Co—U;)=1 deg(Co—U;)>1
Par conséquent, I’hypothése assure que
|Fiz,| = {a | deg(Ca — Us) = 1} =: d.

De plus, pour tout T'— X; voisinage étale de z;, F;(T) = G;(T xx U) contient au moins d éléments
(les fleches T x x, U; — C,, avec deg(C, — U) = 1), qui sont préservés par les fleches de restriction
Fi(T) — Fi(T") et sont donc encore distincts dans F; ., = colim(r ) (y,z) Fi(T). Enfin, Fi(X;) =
G;(U;) contient exactement d éléments, puisque comme G; — U; est fini étale, les sections U; — G;
sont en bijection avec les composantes connexes de G; de degré 1 sur Us. O

Proposition 3.3.7. Le morphisme F(Y;) — F, est un isomorphisme.

Démonstration. A chaque étape de la boucle, F; ., = F, et comme F; — F est étale, F;(X;) = F(X;).
Par conséquent, lorsque 1'algorithme s’est arrété, F(X;) — F, est un isomorphisme. Choisissons un
ouvert Y’ de Yy ne contenant qu’un seul point au-dessus de Z, d’image z. Alors F(Y') = F(Y7) et le
morphisme F(Y') — F, est encore un isomorphisme. Rappelons que

.7:2 = COlimT%(X’Z)[F|Z(T X x Z) XF(TXXZ) F(T)}

et que la catégorie des voisinages étales connexes T' de (X, z) n’ayant au-dessus de Z qu’un seul point
d’image z est cofinale dans celle des voisinages étale de (X, z). Par conséquent, F, = colimy F, X,
F(T). Le morphisme F(Y') — F, étant bijectif, le morphisme F(Y’) — F, l'est encore. Par conséquent,
le morphisme F(Y}) — F, l'est aussi. O
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II1.4 Opérations sur les faisceaux dans la représentation (L))

Dans toute cette section, X désigne une courbe intégre lisse sur k. Nous décrivons comment effectuer
des opérations sur les faisceaux constructibles sur X. La représentation par recollement est celle utilisée
par les algorithmes de calcul de cohomologie du chapitre V, ¢’est pourquoi nous nous efforcons de décrire
toutes les opérations dans cette représentation, méme si elles admettent une expression plus simple
dans I'une des autres représentations (ce que nous mentionnons le cas échéant).

I11.4.1 Restriction & un ouvert plus petit

Il sera utile par la suite, étant donné une représentation par recollement d’un faisceau constructible
F par rapport a un ouvert de lissité U, de déterminer la représentation par recollement de ce méme
faisceau F par rapport & un ouvert plus petit que U.

Soient U un ouvert de X, et Z le fermé complémentaire. Etant donné un faisceau constructible F
lisse sur U, défini comme ci-dessus par le triplet (£, Fz, ¢), et un autre ouvert U’ C U de complé-
mentaire réduit Z’ dans X, comment calculer la représentation de F relativement au couple (U’, Z')?

vesvLhxdi Lz
Le morphisme donné est ¢: S*i"*F — *i'*j,j*F. Calculons ¢ : i"*F — i"*jea,a*j*F, défini par
ses fibres en les points z € Z’.

Pour les points z € Z, ce morphisme est le morphisme déja donné. En effet, d’apreés le lemme 1.4.14,
le morphisme j*F — a,a*j*F est un isomorphisme. Par conséquent, le morphisme

PG5 F = i jea ot i* F
est encore un isomorphisme, et le morphisme cherché
i F — i jeaa*i* F

s’identifie au morphisme
i F — i j g  F.

Ses fibres en chaque point de Z sont celles du morphisme donné
¢: X F — B g F
Pour un point w € Z/ — Z = U — U’, la fléche cherchée
Fu = (a0 5 F)uy

g’identifie a la fleche Fy, — (45J*F)w, qui est elle-méme un isomorphisme puisque w est un point de
U.

I11.4.2 Morphismes et somme directe

Soient F; et Fo deux faisceaux constructibles sur X. Soient Uy, Us les ouverts de lissité de F; et
Fo donnés dans leur définition. Posons U = Uy NUs et Z =X —U. Notons j: U — X et i: Z — X les
inclusions. Alors U est un ouvert de lissité de F; et Fa, et nous savons déterminer les représentations
(L1, Fi,z,¢1) et (Lo, Fa,z,¢2) de Fi et F relativement & (X, U, Z). Un morphisme f: F; — Fy est
alors déterminé par la donnée suivante :
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e un morphisme de faisceaux lisses a: &) — %
e un morphisme §: F; z — Fo z défini sur les fibres en les z € 7 ;
e un morphisme 7: i*j,. L — 1*j%5 vérifiant v o ¢1 = ¢ 0 5.
Pour qu’une telle donnée définisse correctement un morphisme, il faut et il suffit que v = i*j,a.

Noyau Par exactitude a gauche de i*, j* et j,, le noyau d’un tel morphisme est défini par le triplet
(ker av, ker 3, @lker 8)-

Conoyau De méme, 'exactitude a droite de ¢* et j* montre que
coker o = j* coker f et coker 8 = i* coker f.

Enfin, la fleche j,j*Fa — j.j* coker(f) se factorise par coker(j,j*f); la fleche composée
Fo — juj*Fo — coker j,j* f % j,j* coker(f)

passe au quotient en
coker f — coker(j,5* F1) — j.j* coker(f).

Oun en déduit que la fleche de recollement i* coker(f) — *j,j* coker(f) est la composée du morphisme
coker(f) — coker() (induit par la flache de recollement ¢) suivi de i*u: coker~y — i*j,j* coker(f).
Remarquons que la derniére fleche se décrit explicitement. Soit z € Z(k). Soient F, Fy les fibres des
faisceaux lisses .£1, %%, et notons f5: F1 — F» le morphisme induit par f. Notons I, le groupe d’inertie
en z. Alors la fléche u, est simplement Fj*/ f(F[*) — (Fo/ fz(F1))%.

Somme directe De méme, la somme directe de F; et Fs est simplement définie sur (X, U, Z) par
(LB L, Firz @ Foz, 61 P ¢2).

I11.4.3 Produit tensoriel et Hom interne

Lemme 3.4.1. Soit Y un schéma. Soit j: U — Y un morphisme étale. Alors pour tous faisceaux

F,F' de groupes abéliens sur Y, il y a des isomorphismes canoniques j*F ® j*F — j*(F @ F') et
j*Hom(F, F') = Hom(j*F, j*F').

Démonstration. Le foncteur j* étant simplement la restriction du site étale de X a celui de U, ’as-
sertion pour le Hom interne est claire, puisque les deux faisceaux en question ont pour sections sur
V — U le groupe Hom(F|y, F'|y). Quant au produit tensoriel, les isomorphismes canoniques suivants,
valables pour tout faisceau G de groupes abéliens sur X, permettent de conclure.

Hom(j*F ® j*F',G) = Hom(j*F, Hom(j*F', G)) [Mil80, 3.19]
= Hom(F, j.Hom(j*F',G))
= Hom(F, Hom(F", j,G)) [Mil80, 3.22.a)]
= Hom(F ® F', j,.G)
= Hom(j*(F ® F'),4).

O

Soit U un ouvert de X, de complémentaire réduit Z. Soient F et F’ deux faisceaux constructibles
de A-modules sur X lisses sur U, définis par recollement par les données (&, Fz, ¢) et (&', F,,¢').
Notons F, I les fibres respectives des faisceaux lisses ., %".
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Produit tensoriel Comme le produit tensoriel commute au tiré en arriére, j*(FQ F') = L %';
le faisceau .2 ® £’ est encore un faisceau lisse sur U [Stacks, 093V]. Notons M = H(V,.Z) et
M' =H"(V,#"). Soit V — U un revétement qui trivialise .% et .#’. Pour z € Z, notons I, le sous-
groupe des éléments de Aut(V|U) fixant un méme antécédent de z dans la compactification lisse V de
V. La fibre de F ® 7’ en un point z de Z est encore F, ® F.. Il reste & décrire les fibres en les points
de Z du morphisme F ® F' — j,j*(F ® F'), qui provient par adjonction des foncteurs j* et j, du
morphisme identité de F @ F'. Notons g: FQF' — j.j*F ®jj*F' le morphisme déduit de id — j,j*.
Le diagramme commutatif

(FoF) —4— j"(FoF)

qu /]g;

3 (Gxd*F @ ju* F')
produit par adjonction le diagramme commutatif

FRQF — 4" (FF)

1

JxJ*F @ Juj* F

qui montre que le morphisme de recollement i*(F ® F') — i*j,5*(F ® F') est la composée
Fz@Fy =i 5l @i jL =i} ® §.L) = i (L @ L).

Sa fibre en z est la composée
JT_' ®f/ ¢:® MI ®M/I (M@M’)Iz

Hom interne Comme vu dans le lemme 3.4.1, j*Hom(F, F’) est le faisceau lisse Hom(.Z,.¢”") dont
la fibre est Hompy (F, F”).

Proposition 3.4.2. Soit z un point de Z. Soit V — U un revétement galoisien trivialisant F et F'.
Notons I < Aut(V|U) le sous-groupe distingué engendré par les groupes d’inertie en tous les points de
V au-dessus de Z. Alors

Hom(F, F'). = {(a, 8) € Homp (F, F')! x Homy(F, F.) | agr = ¢5/3}.

Démonstration. Soit V — U un revétement galoisien trivialisant les faisceaux . et .£’. Soit V; le
sous-revétement de V' de groupe Aut(V;|U) = G/I. Notons X’ = X — (Z — {z}). Soient V' et V{
les normalisées respectives de X’ dans V et Vi. Le morphisme V/ — X' est étale, puisque G/I agit
librement sur (V). ; c’est le sous-revétement non ramifié maximal de V' — X’. Par définition,

Hom(F, F'). = colimy,,) Hom(Fly, F'ly)

ot les couples (Y, y) sont des voisinages étales de (X, z). La sous-catégorie des voisinages étales (Y, y)
vérifiant :

e Y est connexe
e Y, est réduit & un point

e Y — X se factorise par VY
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k(Y)/k(X) est galoisienne
est cofinale dans celle des voisinages étales de (X, z). Considérons un tel f: (Y,y) — (X,z) et le
diagramme cartésien suivant.
Yo — Y +——y

|

U—1s X 2
Montrons que Hom(F|y, F'|y) est le groupe décrit dans I’énoncé. Par recollement,

Hom(Fly, F'ly) = {(«a, 8) € Hom(Fly,, F'|v,,) x Homp (F,, FL) | apr = ¢5(}.

Il suffit désormais de montrer que Hom(Fly,,F'|y;,) est égal & Homy (F, F')!. Cest le groupe des
sections sur Yy du faisceau lisse Hom (%, #") sur U de fibre Hom(F, F’). Par conséquent, il est ca-
noniquement isomorphe & Hom(F, F')™(v). Or P’action de 7 (Yy) sur Hom(F, F) se factorise de la
fagon suivante :

st *>7T1V1 *>7T1

\l l\

Autp (Hom(F, F"))

Notons J l'image de 71 (Yy) dans I. Le morphisme Yy — V; se factorise par le sous-revétement W de
V — Vi défini par Aut(V|W) = J; par conséquent, Y — V{ se factorise encore par la normalisation W’
de V{ dans W. Comme k(Y)/k(X) est galoisienne, Y — X se factorise alors par la cloture galoisienne
de W/ — X, qui ne saurait étre étale en aucun point au-dessus de z, sauf si W/ = V/, c’est-a-dire
J = I. L’étalitude de Y — X entraine donc la surjectivité de m (Yy) — I. Par conséquent,

Homy (F, F")™ ) = Homy (F, F').
O

Enfin, le morphisme de recollement Hom(F, F’), — (j.Hom(.Z, F{;)). se calcule en considérant
les sections sur chaque Y — X ; c’est simplement la projection

Hom(F, F'), € Homy (F, F")! x Homy (F., F.) — Homu(F, F')!=

ot I, est le groupe d’inertie d’un point de V' au-dessus de Z.

I11.4.4 Tiré en arriére

Soit f: Y — X un morphisme de courbes intégres lisses sur k. Comme vu en I11.2, f se factorise
en Y Y’ % X, oil s est une immersion ouverte et v est un morphisme fini localement libre. I suffit
donc de traiter séparément le cas ou f est une immersion ouverte, et le cas ot f est fini.

Soit F un faisceau constructible sur X, défini par un ouvert de lissité j: U — X, le fermé réduit

complémentaire i: Z — X, le faisceau lisse .Z = j*F sur U, le faisceau F, = i*F sur Z et le morphisme
de recollement ¢: i, Fyz — 40" j L.
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Le cas d’une immersion ouverte Supposons que f: Y — X soit une immersion ouverte. Notons
V=UnY,W=2nY. Alors f*F est clairement lisse sur V, les fibres de f*F en les points de W
sont égales a celles de F en leurs images dans Z, et le morphisme de recollement de f*F relativement
a V, W est simplement la restriction & W de celui de F.

Le cas d’un morphisme fini Supposons que f: Y — X soit fini. Considérons le diagramme suivant,
dont les carrés sont cartésiens.

vy i

L
U—2> X+~ 7

Le faisceau j™* f*F = p*j*F est lisse sur V. De plus, la commutativité du carré de droite permet
de calculer simplement les fibres de f*F en les points de W. Déterminons le morphisme d’adjonction
i*F = i F = i jip*Z. La fleche i*F — i*j,j*F est connue; en lui appliquant ¢*, o
obtlent z’*f*]—" — "% f*5,5*F. Reste a calculer la fleche de comparaison f*j, j*F — jij™*f*F =
Jip*g*F. Notons que f*j.j*F est représenté par un schéma étale sur Y qui se calcule explicitement par
une normalisation puis un produit fibré. Il en est de méme du morphisme de schémas qui représente la
fleche d’adjonction j*F — p,p*j*F, ainsi que celui représentant f*j,j*F — f*j.p«p*j*F. Remarquons
que le faisceau de droite est canoniquement isomorphe & f*f,j.p*j*F; il suffit maintenant de lui
appliquer I'unité d’adjonction f*f, — id (pour sa description, voir ’annexe B.5) pour obtenir la
composée [*j,j*F — jip*j*F. En résumé, il s’agit de calculer les fibres en les points de W de la
composée :

[*F = [ 50" F = [ hpp 3 F = [ fogip 5 F = jip* 5 F = i g™ [ F.

Remarque 3.4.3. Les représentations (!) et (x) sont conceptuellement bien mieux adaptées a cette
tache, car le foncteur f*, qui se calcule sur les schémas par un simple produit fibré, commute aux
noyaux et conoyaux. L’avantage de la méthode décrite ci-dessus est de ne pas avoir recours au calcul
possiblement cotiteux de I'une de ces deux représentations.

I11.4.5 Poussé en avant

Soit f: Y — X un morphisme de courbes intégres lisses sur k. Nous allons montrer comment
calculer les foncteurs R'f,, ¢ > 0. La notation f, seule désignera toujours le foncteur non dériveé.
Lorsque f est fini, 'exactitude de f, assure que R'f, = 0 dés que 7 > 0.

Le cas d’une immersion ouverte Soit j: U — X une immersion ouverte de courbes intégres
lisses sur k. Soit Z le fermé réduit complémentaire de U dans X. Soit F un faisceau constructible de
A-modules sur U, lisse sur un ouvert V de U, de fibre générique géométrique M. Comme j*j, F — F
est un isomorphisme, le faisceau j,F est encore lisse sur V. De plus, pour tout point géométrique z de
Z, la proposition 1.5.11 assure que

(Rj*}—)z = (U XxX(Z),.F)
(V XxXZ)7.7:)
RI(n., F)
RI(Z., M)
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ol 1, est le point générique de 'anneau local strictement hensélien Xz = Spec Oﬁ(}fz, le point 7, est un

point générique géométrique de Xz et I = Gal(7).|n.). Le morphisme de recollement j,JF — j,j*j..F
est un isomorphisme. D’autre part,

FRYje = RY(j*j.) =0

puisque j*j, est un isomorphisme. Le faisceau R!j,F est donc supporté sur Z, et j,j*R!j,F = 0.
Comme la cohomologie de RT'(I, M) est concentrée en degrés 0 et 1, le foncteur R*j, est nul pour tout
i>2.

Le cas d’un morphisme fini Soit f: ¥ — X un morphisme fini de courbes intégres lisses. Soit

F un faisceau constructible de A-modules sur Y défini par recollement relativement & V' Ly & w,
ou V est un ouvert de Y tel que F|y soit lisse, trivialisé par un revétement étale T — V. Notons
¢: i*F — i*j,j*F le morphisme de recollement. Décrivons par recollement le faisceau f,F, qui est
encore constructible d’aprés [SGA43, IX, Prop. 2.14.(i)]. Quitte a remplacer f par sa complétion pro-
jective lisse et les faisceaux en question par leur prolongement par zéro, nous pouvons supposer X
et Y projectives. Si la caractéristique de k est nulle, le morphisme f est génériquement étale. Si la
caractéristique de k est p > 0, le morphisme f se factorise en composée d’une succession de Frobenius
relatifs suivi d’un morphisme génériquement étale [Stacks, 0CD2]. Il suffit donc de traiter séparément
les cas du Frobenius et d’un morphisme génériquement étale.

Le morphisme de Frobenius relatif ¢: ¥ — Y (?) étant un homéomorphisme universel, le théoréme
1.5.5 assure que le foncteur ¢*, dont ¢, est 'adjoint & droite, est une équivalence de catégories. Voici
comment la donnée de recollement de ¢, F se déduit de celle de F. Le faisceau ¢, F est lisse sur I'ouvert
V(®) de Y(®). Son fermé complémentaire réduit Z a autant de points fermés que W, et étant donné un
point fermé w de W, la fibre du faisceau ¢,F en ¢(w) est F,, car ¢ est radiciel. La description de ¢, F
sur X est donc la suivante : il est lisse sur Pouvert V(®), de méme fibre générique géométrique que F
et trivialisé par 7). Ses fibres sur Z sont les mémes que sur W. En notant j’ I’inclusion de U dans
X, la finitude de ¢ assure que j.j* ¢, F = ¢,j.j*F a les mémes fibres que j,j*F, et le morphisme de
recollement de ¢, F est le méme que celui de F.

Supposons désormais f génériquement étale. Soit Z un fermé réduit de X contenant f (W) ainsi que
tous les points de X au-dessus desquels f n’est pas étale. Soit U 'ouvert complémentaire. Considérons
le diagramme suivant, dont les deux carrés sont cartésiens :

Vi Ly <Py

Lo b
U—1s X2z
Comme V' C V, le faisceau j*F est lisse; le morphisme p étant fini étale, p,j™*F est lisse sur
U. 1l est représenté par le U-schéma fini étale Ry, (j™*F). Par finitude de f, les morphismes de
changement de base des deux carrés de ce diagramme sont des isomorphismes [Ful5, Corollary 5.3.9].
Par conséquent, le faisceau i* f,F est isomorphe a ¢i"*F, qui se calcule explicitement comme un
ensemble de A-modules indexé par les points de Z. Le morphisme ¢: i"*F — i"*j.j*F est connu.
Alors comme j,j* fx F = jupsj* F = fojij*F, la flecche ¢,¢ est un morphisme i* f, F — i*j,j* fo F. 1l
s’agit du morphisme d’adjonction f,F — j. f* f«F, défini pour tout X-schéma étale T par le morphisme
F(T xxY) — F(T xx V') obtenu par fonctorialité a partir de l'inclusion T'xx V! - T xx Y.

Remarque 3.4.4. Au moins pour le cas d’un morphisme fini, les représentations (x) et (!) se prétent
conceptuellement mieux au calcul de f,, qui s’effectue alors par restriction de Weil.
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II1.5 Un exemple détaillé

Considérons sous une perspective différente 'exemple de la mise au carré sur la droite affine. Dans
cet exemple, A = Z/27Z et k = Q. Considérons X = Al = Speck[z] et Y = Speck[z,y]/(z — y?).
Notons A = k[z], B = k[x,y]/(z — y?). Soit f: Y — X le morphisme défini par x — x. Remarquons
que B=A-1®A-y :le morphisme f est fini et libre. Il est étale au-dessus de U = G,, = Spec k[zT!],
et ramifié au-dessus de 0 ou la fibre est k[y]/(y?). Notons U’ =Yg, .

Considérons le faisceau constant F = A ~ ps sur Y, représenté par le Y-schéma F := Spec B[t]/(t*>—1),
et calculons le faisceau constructible f,F.

F1GURE II1.2 — Le Y-schéma F' et sa restriction de Weil

Calcul de f,F Le faisceau f,F est représenté par la restriction de Weil R :== Ry _, x F. En notant
p=t>—1€ Alt],
$la-1+p-y)=(a’+ %z —1) 1+2a8y.

Par conséquent,
R= SpeCA[a,ﬂ]/(a2 + 62CE - ]-7 Oéﬂ)

1l est prévisible que R — X soit étale, mais pas fini car f est ramifié. L’étalitude se vérifie rapidement :
le déterminant jacobien de la présentation ci-dessus est égal & o — /3%, qui vaut encore 2a2 — 1 =
(1 —2z42)~" dans H°(R, OR). Il n’est effectivement pas fini puisque 8 n’est pas racine d’un polynome
unitaire & coefficients dans k[z]. Cependant, R doit étre fini au-dessus de U (ou f est étale), ce qui
est le cas puisque o® = a et 43 = 273, Calculons la loi de groupe sur R. La loi de groupe sur F est
donnée par
B[t]/(t* - 1) — Bla,b]/(a® —1,0*> - 1)
t — ab.

En écrivant t = a4+ yB, a = a1 + yas, b = by + ybs, la loi de groupe sur R est alors donnée par

A[Oé,ﬂ]/(042+17ﬂ2*1,05,8) - A[alablaGQabQ]/(a%+xa%717a1a2vb%+‘rb%715b1b2)
a = aja -|—(Eb1b2
B +— aibs + bias.
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Calcul de (f,F)y Lafibrede Renz = 0 est k[a, 3]/(a?—1, 8) et contient deux points. La fibre géné-
rique géométrique de R — X est Spec k(x)[a, 8]/(a? +x5? —1,a8) = {(0, £Vz~1), (£1,0)}. La loi de
groupe sur cette fibre se déduit des formules déterminées ci-dessus ; par exemple, (0, \/xj) -(-1,0) =
(0-(=1)4+2vVz=1-0,0-0++Vz=1-(=1)) = (0,—Vz~1). C’est un groupe isomorphe a A2, d’élément
neutre (1,0).

Calcul de j,j*f,.F Notons j: U — X. Le faisceau j,j*R est représenté par le lieu étale sur A' du
normalisé¢ de A' dans R’ := R|y = Speck[z®!, o, B]/(a® + B%x — 1,ap). 1l est temps de s’intéresser a
la structure de R'. Le morphisme R’ — U admet au moins deux sections (les sections globales de f,F,
correspondant & 8 = 0 et @ = +1), dont les images sont des composantes connexes de R’ isomorphes a
U. Un calcul rapide donne R’ = U U U U Spec k[z*1, 8]/(z3% — 1). D’une part, la normalisation de A'
dans G, est A'. Calculons d’autre part la cloture intégrale de k[z] dans S = k[z*!, 3]/(x% — 1). Le
couple (1,23) est une k(x)-base de Frac S. Le sous-anneau k[z,z] ~ k[, s]/(s> — z) de S est entier
sur k[z], et son corps des fractions est Frac S; comme il est normal, c’est la cloture intégrale de k[z]
dans S. Par conséquent, j, R’ est le lieu étale de A' LI Al LI Speck[z, s]/(s*> — x) — Al, c’est-a-dire
A' U A U Spec k[z*!, 5] /(s? — ). La fibre en # = 0 de j, R’ est donc Spec(k[x] x k[x]) : elle contient
deux k-points. La fleche de recollement Rg — (j.R')o est, comme précisé plus haut, I’identité.

Remarques sur R’ et (j,R')o Nous avons vu que le faisceau lisse j* fy A sur U était représenté par
R =UUUUV ot V = Speck[z®!, 8]/(z3% — 1). Le morphisme V — U est fini étale, et galoisien
car de degré 2. Par conséquent, V xp V = VUV, et R xy V = U*V. Le revétement V — U
trivialise donc j* f, A, et le groupe G = Aut(V|U) est isomorphe & Z/27Z. Le morphisme non trivial
dans G est o: B — —f3. Considérons les complétions projectives lisses U = P! = Projk[X,Y] et
V =Projk[X,B,Y]/(XB?-Y) de U et V. Au-dessus du point 0 = (0 : 1) de P! se trouve uniquement
(0:1:0) € V, qui est donc invariant sous o. Par conséquent, Paction sur (j* f,A)(V) = Homy (V,U U
Uuv)={vV - UMV = U®? idy,o} du groupe d’inertie Iy est I'action (par précomposition) de
G = {idy,c}. L’élément o € G agit trivialement sur les deux morphismes V' — U, mais échange idy
et 0. Par conséquent, R' (V)0 = {V — UMV — UP} ~ 7,/27 est bien isomorphe au groupe (j,R')o
trouvé précédemment.

I11.6 Faisceaux constructibles sur les courbes nodales

Soit X une courbe intégre nodale sur k de corps des fonctions K. Soient j: U — X et i: Z — X
les immersions d’un ouvert et d’un fermé réduit complémentaires. Afin de décrire par recollement un
faisceau constructible sur X lisse sur U, il est nécessaire de savoir décrire le faisceau j,j*F. Notons
£ le faisceau j*F, et I sa fibre générique. Soit Z un point géométrique de Z. Notons K le corps des
fractions de Ox z, et I; le groupe d’inertie associé a un choix de plongement K*°° — K> Notons V
Iintersection de U avec le lieu non singulier de X. Calculons (j,-%)z.

Si Z est non singulier Rappelons que (j,.2): = H (U xx X;,.2). Or U xx Xz = V x x Xz, qui est
réduit au point générique de Xz, dont le groupe fondamental est Gal(K3 7| K°P) = I;. Par conséquent,

(J'*«f)i = HO(IE, F)

Si Z est singulier Notons X et 5(\:5 les normalisations respectives de X et Xz = Spec O, ;. Le schéma
X est constitué de trois points : un point fermé, et deux idéaux premiers minimaux p, ¢ correspondant
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aux branches de X en Zz [Stacks, 06DT]. D’aprés [Stacks, 0CBM], )?; = X % x X;. Par conséquent, en
notant P, () les antécédents de z dans X,

)/Z;:XPUXQ.

Les schémas Xp et XQ sont, des traits dont les points fermés ont pour image celui de X3z, et les points
generlques ont pour images les points p,q de X;. Notons np,ng les points génériques respectifs de
Xp, XQ En particulier, il y a des isomorphismes de schémas

Uxx Xz=1{pq}
et N
Uxx Xz xx. Xz =npUng = {p,q}
Par conséquent,
(«2L): = H({p,q},2)

H’(np, £) x H(ng, £)
H(Ip, F) x H(Ig, F).

Représentation (L) pour les courbes nodales Voici comment représenter par recollement un
faisceau constructible F sur une courbe nodale X sur k. La courbe X est représentée par sa normalisée
X avec des couples de points marqués. L’ouvert de lissité U — dont nous supposons, quitte a ce qu’il
ne soit pas maximal, qu’il ne contient pas les points nodaux — est défini par sa normalisée j: U— X.
De méme, le fermé Z est donné par Z := Z xx X — X. Le faisceau F est défini par :

1. un faisceau lisse .Z sur U de fibre F, représenté comme dans la section II1.1.3 & Paide d’un
revétement trivialisant ¥ — X ;

2. des fibres M, en les points de Z — une seule fibre M,y par couple (x,y) de points marqués;
3. des morphismes M, — F!* pour z non marqué, et M, ) — F'= x F!v pour tout couple de
points marqués (z,y), ou I, I;, I, sont des sous-groupes du groupe de X-automorphismes d’une

composante connexe de Y, déterminés par le choix d’antécédents quelconques de z, z,y dans une
méme composante connexe de Y.

I11.7 Constructions sur les surfaces

Voyons briévement comment représenter les faisceaux constructibles en dimension supérieure. Afin
de simplifier ’exposition, considérons le cas des surfaces, ot apparaissent déja quelques complications.
Soit X une surface lisse sur k. Soit F un faisceau constructible sur X. Il existe un ouvert j: U — X
sur lequel F est lisse; soit i: Z — X le fermé réduit complémentaire.

La représentation (L) Les faisceaux ¢*F et ¢*j,j*F sont constructibles sur Z, qui est une courbe :
nous savons représenter ces faisceaux ainsi que le morphisme de recollement entre eux. Cet argument
s’adapte récursivement au cas ou X est de dimension supérieure.

La représentation (!) La représentation comme conoyau s’adapte immédiatement en dimension
quelconque : nous avons décrit la représentabilité de fiA pour tout morphisme étale f entre k-variétés.
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La représentation (x) Il s’agit ici de décrire des morphismes de faisceaux a: p,M — p, N, ou
p:Y — X et p: Y — X sont des morphismes finis et M, N sont des A-modules de type fini. La
difficulté est le cas (inexistant si X est une courbe) ou dimY = dimY”’ = 1 : le morphisme « peut
étre non nul, par exemple si Y = Y”, et les faisceaux p,A et g, A ne sont pas représentables par des
schémas sur X.
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cHAPITRE |V

Calculabilité de la cohomologie et algorithmes existants

Soit X un schéma de type fini sur un corps algébriquement clos k. Soit n un entier inversible
dans k. Les groupes H'(X,Z/nZ) sont des Z/nZ-modules de type fini, dont la question du calcul
effectif a été extensivement étudiée. D’abord prouvée en caractéristique nulle par Poonen, Testa et
van Luijk [PTv15, Th. 7.9], la calculabilité de ces groupes a été démontrée en 2015 par Madore et
Orgogozo [MO15, Th. 0.1]. L’algorithme décrit dans leur article est résumé dans la section IV.1; nous
y montrerons que sa complexité est primitivement récursive. Les seuls algorithmes pour lesquels des
bornes de complexité sont connues concernent le cas particulier des courbes projectives lisses. Dans
ce cas, seul le groupe Hl(X ,Z/nZ), qui s’identifie d’aprés le théoréme 2.4.2 au groupe de n-torsion
de la jacobienne de X, présente un intérét. La meilleure complexité pour le calcul de ce groupe est
atteinte par l’algorithme probabiliste de Couveignes [Cou09], décrit dans la section IV.2. Cependant,
cet algorithme se cantonne au cas des courbes définies sur un corps fini, et nécessite d’avoir calculé au
préalable la fonction zéta de la courbe en question. L’algorithme de Huang et Ierardi [HI98], pensé pour
le comptage de points des courbes sur les corps finis, s’adapte quant & lui a tous les corps calculables
munis d’un algorithme de factorisation. Une 1égére modification, détaillée dans la section IV.3, permet
méme de 'adapter au calcul de la division par n dans PicO(X ). Enfin, plus récemment, Jin a proposé
une méthode de calcul de la cohomologie des faisceaux lisses sur les courbes lisses, ainsi que des bornes
de complexité explicites [Jin20]. Son algorithme est expliqué dans la section IV.4.

IV.1 Calculabilité : algorithme de Madore et Orgogozo

IV.1.1 Représentation des objets et résumé de P’algorithme

Soient k£ un corps algébriquement clos et £ un nombre premier inversible dans k. Notons A I’anneau
Z/VZ. Les schémas de type fini sur k sont représentés par recollement de schémas affines comme décrit
dans I’annexe B.1.1.

Théoréme 4.1.1. [MO15, Th. 0.1] Il existe un algorithme calculant les groupes de cohomologie
H'(X,A) d’un schéma X de type fini sur k, ainsi que 'application H'(X,A) — H*(Y; A) déduite par
fonctorialité d’'un morphisme ¥ — X.
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Soit X un schéma de type fini sur k. Notons d la dimension de X. L’algorithme procéde de la fagon
suivante. Il commence par calculer les r premiers étages d’un hyperrecouvrement X, — X dont les
composantes sont des K (m, 1) pro-¢ et tel que la cohomologie de X soit celle du topos total Tot X,
associé a ’hyperrecouvrement (voir début de la section IV.1.4). Dés que r > d, le morphisme canonique

RI(Tot Xe<,, A) — RI(Tot X,, A)

est un quasi-isomorphisme. La cohomologie de Tot X,¢, est calculée a I'aide d’approximations X £<)r
de Xo<r, constituées de (-revétements galoisiens des composantes connexes de X,,, vérifiant

H'(Tot Xe<,, A) = colimy H(Tot xW A).

o)
La cohomologie de Tot X 2)7- est déterminée explicitement & partir d’une résolution de Godement
tronquée du faisceau A. Il reste & déterminer des entiers «, 5 tels que
HY (X, A) = im(H (Tot X'% | A) — H (Tot X2 | A)).

<r? or?

N

or

La cohomologie de Tot X, est également ’aboutissement d’une suite spectrale dont les coefficients

de la premiére page sont les H (Xio‘)7 A). Chaque composante connexe de X; est un K (7, 1) pro-¢, et

les Xi(’\) correspondent & des quotients 7 du pro-£ groupe fondamental 7 de cette composante; il y
a pour tout entier naturel j un isomorphisme canonique

HY (7, A) = colimy H/ (zV), A).

Un résultat sur les systémes inductifs de suites spectrales permet de déterminer des entiers a,b tels
que . , 4
H’ (7, A) = im(H’ (n(a),A) — H’ (w(b), A))

et par conséquent les entiers «, 8 cherchés.

IV.1.2 Fibrations en courbes élémentaires

Définition 4.1.2. Soit f: X — S un morphisme de schémas. Il est appelé courbe élémentaire sur S
s’il peut étre plongé dans un diagramme commutatif

X2y« D
S
S

oit X =Y — D, le morphisme f est une courbe relative projective lisse a fibres géométriquement
connexes, et g est un revétement étale a fibres non vides. Une courbe /-élémentaire est une courbe
élémentaire f: X — S telle que le faisceau R! f,Z/(Z soit {-monodromique (voir définition 1.4.6). Un
morphisme de schémas est appelé polycourbe (¢-)élémentaire s’il admet une factorisation en courbes
(¢-)élémentaires.

Le résultat suivant, di & M. Artin, affirme que tout schéma lisse sur un corps algébriquement clos
est, localement pour la topologie de Zariski, une polycourbe élémentaire.

Proposition 4.1.3. [SGA43, XI, Prop. 3.3] Soit X un schéma lisse sur un corps algébriquement clos k.
Soit z € X un k-point. Il existe un ouvert U de X contenant x tel que U — Spec k soit une polycourbe
élémentaire.
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Afin d’appliquer au schéma X la théorie des pro-¢-groupes, il suffit de montrer que I’on peut suppo-
ser, aprés changement de base étale, que 'ouvert U de la proposition est une polycourbe ¢-élémentaire.
Ceci se montre de la fagon suivante : si U — k se factorise par une courbe élémentaire g: U — V, et
si V/ désigne un revétement étale de V trivialisant le faisceau Rlg,A (qui est lisse par [SGA1, XIII,
Cor. 2.9]), le changement de base U xy V' — V' est une courbe ¢-élémentaire. Une récurrence sur
la dimension permet de conclure. Voici comment construire V' : soit 7 le point générique de V. Le
Gal(7|n)-module H' (U, A) se calcule comme un groupe de cohomologie d’une courbe (par exemple
avec ['un des algorithmes des sections IV.3 et IV.4); si ' — n est une extension finie séparable par la-
quelle se factorise I’action de Gal(7j|n), un ouvert étale sur V de la normalisation de V' dans n’ convient
pour V.

Enfin, les polycourbes ¢-élémentaires sur k sont des K (m, 1) pro-£. En effet, si f: ¥ — X est une
courbe f-élémentaire et 77 est un point générique géométrique de X, il y a une suite exacte

1— 77Ny, = ao YY) = aOTNX) - 1.

Par récurrence sur la dimension relative de f, partant du cas des courbes affines lisses sur k£ déja vu
dans la proposition 2.6.8, on peut supposer que X — Speck et Y; — 7 sont des K (m, 1) pro-£. Ainsi,
pour tout faisceau ¢-monodromique F sur Y,

RI(Y, F) = RO(X,Rf,F) = RO(7Y 74 (X), RO (7}~ (Xy, Fy)) = RO(xP07(Y), Fy).

Complexité de la construction lorsque X est lisse Soit z € X. Montrons que la construction
d’un voisinage étale de (X, x) qui est une polycourbe (-élémentaire sur Speck est primitivement ré-
cursive. D’aprés les explications ci-avant, il suffit de construire un voisinage de Zariski de (X, x) qui
est une polycourbe élémentaire. Cette construction est décrite explicitement dans [SGA43, XI, Prop.
3.3] : supposons X plongé dans un espace affine A”. La construction commence par considérer un plon-
gement projectif de la normalisation X de I’adhérence de X dans P". Le point clé est la construction
d’hyperplans en position générale Hy, ..., Hy_1, oit d = dim X, qui coupent X et Y transversalement
et contiennent x. Ceci est décrit dans 'annexe B.3.2. Le reste de la construction se résume a un écla-
tement et & la détermination d’un ouvert de lissité par critére jacobien. Comme toutes ces opérations
sont primitivement récursives, étant donné x € X(k), la construction d’un voisinage de X qui est
une polycourbe /-élémentaire est primitivement récursive. L’annexe B.1.2 assure alors qu’il existe un
algorithme primitivement récursif qui recouvre X par des polycourbes ¢-élémentaires.

IV.1.3 Calcul explicite de la filtration de Frattini itérée

Soit X une courbe intégre lisse sur k£ de genre non nul. Notons 7 le complété pro-¢ du groupe
fondamental de X. D’aprés [Dix+99, 1.20], le sous-groupe de Frattini ®(7) de 7 est alors le groupe
7,7, et le quotient 7/® () est canoniquement isomorphe a H* (7, ;)Y comme vu  la proposition

|
2.7.1.

Définissons comme dans [MO15, 3.3], la filtration de Frattini descendante par m; = m, puis
a1 = (7PN 7N et considérons les quotients 7 = /7N, En particulier, 7 est un

quotient de 7D, D’apreés [Dix+99, 1.116.(iii)], les 71N forment une base de voisinages de 1 dans 7,
ce qui entraine que le morphisme m — limy>2 7 est un isomorphisme. Soit X un revetement de X
correspondant & 71V,

Nous avons vu dans la section I1.7.1.1 comment calculer X2, alors noté Xs. Evaluons la complexité
de cette construction. Afin de simplifier la présentation, supposons d’abord X projective ; notons g son
genre. Nous avons vu dans la section 11.7.1.3 que

g(XP) =14+ 629(g = 1) ~y g g%
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Le genre de XM est alors

29029

g(XxM) = Og.e g€2g+2gz2g+~~+2g429+29€29+'"+292“"'

B

ot le nombre de termes horizontaux et de termes verticaux est A. D’autre part, si X = X—{P,...,P},
la courbe X5 a £"~2 points au-dessus de chaque P;, et

=2

[HY (X, ) > 00

Ainsi, dans tous les cas sauf £ = 2 et X = G,,, la complexité du calcul de X est une exponentielle
a A étages : ce n’est pas une fonction élémentaire en (gx,r, \).

Remarque 4.1.4. La filtration considérée dans [MO15] est plus fine que la filtration de Frattini;
elle consiste & itérer, pour un sous-groupe H de m, H — H'[H,x], et non H'[H, H] comme dans
la filtration de Frattini. Cependant, une partie des bornes explicites obtenues sur les constructions
s’exprime uniquement en termes de la filtration de Frattini.

IV.1.4 Topos (-étale \-approché d’un schéma simplicial

Soit X un schéma. Soit A un entier naturel non nul. Le topos /-étale A-approché X de X est le
topos des faisceaux sur X trivialisés par le revetement X[ — X. Clest le topos associé au site X
dont les objets sont les quotients (finis étales) de X" — X. Un faisceau constructible sur X n’est
rien d’autre qu'un 7*-module.

De méme, il est possible d’associer & un schéma simplicial X, un topos X.()‘). Le topos total associé
est noté Tot Xﬁ’\) ; un objet de ce topos est la donnée, pour tout ¢ et tout ouvert U du site X; , d’un
ensemble F;(U), fonctoriellement en i et en U. On définit de méme les topos Tot X, (resp. Tot Xepet),

en remplagant le site X; » par le site étale (resp. ¢-étale, voir section 1.4.3) du schéma X;.

Soit F, un faisceau abélien du topos Tot Xﬁ)‘). La construction pour chaque ¢ d’une résolution
flasque F? de F; permet de représenter RI'(Tot XSA),J-'.) par le complexe total associé au complexe
double (I‘(Xi(’\),]-"f )i,j- Une telle résolution flasque se détermine en choisissant un point géométrique
de chaque composante connexe de Xy, puis en calculant toutes ses images dans Xj,..., X, par les

applications de bord et de dégénérescence. Ceci fournit un ensemble fini de points, qui forment un

topos simplicial discret Po<,. Le morphisme u: Pog, — X )

o<r est a 1mage 1nverse conservative, et pour

tout faisceau F, sur Tot X.(A), le morphisme Fog, — u,u*Fog, est le début d’une résolution flasque
de Fogr. Etant donné un schéma simplicial en groupes abéliens représentant Fexr, 1l est possible de
calculer explicitement un schéma simplicial représentant u,u* Foeg, : ¢’est simplement un coproduit de
composantes connexes de XN [MO15, 4.2.1].

Par descente cohomologique, il y a un isomorphisme dans ch’(X JA) :
RI(X,A) = RI'(Tot X, A).
Si de plus chaque X; est un K (7, 1) pro-¢, il y a un isomorphisme :
RI(X,A) = RT(Tot Xeger, A).
Pour tout entier j > 0, il y a un isomorphisme :

colimy H (Tot XN A) =5 HY (Tot Xarer, A).

o/lét)
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La cohomologie de Tot X,;;, est calculée par la suite spectrale

BN =1/ (XY, A) = B (2P (X,)N, A) = HH (Tot X0, A).
Les résultats de la section suivante permettent de déterminer H’(X, A) comme I'image d’un mor-
phisme
H (Tot X 0),, A) — HY(Tot X A).
IV.1.5 Systémes essentiellement constants et cohomologie des polycourbes
(-élémentaires

Soit C une catégorie abélienne dans laquelle les colimites filtrantes existent. Soit (A;);cn un systéme
inductif d’objets noethériens dans C. Si la colimite A, est noethérienne, il existe des entiers j, k tels
que la restriction du morphisme Ay — A, a l'image de A; — A}, soit un isomorphisme.

Définition 4.1.5. Soient N un entier naturel et ¢: N — N une application. Le systéme inductif A est
dit (N, ¢)-essentiellement constant (ou (N, ¢)-ec) s’il vérifie les deux conditions suivantes :

1. pour tout entier j et tout k > ¢(j), ker(A; — Ay(;)) — ker(A; — Ay) est un isomorphisme ;
2. pour tout j > N, im(Ay — Ag(;)) — im(A; — Ag(;)) est un isomorphisme.

Un tel systéme inductif A est dit explicitement essentiellement constant (ou eec) s’il existe (N, ¢)
calculables tels que A soit (N, ¢)-ec. L’essentielle constance des systémes inductifs se comporte bien
vis-a-vis des suites exactes.

Proposition 4.1.6. [MO15, Prop. 5.6] Soit
04 —>A—-A">0

une suite exacte de systémes inductifs dans C indexés par N.
1. Si Aest (N, ¢)-ec et A” est (N”,¢")-ec alors A’ est (¢"(N), ¢)-ec.
2. Si Aest (NV,¢p)-ecet A" est (N, ¢')-ec alors A” est (N, max(¢, N'))-ec.
3. Si A est (N',¢')-ec et A” est (N, ¢")-ec alors A est (max(N', N"), ¢’ o ¢"")-ec.

Ceci implique qu’étant donné un systéme inductif de suites spectrales (Ej§ = HE19),, si chaque

(ED')y est eec et 8'il existe un entier 7 tel que EL'Y = 0 dés que ¢ > r alors (H{ %), est eec. Le résultat

suivant précise cet énoncé dans un cas particulier.

Lemme 4.1.7. Soit (Eg’q/\ - H§+q),\ un systéme inductif de suites spectrales. Supposons que pour
tous entiers p,q, le systéme inductif (EY% )y soit (NN, ¢)-essentiellement constant. Alors le systéme
(B4 ) est (¢"%(N), max(¢, ¢"~3(N))-essentiellement constant.

Démonstration. Ceci se démontre par récurrence sur r. Le groupe EﬁL 5 est un quotient de la forme
ker(fy)/im(gy), ou f et g sont des fleches de la page E,.. Par la proposition précédente et ’hypothése de
récurrence, le systéme (ker f)x est (¢" (), max(¢, ¢"~3(N))-essentiellement constant, et le systéme
(imgx)a est (¢""2(INV), max(¢, "~ 3(N))-essentiellement constant. Une nouvelle application de la pro-
position précédente montre que le systéme (E7{, \)x est (¢" ' (N), max(¢, ¢"~*(N))-essentiellement
constant. O
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Soit
X=X;—X4;.1—--— X1 — Speck

une polycourbe (-élémentaire (affine) sur k. Notons 7 le groupe fondamental pro-¢ de X et 7 un point
générique géométrique de X;. Il y a, comme vu précédemment, une suite exacte

1= a7 X)) - — a7 (X)) = 1
ou le groupe de droite est un pro-f-groupe libre, et le groupe de gauche est (par récurrence sur la
dimension) une extension itérée de tels groupes. Pour tout niveau d’approximation )\, cette suite
fournit une nouvelle suite
1) =7 o aPrefx)™ 51

ou 7} est simplement défini comme étant le noyau de 7 — 7P°7¢(X,)M. Les groupes de cette

suite se calculent explicitement. Il est montré dans [MO15, Cor. 6.4] que si (7} (X;)M), est eec,
il en est de méme pour 7§. Notons qu’un couple (N, ¢) explicitant ce fait est exhibé dans [MO15,
Prop. 6.3] : sa détermination est primitivement récursive. Par récurrence sur la dimension, il suffit
pour montrer que le systéme (Hj(w(/\),f\)))\ est eec, de montrer que c’est le cas lorsque X est une
courbe. C’est évident lorsque j = 0. Pour j = 1, nous verrons dans la section V.3.1 que le systéme est
(2, A — X + 1)-essentiellement constant. Pour j > 2, il est possible de trouver A\ tel que pour tout
A > Ao, H/ (720 A) — HI (M) A) soit nulle. 1 suffit pour cela que H' ([l A) — H7 (z[N] A) soit
nulle [MO15, Rem. 6.6], ce qui est le cas dés que Ao > 2 (voir lemme 2.7.4). Le systéme (H (7(M)| A))y
est donc également (2, A — X\ + 1)-ec.

IV.1.6 Adaptation de l’algorithme a des cas plus généraux

Variétés singuliéres Soit X un schéma de type fini sur k. Le théoréme de résolution des singularités
de de Jong assure qu’il est localement lisse pour la topologie des altérations. Ceci permet de se ramener
par changement de base au cas des schémas lisses, mais pose probléme en termes de complexité : &
moins d’étudier en détail chaque construction de [Jon96], une recherche non bornée est nécessaire pour
trouver une altération convenable.

Images directes de faisceaux constructibles Pour calculer les groupes de cohomologie d’un
faisceau constructible F, il suffit de plonger F dans un faisceau F tel que pour tout i > 0, le morphisme

R'f,F >R f,.F
soit nul. En effet, R’ f, F se calcule alors récursivement comme
R f, F = coker(R? "' f, F — RI"Lf (F/F)).

La calcul d’un tel F est décrit en détail dans [MO15, 11.4.4]. Nous donnerons une construction explicite
dans le cas des courbes dans la section V.5.2.

Cohomologie d’un complexe de faisceaux constants sur une courbe Soit X une courbe affine
lisse sur k. Soit K = [KY — .- — K] un complexe de A-modules. Considérons toujours les quotients
de Frattini 7 du groupe fondamental pro-¢ de X. Rappelons qu’il y a une suite spectrale [Stacks,
0AVG] de deuxiéme page

EY?=HP(r,H? K) = H""9(1, K).

Rappelons que pour tout p > 2 et tout g € {0... N}, le systéme (H?(7(M), HY K))y est (2, A — A+ 1)
essentiellement constant.
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Lemme 4.1.8. Pour tout entier i > 0, le systéme inductif (H' (7N, K)) x50 est (N +2, A+ A+ N +2)-
essentiellement constant.

Démonstration. Considérons la suite spectrale E5*, = H? (7N HY(K)) = HPT4(7(V, K). Le terme
E¥% est nul dés que ¢ > N. Par conséquent, toutes les fleches de la page Enio sont nulles, et la
suite spectrale converge : Es x = Eniax. Pour tous p, g, le systéme (Eg’q)\))\gg est (2,A = A+ 1)-
essentiellement constant. Le lemme 4.1.7 assure alors que le systéme (ER/,, )\ est (N +2,\
max (A, N) + 1))-essentiellement constant.

Le groupe H (7)) K) est extension itérée des E%il)\ avec p+ q = i. Plus précisément, il y a une suite
exacte courte de groupes abéliens

0= A;x = H(@W K) = B, =0

puis, pour 1 < r <4 — 1, une suite exacte courte

Ti—T

0— Ai,,«))\ — Ai,TJrL)\ — EN+2,/\ —0

et enfin une suite exacte courte
i,0 i—1,1
0= ENigy— Ain = Enyyy — 0.
D’aprés les résultats précédents, le systéme inductif (A x)x est (N + 2, max(A = A +2,N + 1))-
essentiellement constant. Une récurrence immédiate donne alors que H'(7)| K) est (N + 2,
max(N + 1, A + N + 2))-essentiellement constant, c’est-a-dire (N 4+ 2, A\ — XA + N + 2)-essentiellement
constant. O

IV.1.7 Remarques sur la complexité de I’algorithme

Proposition 4.1.9. Soit X un schéma lisse de type fini sur un corps algébriquement clos k. Soit
¢ un nombre premier inversible dans k. L’algorithme décrit dans [MO15] qui calcule les groupes de
cohomologie H? (X, Z/¢Z) pour j € {0...2dim X} est primitivement récursif.

Démonstration. Nous avons montré ci-dessus que le calcul d’un hyperrecouvrement de X par des

K (m, 1) pro-¢ était primitivement récursif, de méme que le calcul des r premiers étages d’une résolution
(A]

flasque du faisceau Z/¢Z dans chaque topos Tot X.gr- Nous avons vu qu’il en est de méme, pour tout

entier j < 2dim X, des fonctions explicitant le fait que le systéme inductif (H?(Tot X, ) A))x est

o1’
essentiellement constant. O

De la difficulté de montrer qu’il est élémentaire Considérons la forme la plus simple de I'al-
gorithme, qui calcule les H'(X, A) pour un schéma X intégre lisse de type fini sur k. Notons d sa
dimension. Soit X, un hyperrecouvrement étale de X. Notons s; (resp. D;) le nombre (resp. le degré
maximal sur X) des composantes connexes de X;. Alors

sit1 < s;D; et Dy < D7

e
Remarquons que dés que l'une des composantes connexes de X est galoisienne de degré b sur son
image dans X, le nombre de composantes connexes de X, est supérieur & b". Déja lorsque X est une
courbe, les systémes (Hq(XI(,A), A))x pour 2 < g < rsont (2, A — A+ 1)-essentiellement constants pour
la filtration de Frattini, et nous n’avons pour l'instant pas de borne pour une autre filtration. Dans le
cas d’un schéma de dimension supérieure, nous n’arriverons certainement pas & obtenir mieux. Il faut
donc s’attendre & ce que la premiére page

EP =HY(XM,A)
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de la suite spectrale calculant H’ (X, A) soit constituée d’au moins r x r systémes inductifs, dont au
moins (r —2) X r ne sont pas constants. Le raisonnement du lemme 4.1.7 montre alors que par exemple

(H"(Tot XEQT,A))A est (r —4,A — X+ r — 5)-essentiellement constant. Comme ’algorithme prend
pour r un nombre strictement supérieur & la dimension d de X, il faut s’attendre & calculer au moins
le (d — 4)-iéme revétement de Frattini d’une courbe, dont la complexité est une exponentielle & d — 4
étages, qui n’est pas une fonction élémentaire en d. Il faudrait donc, afin d’obtenir une complexité
élémentaire, trouver des bornes sur ’essentielle constance des systémes ci-dessus pour une filtration

plus fine, comme celle proposée dans [MO15, §3].

IV.2 L’algorithme de Couveignes

IV.2.1 Données et principe de ’algorithme

Soient £ un nombre premier, et [, un corps fini de caractéristique différente de ¢. Soit j un entier
naturel. Soit X une courbe projective intégre lisse sur I, de genre g, décrite par un modéle plan et
ses branches singuliéres comme dans ’annexe C.1.2. L’algorithme décrit dans [Cou09] a pour but de
calculer des diviseurs représentant les éléments de J(F,)[¢’]. Nous nous contentons ici de résumer cet
algorithme et de décrire en IV.2.6 le travail restant a faire pour généraliser 'algorithme a la division
par n dans J(F,).

Soit i un entier naturel. Soit () une puissance de g assez grande pour que |J(Fg)[(?9]| = ¢29. La
procédure décrite dans la section IV.2.2 permet de tirer aléatoirement des diviseurs non principaux
dans J(Fg) qui engendrent un sous-groupe de J(Fg) de petit indice. L’application de Kummer décrite
dans la section IV.2.4.2 permet de leur associer des éléments d’un sous-groupe H C J(Fg)[¢], ou i
est un entier naturel. En choisissant i assez grand, il est possible de faire en sorte que le sous-groupe
H contienne J(Fg)[¢?]. Le couplage de Weil permet alors de retrouver J(F,)[¢’]. La complexité de
I’algorithme de Couveignes est donnée par le résultat suivant.

Théoréme 4.2.1. [Cou09, Th. 1] Il existe un algorithme probabiliste (Monte-Carlo) qui prend en
entrée une courbe projective lisse géométriquement intégre X de genre g sur F, définie par un modéle
plan de degré d, un diviseur Fy-rationnel O = Dt — D~ de degré 1 sur F, avec deg Dt = O(g),
un nombre premier ¢ ne divisant pas ¢, un entier naturel j et la fonction zéta de X, et renvoie une
Z /¥ -base de Pic(X)(F,)[#’] dont les éléments sont des diviseurs de la forme G — gO ou G est effectif.
Le nombre d’opérations arithmeétiques effectué¢ par ’algorithme est polynomial en d,g,logq et ¢ ;
I'algorithme renvoie un sous-groupe de Pic(X)(F,)[#], qui est le groupe entier avec probabilité > %

IV.2.2 Tirage aléatoire de diviseurs

L’algorithme de Couveignes construit un sous-groupe assez grand de Pic’(X)(F,) en tirant aléatoi-
rement des diviseurs Fg-rationnels sur X. L’idée est la suivante : le modéle plan donné de X fournit
un morphisme z: X — P! L’image par x de l’ensemble P(r,q) de F -places de X de degré r est
incluse dans I’ensemble U(r, ¢) des polynomes unitaires irréductibles de degré r sur F,. Le tirage des
diviseurs est réalisé en tirant aléatoirement selon une distribution uniforme un polynéme unitaire de
degré r & coeflicients dans Iy, puis en testant son irréductibilité, avant de calculer le cas échéant ses
antécédents dans P(r, q). Le choix d’un diviseur effectif 2 de degré r sur X détermine une application
P(r,q) — Pic’(X)(F,), a — [a] — Q. 1l existe une unique mesure p sur P(r, q) telle que les fibres non
vides de P(r,q) — U(r,q) soient de méme mesure, et tous les points d’une méme fibre aient la méme
mesure. La mesure de I’ensemble des places dans P(r, q) d’image non nulle dans Pic’(X)(F,) est alors
supérieure a %v et au bout de 2d tirages, la probabilité d’avoir obtenu un diviseur non trivial est
supérieure a 3.
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Cette méthode permet de construire par tirages successifs des diviseurs engendrant avec probabilité
> 1 un sous-groupe G de Pic’(X)(F,) d’indice inférieur & une borne ¢ fixée. Pour que la complexité
de ’algorithme reste polynomiale en les entrées, il n’est pas possible d’obtenir ainsi Pic’(X)(F,) tout
entier; il est toutefois loisible de choisir ¢ linéaire en d et g (dans l’article, « = max{48¢, 24d, 720}).

IV.2.3 Groupes /-divisibles

Soit x¢ la réduction mod ¢ du polynome caractéristique de ’endomorphisme de Frobenius sur Jx.
1l se factorise en

xe(t) = (t = 1)°f(1)
oit f+(t) est premier & t — 1. Le lemme de Hensel permet de relever cette factorisation en une unique
factorisation en produit de polynémes unitaires

X(t) = f(6)f(1) € Zo[t]-

Soient e, et les idempotents de Z[t]/x correspondant respectivement aux éléments (1,0) et (0,1) de
Zo[t)] f x Zg[t]] f+. Les éléments eq(¢,) et ei (¢,) définissent des endomorphismes du groupe Jx [(*°],
et leurs images respectives sont les sous-groupes (-divisibles G; et G de Jx[¢*°]. Ceci définit une
décomposition

Jx[(>°] = G x Gt

en produit de deux groupes ¢-divisibles.

IV.2.4 Une surjection J(F,) — J[¢](F,)
IV.2.4.1 Détermination d’une extension de corps adéquate

Soit A une variété abélienne sur F,. Soit G un sous-groupe de A[¢*°]. Pour une extension L de Fy,
notons G(L) = GN A(L). Soit x € Z[t] le polynoéme caractéristique de l’automorphisme de Frobenius
sur A. Voici comment déterminer une extension L/F, telle que G[¢/](L) = G[¢](F,). Considérons
I’application

(Z/P7)[t]/(x mod #) — End(G[¢])

qui envoie ¢ sur 'automorphisme de Frobenius ¢,. L’ordre de ¢, dans Aut(G[¢’]) est le degré de la
plus petite extension de I, sur laquelle sont définis tous les points de G[¢]. Tl divise I'ordre de t dans

(z/oz)lt)/x)"

Dans le cas ou G est le groupe G; de la section précédente, voici comment déterminer cet ordre.
Soit b la valuation (¢t — 1)-adique de x € F([t]. L’entier v = [log, b] vérifie (t — 1)¢" = 0 € Fy[t]/x, et
I'ordre de t dans (F[t]/x)* divise £7. Par conséquent, l'ordre de ¢ dans (Z/FZ[t]/x)* divise £YT7~1.
Dans le cas ou G = Jx, 'ordre de ¢ divise

Ay = plog,(29)1+5—1 H(gfi _ 1)
ot les f; sont les degrés des facteurs irréductibles de y modulo ¢.

IV.2.4.2 L’application de Kummer

Soit A une variété abélienne sur F;. Soit G un sous-groupe (-divisible de A[¢*°]. Supposons que
G[¢’)(F,) = G[¢?](F,). Pour chaque P € G(F,), choisissons un point Rp € G(F,) tel que #/Rp = P.
Associons a P 1’élément

Ky o(P) = R — Rp € G[)(F,) = G[F](F,).
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Ceci définit un isomorphisme de groupes abéliens
K g4: G(Fq)/EjG(Fq) - G[W’](Fq)-

Il n’est évidemment pas question de calculer explicitement 1’élément Rp : cet isomorphisme se calcule
de fagon plus efficace. Comme vu dans la partie précédente, il est possible de calculer un entier a tel
que t* = 1 dans (Z/¢?Z)[t]/x. En relevant cette identité a Zg, il existe un unique M;, € Z[t]/x tel
que t* — 1 = M; (¢)¢?. L’isomorphisme de Kummer ci-dessus s’identifie alors & P — M; (¢q)(P).

IV.2.5 Calcul de la /-torsion du groupe de Picard

Soit @ = ¢“"V" " Alors G4[¢](Fg) = G1]¢)(F,). On commence par tirer des éléments de .J(F)
qui engendrent un sous-groupe d’indice inférieur & ¢ = max(48¢, 24d, 720). L’image de ce sous-groupe
par la composition de morphismes surjectifs

J(Fq) Y Gy (Fo) 28 G, [0)(Fo)

est un sous-groupe H de G1[¢’](Fg) d’indice au plus ¢. Dés que j est supérieur a ¢ = [log, ], le
sous-groupe H contient G [¢?~°|(Fg) = G, [’ ~?](F,). Calculer I'ordre des éléments de H permet alors
de déterminer G, [¢’~°](Fp). Le groupe J[¢?~%](F,) s’en déduit comme le noyau de I’endomorphisme
g — id de G1[61~°)(Fg).

IV.2.6 Racines n-iémes d’éléments non nuls de Jx(F,)

Soit n un entier naturel premier & ¢. L’algorithme de Couveignes produit les éléments de n-torsion
de Jx (F,). Une question plus générale, et qui sert dans le calcul de la cohomologie des courbes affines,

est la suivante : étant donné un élément D € Jx(F,), déterminer D' € Jx(IF,) tel que nD’ = D.
L’endomorphisme ¢, —id de Jx étant surjectif, il existe Dy € PicO(X) tel que D = D(f“ — D;. Notons
Tp, la translation par D; sur Jx. Alors I'application

ng’q oTp,: Gl(FQ) — {E (S Gl(FQ) | nk = D}

est surjective. La méme procédure que précédemment permet alors de tirer un élément non trivial de
J(Fq), de calculer son image dans G (FFg) puis par translation un antécédent de D par [n]g, r,)- Ici,
connaissant déja .J[n], il suffit de trouver un seul antécédent. Etant donné D, le probléme du calcul
dans J (E) d’un antécédent par la multiplication par n se réduit donc au calcul d’un antécédent par
g —id.

En fonction des objectifs de complexité, cette réduction peut ou non apporter un bénéfice : l'isogénie
de multiplication par n est de degré n?9, alors que ¢, — id est de degré O(¢?). Cependant, il n’y a
a la connaissance de I'auteur de ces lignes pas de méthode efficace pour calculer un antécédent par
¢q — id. Une possibilité serait d’employer un analogue de I’algorithme de Huang-Ierardi présenté dans
la section suivante, qui consisterait étant donné un diviseur D a chercher explicitement des diviseurs
F tels que F'%e — F soit équivalent & un diviseur trés simple (voir définition 4.3.4) équivalent & D.
Cependant, la complexité de cet algorithme serait au moins linéaire en q.

IV.3 L’algorithme de Huang et lerardi

Dans toute cette section, Cy = Proj ko[z,y, z]/(f) désigne une courbe projective plane intégre sur
ko = Fy, et Xy désigne sa normalisée. Notons d le degré de f et g le genre de Xy. Notons X = X Xy, k.
Soit Jx la jacobienne de X.

88



IV.3.1 Structure de ’algorithme
IV.3.1.1 Données et hypothéses

La courbe Cj est décrite par le polynéme homogéne f € ko[z, vy, z] de degré d. Pour le calcul de Cj

étant donné Xy, et vice-versa, voir les annexes C.1.2 et C.1.1.1. Notons Q1, ..., @, les points singuliers
de C, et my, ..., m, leurs multiplicités respectives. Rappelons que r < (dgl). Les singularités de C sont
supposées ordinaires; ceci s’obtient par des transformations quadratiques [Kol07, §1.7], et demande
éventuellement de remplacer C' par une courbe C’ de degré d' = O(2d2). Supposons C remplacée par
C’, et d par d'.
Pour chaque i € {1...7} est donnée (voir [HI98, §3.3]) une courbe Cy, birationnelle & C' sur laquelle
Q; a m; antécédents @y, ; elle est obtenue en éclatant C' en @);. Il est possible que la courbe C contienne
un point Qr dit "terrible" (voir [FW89, Appendix A, p113], qui est alors unique. Il peut é&tre régu-
lier ou singulier. Notons my sa multiplicité. Il est toujours possible de construire, en au plus deux
transformations birationnelles [HI98, §3.3], une courbe C’. birationnelle & C' sur laquelle Qr a mr
antécédents réguliers et non terribles. Si T' est régulier, il sera parfois traité de la méme fagon que les
points singuliers, ce que nous préciserons le cas échéant.

Le corps fini ko est supposé assez grand (d° < |ko|) pour pouvoir énumérer un nombre suffisant
d’éléments distincts dans ko dans les diverses constructions, ainsi que pour contenir les coordonnées
des @Q; et des @;; (ce qui nécessite de remplacer le corps de départ par une extension de degré au plus
d’3!), ainsi que d’un point régulier de C, qui sera noté oo. Dans la description de I’algorithme, nous
supposerons que kg a été remplacé par une telle extension.

IV.3.1.2 Le résultat

L’algorithme développé par Huang et Ierardi avait pour but principal le comptage de points sur
les courbes, d’ot le premier énoncé. Cependant, les calculs de complexité présentés dans [HI98, §5.4]
démontrent également le second résultat.

Théoréme 4.3.1. [HI98, Theorem 1.1] Soit d € N. Il existe un réel a > 0 et un algorithme probabiliste
Las Vegas qui prend en entrée une puissance ¢ d’'un nombre premier, un entier n et une courbe projective
plane Cy C ]P’?Fq de degré d n’ayant que des singularités ordinaires, de normalisée Xy, et qui renvoie le
A[&g]-module H' (X xp, Fy, 11,) en O((dlog(q))?") opérations dans F, dés lors que n = O(d?logq).
La probabilité de succes de I'algorithme est supérieure a 5.
Proposition 4.3.2. Soient n,d deux entiers naturels. Soit ¢ une puissance d’un nombre premier p.
1l existe des entiers «, 8 > 0 et un algorithme déterministe qui prend en entrée une courbe projective
plane Cy C IF’IZFq de degré d n’ayant que des singularités ordinaires, de normalisée Xy, et qui renvoie le

A[®¢]-module H' (X x, Fy, 1) en Omd7q(p°‘d3!(dn)dﬁ) opérations dans IFy.

L’énoncé correspondant pour une courbe plane quelconque s’obtient en remplacant d par 2¢ dans
la complexité. Nous nous servirons par la suite du résultat suivant, qui se déduit des précédents en
adaptant l'algorithme de Huang et lerardi en suivant les remarques 4.3.5, 4.3.6 et 4.3.8, a ’aide des
calculs de complexité effectués dans les sections 1V.3.4.1 et 1V.3.4.2.

Proposition 4.3.3. Soit d € N. 1l existe un algorithme probabiliste (Las Vegas) qui prend en entrée
une puissance ¢ d’'un nombre premier, un entier n, une courbe projective plane Cy C IP’IQFQ de degré d et

de genre g n’ayant que des singularités ordinaires, de normalisée Xy, et un diviseur F' = F* — F~ ¢
Div’(Xo)(F,) avec deg(F*) < g, et qui renvoie le A[&g]-module

{[D] € Pic"(Xy xx, Fy) | n[D] = F}

89



en P(d, g,n,log q)o(94) opérations dans Fg, ot P est un polynome. La probabilité de succés de 1’algo-
rithme est supérieure a %
IV.3.1.3 Reésumé de I’algorithme

L’algorithme de Huang et Ierardi est essentiellement ’algorithme de Brill-Noether (voir annexe
C.3.2) appliqué a un diviseur générique. Il consiste a considérer un diviseur D dont les coordonnées
des points du support sont des indéterminées, calculer un diviseur équivalent & nD, et construire
comme dans ’algorithme de Brill-Noether une fonction dont nD est le diviseur. L’existence d’une telle
fonction se traduit par des équations sur les indéterminées ; il suffit alors de trouver des points dans le
schéma défini par ces équations.

Définition 4.3.4. Un diviseur D = > a;P; € Div(X) est dit trés simple si les P; sont des points
réguliers non-terribles deux & deux distincts de C' et si a; = £1 pour tout .

Soit D € Div"(X). Rappelons qu’un point co € X a été fixé. Le théoréme de Riemann-Roch assure
que Pespace L(D + goo) est non vide; il existe donc un diviseur effectif E de degré g sur X tel que
E — goo soit équivalent & D. Par conséquent, les diviseurs de degré zéro seront représentés par un
diviseur équivalent de la forme E — goo avec E > 0.

Tout diviseur effectif D de degré g sur C s’écrit de fagcon unique D = D; 4+ D5, ou le support
de D; est constitué de points de X au-dessus de points singuliers ou terribles de C et deg(D1) < g.
Pour chaque D (décrit explicitement comme ), a;Q;), lalgorithme cherche les Dy (décrits par des
indéterminées) de degré g — deg(D;) tels que Dy + Dy — goo soit un diviseur de n-torsion. Soit donc
D = D; + D5 un diviseur effectif de degré g sur X. L’algorithme construit un diviseur trés simple D’
(dont les coordonnées s’expriment en fonction de celles de Ds) équivalent a n(D — goo), puis vérifie
si D’ est principal. Il construit un polynéme homogéne G, de fagon a ce que D’ soit principal si et
seulement §’il existe un numérateur Gy tel que D’ = div(Gy/G). Une condition nécessaire et suf-
fisante d’existence d’un tel numérateur est donnée par des équations portant sur les coordonnées de Ds.

Ceci fournit un schéma affine Sp, dont chaque k-point paramétre un diviseur Ds tel que n(D1+ Ds)
soit principal. Soit S le coproduit des Sp,. Alors chaque classe de diviseurs de n-torsion contient au
moins un diviseur décrit par un point de S. Le morphisme S — J[n| qui & un diviseur associe sa
classe est constant sur chaque composante irréductible ; il suffit donc de trouver un point dans chaque
composante pour obtenir un diviseur de chaque classe.

Remarque 4.3.5. Cet algorithme peut également s’adapter, comme nous le verrons, 4 la recherche des
racines n-iémes dans Pic’(X) d’un diviseur de degré zéro F fixé : il convient de construire un diviseur
trés simple équivalent & n(D — goo) — F, ou D = Dy + Dy avec Do décrit par des indéterminées.

IV.3.2 Construction d’un diviseur trés simple
IV.3.2.1 Pour un diviseur connu

Voici comment déterminer un diviseur trés simple équivalent & un diviseur donné n(D — goo).
Soit P € |D| : c’est un point de X, dont I'image dans C est peut-étre singuliére. Soit f: Cp — C
un morphisme birationnel tel que P corresponde au point régulier (0,0) de C}; il se construit par
transformée quadratique. Choisissons des éléments rq,...,r, deux & deux distincts de k. Supposons
donné un ensemble fini Sp de points "a éviter" de C. Soit ap € k tel que les droites L; d’équation
y = (r; + ap)x vérifient :
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e Chaque L; intersecte C', seulement en des points réguliers et non terribles dont I'image par f a

un unique antécédent

e Chaque droite L; intersecte C'» en deg(Cp) points affines

e L,NSp=y

Les deux premiers points assurent que le diviseur div(L;) — (0,0) est trés simple sur Cp, et que
son image dans C' est encore trés simple. Le troisiéme point assure que le support de ce diviseur sur
C'% ne contient aucun point de Sp. Un tel ap vérifie que le diviseur du produit Lp := Ly - - - L,, sur la
partie affine de C% est égal & nP + Ap, ou Ap est un diviseur effectif trés simple dont le support est
disjoint de Sp U {P}.

Pour construire un diviseur trés simple équivalent & n(D — goo) ou D = Dy + Dy comme pré-
cédemment, Huang et Ierardi commencent par appliquer cette procédure & D;. Posons T = |Ds|
et pour un premier point P € |Dy|, Sp = (C% — C)~'T. Ceci donne un produit Lp tel que
div(Lp) = nP + Ap € Div(Cp N A?) avec Ap effectif trés simple. Pour chaque P, ils appliquent
ensuite la procédure au point co € C’, en remplacant S par (S U|Ap|) — {oo}. Ceci fournit un poly-
nome L', de diviseur noo+ Bp. Le diviseur de la fonction rationnelle f—,}}z est alors nP —noo+ Ap — Bp.
Le diviseur trés simple Ap — Bp est équivalent & nP — noo, et son support disjoint de celui de D. Pour
passer au point P suivant, il suffit de remplacer T par T'U |Ap — Bp|. Cette construction donne un
diviseur D} = D" — D™ équivalent & n(D; — deg(D;)oc).

Pour Dy, la procédure est plus simple : nul besoin de courbes C, puisque les points du support
de D5 sont déja réguliers. L’ensemble S considéré pour chaque P € |Ds| est |D}| U |Ds| — |P|. Pour le
point oo, la méme procédure est appliquée avec S = |D7| U |Dz| — {o0}.

Remarque 4.3.6. Soit F' un diviseur de degré 0 sur X. Supposons qu’il est de la forme Dp — goo.
Afin de trouver un diviseur trés simple équivalent & n(D — goo) + F, la procédure ci-dessus peut étre
appliquée & Dp (en cherchant une seule droite pour chaque P € |Dp| et non pas n) pour le rendre trés
simple, puis & D en ajoutant & chaque ensemble Sp les points du support de F'.

IV.3.2.2 Pour un diviseur indéterminé

Fixons un diviseur D; de degré d; < g dont le support ne contient que des points singuliers
ou terribles de C. Notons ds = g — d;. L’algorithme cherchant les Dy tels que Dy + Dy — goo soit
de n-torsion procéde de la facon suivante. Soit |Ds| un ensemble de dy éléments, qui représente
moralement le support du diviseur Dy cherché. Fixons deux familles (rp;)pe|p,|,1<i<n € k™2 et
(TP,0o,i) Pe|Da|1<ic<n € k™2 d’¢léments de k deux & deux distincts. Fixons également un ensemble
A C k%1 de familles a = (ap) Pe|Ds|u{oc}- Ces deux ensembles serviront a paramétrer des droites
passant par les points de |Ds|. Soit a € A. Soient dy triplets d’indéterminées (xp,yp, zp)pe|D,|, qui
représentent les points de Do. Nous noterons k(Ds) le corps k((xp,yp, 2P) pe|Da))-

Notons, pour tout ¢ € {1...n} et tout P € |Ds|, Lp; = (y —ypz) — (rp; + ap)(x — xpz) €
k(D2)[z,y, 2], et Lpooi = (Y — Yoo?) — (TPco,i + Goo)(T — Tooz). Supposons, quitte & changer A, que
pour tout @ € |D}| U Sing(C), Lpo,i(zg,¥yq,2q) # 0. Considérons les conditions suivantes sur ces
indéterminées :

e pour tout point singulier ou terrible Q = (zg, yq, 2g) de C, pour tout ¢ € {1...n}, pour tout

Pe|Dsf, Lpi(rq yq:zq) # 0;
e pour tout point @ € | D] (déja calculé explicitement), pour tout ¢ € {1...n}, pour tout P € | D],
Lpi(2q:yq:2Q) # 0;
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e pour tout P € |Dy|, pour tout ¢ € {1...n}, Lpsi(zp,yp,2p) #0;

e pour tous i, € {1...n}, pour tous P # P’ € |Ds|, le point d’intersection des droites d’équations
Lp; et Lps j n’est pas un zéro du polynome f qui définit C;

e pour tout i € {1,...,n} et tout P € |Dy|, la droite d’équation Lp; n’est pas tangente a C.

La derniére condition se vérifie de la fagon suivante : les abscisses des points d’intersection de la droite
Lp; avec C dans le plan affine A% = Spec k(Dz)[x, y] sont les racines du polynéme f(z,yp + (rp; +
ap)(x—xp)) € k(D2)[x]. Les points P pour lesquels Lp; est tangente & C' en un point sont ceux tels que
le discriminant de ce polynome s’annule. La condition est donc discr(f(z,yp+ (rp;+ap)(x—xp)) # 0.
Une condition semblable est imposée pour I'ouvert affine Spec k(D3)[z, 2].

Ces inéquations définissent, pour chaque a € A, un ouvert S, de Aidz qui paramétre les diviseurs
D, tels que pour ce a fixé, les droites Lp, d’équation y —ypz = (rp; +ap)(x — xpz) vérifient les trois
conditions mentionnées précédemment, et permettent donc de remplacer n(D — goo) par un diviseur
trés simple qui lui est équivalent. En effet, soient Lo = [ P Lp;et Loo =11 pi Lpoo,i : alors le diviseur
div(%) —n(Dy — dg00) est un diviseur trés simple B = BT — B~. Par conséquent, A = B + D est
linéairement équivalent & n(D —goo). Notons A = A* —A~. Alors AT = BT+ D", et A~ = B~ +D]".

Remarque 4.3.7. Si Pensemble A est assez grand (de taille O(n?g%d), voir [HI98, 4.2, p12]), alors
chaque diviseur de Div® X est paramétré par un point de 'un des S,,a € A.

Remarque 4.3.8. La méthode décrite dans cette section fonctionne tout aussi bien, étant donné un
diviseur F' de degré nul, pour remplacer n(D; + D2 — goo) + F par un diviseur trés simple. Construisons
d’abord F’ trés simple équivalent a F, comme décrit précédemment. Ajoutons |F'| & Pensemble S
utilisé pour construire les équations. Finalement, ajoutons F’ au diviseur A. Ceci donne un diviseur
trés simple équivalent & n(D — goo) + F. Cette construction ajoute O(n) équations et inéquations et
n’altére donc pas la complexité globale de 1’algorithme.

IV.3.3 Construction d’une fonction de diviseur trés simple

La partie précédente a permis de déterminer une fonction LL—" telle que A = diV(LL—“) —n(D — goo)
soit trés simple. Il reste & tester g’il existe une fonction g—" dont A est le diviseur. Pour ce faire, la
procédure classique de l'algorithme de Brill-Noether commence par construire un dénominateur G

(explicitement, en fonction des indéterminées xp, yp, zp pour P € |Ds|) qui vérifie que A est principal

si et seulement s’il existe un numérateur Gy tel que div(g—o) = A. Des conditions nécessaires et
suffisantes pour 'existence de ce numérateur sont ensuite déterminées. Rappelons que @1, ..., Q, sont
les points singuliers de C. Notons my, ..., m, leurs multiplicités respectives. Pour chaque @;, notons
Qin,---,Qim, les points de X au-dessus de @);. Définissons pour la suite le diviseur
T mg
E= ZZ(mz - 1)Q;.
i=1 j=1

IV.3.3.1 Construction du dénominateur

Soit H € k[z,y, z] un polynéme homogene tel que div(H) — E soit effectif et trés simple. Un tel
polynome se construit explicitement en choisissant, pour chaque point singulier Q);, m; — 1 droites
passant par @; avec multiplicité m; qui intersectent C' en d — m; autres points, et en considérant le
produit de toutes les formes linéaires définissant ces droites. Pour les détails, voir [HI98, §4.3,p13]. No-
tons A. = div(H) — E. Supposons avoir calculé H avant la section précédente, et avoir ajouté |div(H)]
a chaque ensemble S de points & éviter dans la section précédente. Par construction, le degré de H est
inférieur & deg(E)d < d* : ceci n’altére pas la complexité globale de I’algorithme, et permet d’assurer
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que |div(H)| soit disjoint de |A|. Supposons fixés les ap,rp; € k, les droites Lp, € k(Ds)[x,y, 2] et
enfin les polyndémes Lo, Lo, € k(D2)[z,y, 2] comme ci-dessus. Rappelons que div(Ly,) = B~ + ndsoo,
ol B~ est la partie négative du diviseur diV(LL—OUC) —n(Dy — dgo0).

Soit U € k(D2)[uy, uy, us] le u-résultant de f et Lo, (voir annexe C.3.1). Il vérifie

U= H (xPux +ypuy + ZPuz) = (xooux + Yoo Uy + Zoouz)ndQRB(uwvuyauz)'
Pe|B—|U{cc}

Comme les coordonnées du point co sont connues, il est possible de calculer explicitement Rp,
et en particulier Rp(—2,0,2) = [[p¢ep-|(z — 2p2). La méme procédure appliquée & D1~ fournit
Rp(—%,0,z) = HPe\D{‘l(x — zpz). Posons R(z,y,2) = Rp(—%,0,2)Rp(—=2,0,x). Supposons que
div(R) soit trés simple et que son support soit disjoint de AT + A,, et définissons G = HR. Alors
le diviseur de G, est supérieur & A~ + E + A,, et s’écrit

div(Geo) =A"+E+ A+ M

avec M + A, trés simple.

Proposition 4.3.9. [HI98, Th. 4.1] Soient D, D’ € Div(C) deux diviseurs. Soit G, € k[x,y, 2] un
polynome homogene tel que div(G) = E. Notons F' = div(G) — D — E. Alors D est équivalent a
D’ si et seulement 8’1l existe un polynéme homogéne Gy € klz, y, 2] tel que div(Gyp) > FE et div(Gy) =
D'+ E+F.

Rappelons que dans notre situation, A = AT — A~ est un diviseur équivalent & n(D — goo), et le
polynome G, vérifie div(Go,) = A~ +E+ A.+ M. Le diviseur n(D — goo) est principal si et seulement
si AT est équivalent & A~. La proposition affirme, en prenant F = A, + M, D = At et D' = A™,
que n(D — goo) est principal si et seulement s’il existe un polynome homogeéne Gq € k[, y, 2] tel que
div(Go) > E et div(Gy) = AT + E+ A, + M.

Remarque 4.3.10. Ci-dessus, le diviseur de R était supposé trés simple. Il peut toujours étre rendu
trés simple par un automorphisme de P2 dont la restriction & A? = Spec k[z, y] est de la forme (z,y)
(ax+by,y). Un tel automorphisme se trouve toujours en considérant un ensemble ® d’automorphismes
assez grand (de taille O(dgn), cf [HI98, 4.3, p14]).

IV.3.3.2 Existence d’un numeérateur

Il reste & donner une condition nécessaire et suffisante sur (zp,yp, 2p) pe|p,| Pour qu'il existe un
polynéme homogene Gg € k[z,y, z] de méme degré que G, tel que div(Gy) > F et

div(Go) = AT + E+ A, + M.

Le polynéme G est défini par ses coordonnées dans la base canonique du k-espace vectoriel des
polynémes homogénes de degré deg G .. 1l suffit, au vu de la contrainte sur son degré, de montrer que
Gy est supérieur a la fois & B, a AT et & A, + M.

Condition 1 : div(Go) > E Cette condition est équivalente & ce que la multiplicité de Gy en chaque
point singulier Q); soit supérieure & m; —1 [HI98, Lem. 4.2], ce qui se décrit par I’annulation de certaines
formes linéaires en les coefficients de Gy [HI98, Lem. 4.3].
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Condition 2 : div(Gg) > AT  Souvenons-nous que A* = BT + DT, ot D} est un diviseur explici-
tement connu, et BT = div(Lg) —nDs3 est un diviseur indéterminé, ot Lg est un produit de polynomes
homogénes de degré 1 dans k(Ds)[z,y, z]. L’annulation de Gy en les points du support de Dj™ se
traduit par des équations linéaires en ses coefficients. Soit maintenant Lp; une des formes linéaires
qui divisent Lg; pour simplifier I’exposition, supposons qu’il s’agit de la droite y = mxz. Le diviseur
de Lp; a deg(f) points sur la partie affine de C. Alors le diviseur de Gy est supérieur & div(Lp;) — P
si et seulement si les polynomes Go(t,mt,1) et f(t,mt,1) ont deg(f) — 1 zéros en commun, c’est-a-
dire s’ils ont un facteur commun de degré d — 1. Ceci revient & demander qu’il existe un polynéme
h(t) € k(D2)[t] de degré deg(Go) — deg(f) + 1 tel que tGo(t, mt,1) — h(t)f(t,mt,1) = 0, ce qui se
traduit par un systéme linéaire en les coefficients de Gy.

Condition 3 : div(Gy) > A.+M Un paramétrage rationnel du support de M (resp. A.) permet de
s’assurer que Gq s’annule en chaque point de M (resp. A.). Il s’obtient en construisant un polyndéme
Q € k(D2)[t] et des fonctions rationnelles r, s € k(D2)(t) tels que les k(Dsz)-points de M (resp. A.)
soient les (r(0), s(0)) ou 6 € k(D2) parcourt les racines de Q. Pour les détails, voir [HI98, Lem. 4.4| et
[Can88, Lem. 2.2]. Alors Gy s’annule sur le support de M si et seulement si Go(r(¢), s(t)) s’annule sur
les zéros de (). Réduisons les fractions r et s au méme dénominateur, et considérons leurs numérateurs
respectifs 1, s'. Notons G((t) = Goo(r', s") € k(D-)][t]. La fonction G s’annule sur | M| si et seulement
§'il existe I' € k(Ds)[t] de degré deg(Gop) — deg(Q) tel que G = I'Q. Ceci se traduit encore par un
systéme linéaire en les coefficients de I’ et Gy. De méme, la condition div(Gy) > A, se traduit par
Pexistence d’un I" solution d’un certain systéme linéaire.

Résumé La mise bout & bout de ces systémes linéaires fournit une matrice 1" & coefficients dans
k(Ds) telle que Gy soit un numérateur convenable si et seulement si (Go,I’,I") est un élément non
trivial du noyau de T'. Par conséquent, le diviseur Dy vérifie que n(D; + Dy — goo) est principal si et
seulement si le rang de 7" n’est pas maximal, ce qui se traduit par des équations en les (zp, yp, 2pP) pe|D,|-

En résumé, algorithme détermine pour chaque diviseur D; de degré inférieur & g de support
inclus dans Sing(C), chaque transformation projective ¢ € ® (voir remarque 4.3.10) et chaque a € A
(voir début de la section IV.3.2.2), une partie constructible Sp, 4. de 'espace affine A3(9~deg D1) —
Specklzp,yp, zp; P € |Ds|] et un morphisme

Sp1,6,0 = Jx[n]
Do — D1+ Doy — goo.

Chaque diviseur de n-torsion est équivalent & un diviseur de la forme D 4+ Dy — goo, ot Dy appartient
a l'un des Sp,. Par conséquent, en notant S = |_|D1 b SDy.4,a; 11 y a un morphisme surjectif f: S —
Jx[n] qui s’insére dans le diagramme commutatif

C9 c@

S
fl lD»—)D—goo

Jx[n] —— Jx

IV.3.4 Détermination de Jx|[n|

IV.3.4.1 Détermination de représentants des classes de diviseurs

Pour chaque diviseur D; de degré g, chaque transformation projective ¢ € ® (voir remarque
4.3.10) et chaque a € A (voir début de la section IV.3.2.2), il y a une application Sp, ¢.« = Jx[n],

94



Dy — Dy + Dy — goo. Chaque diviseur de n-torsion est équivalent & un diviseur de la forme Dy + Do,
avec Dy € Sp,. Ceci définit une application surjective f: | |, Sp, — Jx[n].

Lemme 4.3.11. Soit f: X — Y une application continue entre espaces topologiques. Si Y est discret
alors f est constante sur chaque composante connexe.

Démonstration. L'image d’une partie connexe par une application continue est connexe. Comme Y est
discret, ses composantes connexes sont des points. O

L’application f: S = Up, 4. 501,6,0 — Jx[n] est donc surjective et constante sur chaque com-
posante irréductible. Par conséquent, pour trouver tous les éléments de Jx[n], il suffit de trouver au
moins un point de chaque composante irréductible de S.

Dans la suite, la notation P(d, g,n) sera employée génériquement pour remplacer des polyndmes
en d,g,n a coeflicients réels : le polynéme exact caché derriére la notation P pourra varier. Chaque
SD1,pa C A39 est défini par un nombre d’équations et d’inéquations polynomial en d, g,n; le degré de
chacune de ces (in)équations est également polynomial en d, g, n. Par conséquent, la complexité totale
du calcul d’un élément de chaque composante irréductible & ’aide de l'algorithme décrit dans ’annexe
B.4.2.2 est P(d, g, n)0(93) +3g Fact(P(d, g,n)), ot Fact désigne la complexité de la factorisation absolue
d’un polynome de ko[t] de degré donné. De plus, le nombre de points trouvés est P(d,g,n)o(92), et
chaque point est défini sur une extension de kg de degré nO), Enfin, le nombre de valeurs de ® et
de a & considérer est polynomial en d, g,n, et le nombre de diviseurs D; & considérer est O(n?9). Au
total, la complexité de cet algorithme est donc ’P(d,g,n)o(gg) + P(d, g,n)Fact(ko, P(d,g,n)).

IV.3.4.2 Calcul de Jx[n] et de sa loi de groupe

L’algorithme précédent a permis de trouver un ensemble T de P(d, g7n)0(-‘72) diviseurs, tel que
chaque élément de Pic®(X)[n] soit la classe d’un diviseur de 7. L’algorithme choisit D' € T' et pose
J = {D'}. Puis, pour chaque diviseur D € T, il vérifie s’il est équivalent & un diviseur D’ € J; si non,
il remplace J par J U {D’}. Au total, il vérifie pour |T| diviseurs s’ils sont équivalents & O(n29) divi-
seurs. Il y a donc P(d, g, n)o(gz) vérifications & faire. Chacune de ces vérifications nécessite seulement
de construire une extension de corps sur laquelle sont définis les deux diviseurs.

Afin de vérifier si deux diviseurs de degré zéro D, D’ sont équivalents, il suffit de calculer I'espace
de Riemann-Roch £(D — D’) = H*(X,Ox (D — D)) et de tester s'il est nul. Comme les diviseurs en
question sont de la forme D — goo, ce calcul se fait en temps O(g7d**) (voir annexe C.3.2). Ce processus
fournit exactement un représentant de chaque classe de Jx[n] en temps P(d, g, n)O(QQ).

Notons DY, ..., D" les diviseurs obtenus. L’addition dans .J de deux classes de diviseurs D? et D7
se fait en calculant le diviseur D’ + D7 puis en vérifiant pour chaque indice £ si D 4+ D7 est équivalent
a DY, c’est-a-dire si L(D' + D’ — D*) contient un élément non nul. La complexité totale de cette
opération est O(n*9g7d'?).

IV.3.5 Complexité sur [(¢)

La construction du schéma S paramétrant les diviseurs de n-torsion est parfaitement indépendante
du corps de base kg, et peut étre réalisée sur n’importe quel corps calculable. Le calcul des points dans
les composantes connexes demande simplement de disposer d’un algorithme de factorisation absolue
des polynomes & coefficients dans k.

Intéressons-nous & la complexité de cet algorithme dans le cas ot kg = Fy(t) et les points Q;;
au-dessus des points singuliers ou terribles du modéle plan de X sont tous définis sur F,(¢). Clest
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une restriction trés forte, mais elle permet d’obtenir rapidement une évaluation de la complexité de
'algorithme. Etant donné f = ¢ € ko avec a,b € Fy[t] premiers entre eux, définissons sa hauteur par
h(z) = max(deg, a, deg, b). Notons D la hauteur maximale des coefficients de I’équation F' de la courbe
C, et des points ;5. Une transformation quadratique ne change pas la hauteur des coefficients. En
supposant toujours ¢ assez grand (d® < g et n = O(glogq)), il est possible de choisir pour I’ensemble A
une partie de F,. Les coefficients des équations de S sont obtenus par produit d’un nombre polynomial
en d,g,n d’éléments de A, de coordonnées des points @;; et de coeflicients de F'; la hauteur de
ces coefficients est alors polynomiale en D,d, g,n. Par conséquent, le calcul d’éléments de chaque
composante irréductible de S 4 1’aide de I'algorithme probabiliste de factorisation dans F(¢)[s] présenté

dans Pannexe A.2.3.2 nécessite P(D,d, g, n)o(gs) +P(D,d,g,n)log(q) opérations.

IV.4 L’algorithme de Jin

IV.4.1 Données et structure de ’algorithme

Cet algorithme calcule les groupes de cohomologie d’un faisceau lisse sur une courbe lisse sur un
corps algébriquement clos. C’est le seul algorithme existant qui effectue cette tache pour les faisceaux
lisses en un nombre d’opérations borné explicitement. Cependant, il n’est pas utilisable dans la pratique
en raison du grand nombre de variables en jeu.

IV.4.1.1 Données

Soient kg un corps parfait et k£ une cloture algébrique de kq. Soit X une courbe projective lisse sur
ko. Elle est représentée comme décrit dans ’annexe C.1.3.1, ¢’est-a-dire par une Opi-algébre £ telle qu’il
existe un morphisme ¢: X — P! avec ¢,Ox = £. Cette algébre est définie par des entiers ay,...,a,
tels que € ~ Op1(a1) @ - - - @ Op1 (a,), la matrice M € Mat,.y .2 (ko[x, y]) qui décrit la multiplication sur
&, et la matrice I € Maty . (ko[z,y]) qui décrit le morphisme structural Op1 — &.

Le faisceau lisse F est décrit par la donnée d’un revétement galoisien f: Y — X (lui-méme re-
présenté comme Op:-algébre) qui le trivialise, du groupe G du revétement, et du G-module F' =
HO(Y, f*F). D’aprés le corollaire 1.4.5, la catégorie des F-torseurs sur X est équivalente a celle des
F-torseurs sur Y munis d’une action de G telle que l'action de F' soit G-équivariante.

Les F-torseurs T — Y cherchés sont décrits de la méme maniére, par des entiers by,...,bs, une
matrice de multiplication N € Maty 2 (ko[z,y]) et une matrice J € Matyxs(ko[z,y]) avec quelques
données supplémentaires. Le morphisme 7" — Y est donné par une matrice S € Matgyx,(kolz, y]).
L’action du groupe G est décrite par des matrices ®, € Matsy(ko[z,y]), ot g parcourt G. De méme,
Paction du groupe F est décrite par des matrices ¥y € Matsxs(ko[z, y]), ou f parcourt F. Ces matrices
vérifient des égalités traduisant le fait qu’elles définissent une action, ainsi que la G-équivariance de
laction de F' (voir section 1V.4.3).

IV.4.1.2 Résumé de l’algorithme

L’algorithme construit un schéma paramétrant tous les F-torseurs sur X, de fagon a ce que les
composantes connexes de ce schéma soient en bijection avec les classes d’isomorphisme de F-torseurs
sur X.

Il commence par sélectionner un nombre fini de b = (b;) possibles pour les torseurs 1" envisageés,
déterminés par les conditions b; < 0 [Jin20, Lem. 6.17] et >, b; = |G| - >_; a; (voir le corollaire 4.4.9).

Pour chacun de ces b, I’algorithme écrit les équations que la Op:i-algébre O, munie des actions de
F et G, vérifie si et seulement si T'— Y est un F-torseur G-équivariant. Ceci donne un fermé U, d’un
espace affine sur kg. Il se trouve que les composantes connexes de U, sont irréductibles, et en bijection
Gal(k|ko)-équivariante avec les classes d’isomorphisme de F-torseurs sur Y (voir la proposition 4.4.19).
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11 suffit alors de trouver un point dans chaque composante irréductible de chaque U, afin d’obtenir
H'(X, F) comme Gal(k|ko)-ensemble.

IV.4.2 Conditions pour étre un torseur

Rappelons qu’un F-torseur sur un schéma Y est un Y-schéma étale T' tel que le morphisme F' x
T — T x T soit un isomorphisme. Les morphismes 7" — Y considérés sont toujours plats, c’est-a-
dire localement libres. L’étalitude de T — Y se vérifie en deux étapes : tout d’abord, une condition
nécessaire pour qu'un morphisme localement libre soit étale est que son rang soit constant. Ensuite,
une condition nécessaire et suffisante portant sur les morphismes de rang constant garantit ’étalitude.

IV.4.2.1 Rang constant

Lemme 4.4.1. [Jin17, Lem. 3.49] Soit S un schéma. Soit X un P§-schéma fini localement libre, et
lisse sur S. Soit 7" un X-schéma fini localement libre sur P. Alors T est un X-schéma fini localement
libre.

Lemme 4.4.2. Soient S un schéma, et f: X — P{ un morphisme fini localement libre de S-schémas.
Alors la restriction de f & toute composante connexe de X est surjective.

Démonstration. Ceci se vérifie fibre a fibre sur S : il suffit de traiter le cas o S est le spectre d’un
corps K. Soit Y une composante connexe de X. Le morphisme f|y: Y — P est fini localement libre,
donc dimg Y = dimg X = 1. De méme, par finitude de f, dim f(Y) = dimY = 1. Enfin, comme f est
fini, il est fermé, donc f(Y) est un fermé de P}, de dimension 1 : f(Y) = P}. Par conséquent, f|y est
surjectif. O

Lemme 4.4.3. Soient S un schéma et f: T — X, g: X — P4 deux morphismes de S-schémas finis
localement libres. Supposons que le morphisme fo: Ty — Xo entre les fibres au-dessus de 0 € PL(9)
est fini localement libre de rang constant r. Alors f est fini localement libre de rang constant 7.

Démonstration. Soit Y une composante connexe de X. Alors fly: T|yY — Y est localement libre de
rang constant un entier d. Montrons que d = r. Notons Yy =Y Xp1 0 c’est un schéma non vide par le
lemme précédent. Alors Ty X x Yy peut s’écrire comme le tiré en arriére de Ty — X par Y — X, mais
aussi comme le tiré en arriére de f|y: Ty — X par 0 — Pk, ce qui implique que r = d. O

Les morphismes T' — Y qui sont de rang constant m = |G| sont donc définis par la donnée supplé-
mentaire d’un isomorphisme de Oy,-modules Op, —» Oy; . L’évaluation de la matrice de multiplication
de Or, a coefficients dans ko[z,y], en z = 0 et y = 1 permet de déduire Or, de Op. En particulier,
ceci fournit la matrice Ny de la multiplication sur le kg-espace vectoriel Or,. La matrice My de multi-
plication sur Oy, se détermine de la méme facon. La structure de Oy,-module sur Or, est obtenue en
évaluant de méme la matrice du morphisme Oy — Or. Un isomorphisme de Ox,-modules Or, = (’)$0
est un isomorphisme de kg-espaces vectoriels compatible & I'action de Oy, . Il est donc défini par une
matrice B € Matg,xsm(ko) & coefficients dans kg, ot s = deg(Y — P'). Notons Fy la matrice du
morphisme Oy, — Or,, obtenue en évaluant la matrice de Ox — Or en z =0 et y = 1. La condition
de Oy,-linéarité est la commutativité du diagramme suivant.

I.®B
OY() ®k}0 O}T% — OY(] ®k)o OTO
I¢L®Mol \LNO(F(J@B)

m
%
OY@ B OTO
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IV.4.2.2 Discriminant

Rappelons que le déterminant d’un module localement libre £ de rang r sur un schéma X est le
faisceau inversible A”E. Un morphisme de modules localement libres de méme rang £ — E’ induit un
morphisme det £ — det £, qui est localement la multiplication par une section de Ox.

Définition 4.4.4. Soit f: Y — X un morphisme fini localement libre. Le morphisme composé

0y ®oy Oy — fiOy I, Ox définit un morphisme ¢: f,Oy — Home, (f+Oy,Ox). Le dé-
terminant de ¢ est un faisceau d’idéaux principaux sur X appelé discriminant de f et noté Ay.

Proposition 4.4.5. [Stacks, 0BVH, 49.3.1] Un morphisme fini localement libre f: ¥ — X de schémas
est étale si et seulement si Ay ~ Ox.

Proposition 4.4.6. [Jin20, Cor. 6.8] Soient g: T — Y, f: Y — W des morphismes finis localement
libres de rang constant. Notons r le rang de g. Alors ¢ est étale si et seulement si detp,, Or =~
(detoy, Oy)®" et Afoq et A" different d’un élément de Oy,

Dans la situation qui nous concerne, W = ]P’IS, le schéma Y est une courbe projective lisse, et
T est un Y-schéma dont 1’étalitude est & vérifier. Voici comment calculer le discriminant Ay d’un
morphisme f: Y — }P’,{:O, représenté par la Op:-algébre £ = f,Oy. C’est le déterminant de la trace de la
multiplication £®p,, € — £. Pour le calculer, plagons-nous sur un ouvert de P!, disons Uy = Spec ko[z].
Alors E(Up) est un ko[z]-module libre, et la matrice de la multiplication sur Uy dans une base (e, .. ., €5)
est fournie. Pour chaque couple (4,7) € {1...s}?, soit ¢;; la trace de la matrice & coefficients dans ko|[x]
dans la base (ey,...,es) de la multiplication par e;e; dans £(Up). Le déterminant det(&)(Up) est le
déterminant de la matrice (¢;;);; est un élément de ko[z]. La méme procédure s’applique & I'ouvert Us.
Algorithmiquement, il suffit de calculer une seule matrice a coefficients dans kog[x, y], puis d’évaluer
son déterminant successivement en x = 1 et y = 1. Un calcul direct donne le résultat suivant.

Lemme 4.4.7. Soit N € Mat,ys(ko[x,y]) la matrice de la multiplication sur £ avec les notations
ci-dessus. Alors

Tr(ese;-) = Z Na,i=1)s+5N8,(a=1)s+5-
a,f=1
Exemple 4.4.8. Considérons la courbe elliptique E = Projk[X,Y, Z]/(X?Z — Y3 + Y Z?) munie
du morphisme f: (X : Y : Z) — (X : Z) vers P! = Proj k[X, Z]. Soit Uy I'ouvert Speck[z] de P!,
Alors f,0g(Uy) = k[z][y]/(2* — y* + y), de k[z]-base 1,y,y?. Calculons par exemple la matrice de la
multiplication par y -y = y2. On a 2 -1 =y2,y? -y = 22 + y,9y% - y? = 2%y + y%. La matrice est donc

0 22 0
0 1 22
1 0 1

et sa trace vaut 2. De méme, la matrice la multiplication par y3 est

2 0 2
1 z2 1
0 1 22

car y° = y?(2? +y) = 2% + y + 2292, et sa trace vaut 3x2. Aprés avoir fait tous les calculs, on obtient
la matrice (tr(y*y?-))o<i,j<2 :

3 0 2
0 2 322
2 312 2
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Le déterminant de cette matrice est 4 — 92*. Par conséquent, Ag_p1 (Uy) = 4 — 924, et le morphisme
E — P! n’est pas étale.

Le corollaire suivant sert & borner le nombre de Op:i-algebres & considérer au début de l’algorithme
décrit en IV.4.1.2.

Corollaire 4.4.9. Soit S un schéma. Soit 7" — Y est un morphisme fini localement libre de rang
m de Op-modules localement libres. Notons (T — P'),Or ~ @j_; Opi (b)) et (Y — P§),Oy =~
@i, Opi(a;). Si f est étale alors 5, b; =m3, a;.

Démonstration. Cela découle immédiatement du fait que detp,, Or =~ (deto,, O x)®m. O

IV.4.2.3 Vérification que T est un F-torseur

Lemme 4.4.10. [Jin20, Lem. 6.14] Soit T un schéma muni d’une action d’un groupe G d’ordre r. Soit
f:T — X un morphisme étale G-équivariant de rang constant r. Alors le lieu de X au-dessus duquel
T est un torseur est ouvert et fermé dans X.

Corollaire 4.4.11. Soit X un IF’ls—schéma fini localement libre. Soient 7" un schéma muni d’une action
d’un groupe G d’ordre r, et f: T'— X un morphisme étale G-équivariant de rang constant r. Notons
Xo,Tp les fibres de X et T au-dessus de 0 € Pk. Si T} est un G-torseur sur Xy alors T est un G-torseur
sur X.

Démonstration. Le lemme 4.4.2 montre que X, rencontre toutes les composantes connexes de X. Par
le lemme précédent, le lieu de X ot T est un G-torseur est ouvert et fermé, et il contient Xg, c’est
donc tout X. O

Un morphisme étale ' — X est donc un F-torseur si et seulement si F' xy, Ty — 1o Xy, To, (f, x) —

(z, f - x) est un isomorphisme de schémas. Cela revient & demander que Or, R0y, Or, — (’)lTI::‘,x ®
y — (f - zy)rer soit un isomorphisme de Oy,-modules. Concrétement, la matrice du morphisme
Or, R0y, Or, — (’)lTlsl,x ®@y — (f - 2y)ser se calcule comme le produit ¥roNy ot ¥py est la
concaténation (verticale) des matrices Wy, f € F qui représentent I'action des éléments f € F sur
Or,. La matrice obtenue est & coefficients dans k, et demander a ce qu’elle soit inversible revient a

ajouter une variable W et exiger que det(¥poNo)W —1 = 0.

IV.4.3 Résumé des données et équations

Soit Y une courbe projective lisse munie d’un morphisme ¢: Y — P! tel que ¢, Oy ~ Opi(a1)®- - -®
Op1(ay). Elle est représentée par des matrices I € Mat,«1(ko) et M € Mat,.«,2(ko) qui définissent la
structure de Op1-algébre sur ¢, Oy . Soient G un groupe fini d’ordre n donné par une famille génératrice
(915---,9a), et F = {f1,..., fg} un A-module. Un Y-schéma T de type b = (b1,...,bs), avec s = rn,
est défini par les indéterminées suivantes :

e Une matrice J € Matxs(ko[x,y]) et une matrice N € Mat,y .2 (ko[z,y]) qui définissent la struc-
ture de Op:-algébre de Or

e Des matrices @, , ..., @, € Matyys(kolz,y]) qui définissent l'action de G sur Or

e Des matrices Wy,,..., ¥y, € Mat,xs(ko[,y]) qui définissent I’action de F' sur Or

e Une matrice S € Mat,xs(ko[x, y]) qui définit le morphisme de Op:-algébres T — Y

e Une matrice B € Matsx (ko) qui définit un isomorphisme de Oy, -modules (’)?,0 — O,

e Des indéterminées supplémentaires Vi,...,V;
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Pour une matrice A a coefficients dans ko[, y], notons Aj la matrice A évaluée en x =0 et y = 1.
Notons également
Vi,
Up =
¥r.,

Soient Az 1, Ara, Ax, 1, Ax 2 les discriminants respectifs des morphismes 7" — P!l et Y — P! sur les
deux ouverts standard de P!, calculés & partir des matrices N et M grace aux formules du lemme
4.4.7. Pour que le schéma T — Y défini par les données ci-dessus soit un torseur, il faut et il suffit que
ces données vérifient les équations suivantes :

e N(N®I;) = N(I, ® N) (associativité de la multiplication)

e N= N((}SIS) (commutativité de la multiplication)

o N(J® Is) = Is (unité)

o &y, =1, et pour tous i,j € {1...a}: &, P, =&, (action de G)

o Uy, = I, et pour tous 4,5 € {1...8} : Wy Wy = Wy ;. (action de F)

e Pourtousi e {1...a},je{l...0}: @, Py @, ! = Py.; (G-équivariance de Paction de F)
e N(S®S)=SM (compatibilité a la multiplication du morphisme Ox — Or)
e B(I, ® M) = No(So @ B) (Ox,-linéarité de O% = Or,)

o VoA —ViAx1 =0, V1V, —1 =0 (non-ramification de T' — X)

o ViApo —V3Ax o =0, V3Vy —1 =0 (non-ramification de T' — X)

e det(B)V5 — 1 =0 (bijectivité du morphisme Of, — Or,)

o det(¥poMy)Vs — 1 =0 (bijectivité du morphisme G x x, To — To X x, T0)

Le schéma U, défini par ces équations est un sous-schéma fermé d’un espace affine A{C\g ; chacun de
ses k-points définit un F-torseur 7" sur Y. Un schéma R, qui paramétre les morphismes entre deux
torseurs se construit de la méme facon. En particulier, il y a deux morphismes "source" et "but"
Sby ty: Ry — Up. La classe d’isomorphisme d’un torseur défini par un point = € Uy (k) est sb(tglx). Une
étude détaillée de la construction de U, et Ry, donne le résultat suivant.

Proposition 4.4.12. [Jin20, Prop. 7.2] Les morphismes sp,t,: Ry = U, sont lisses a fibres géomé-
triques irréductibles. De plus, les schémas tb(sb_lx), pour x € Uy(k), ont tous la méme dimension.

Définissons enfin U = | |, Uy, R :=| |, Rs ; les morphismes s, t;, définissent encore des morphismes
s,t: U =2 R.

IV.4.4 Le schéma en groupoides qui parameétre les torseurs
IV.4.4.1 Catégories fibrées et schémas en groupoides

Définition 4.4.13. Soit p: D — C un foncteur.
1. Soit f: y — x un morphisme dans D. Le morphisme f est dit fortement cartésien si pour tout
objet z de D, I'application Homp(z,y) — Homp(2,7) XHome (p(2),p(z)) Home(p(2),p(y)), ¢

(f o d,p(¢)) est bijective.

2. La catégorie D est dite fibrée au-dessus de C si pour tout objet = de D, et tout morphisme
g: ¢ = p(x) dans C, il existe un morphisme fortement cartésien f: y — x dans D tel que
p(f) =g

3. Un morphisme entre deux catégories fibrées p: D — C, p': D' — C est un foncteur F': D — D’
tel que p’ o F' = p, et qui préserve la forte cartésianité des morphismes.
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Définition 4.4.14. Soit p: D — C une catégorie fibrée. Etant donné un objet ¢ de C, notons D(c) la
catégorie des objets d de D tels que p(d) = ¢, avec pour morphismes les f: d’ — d tels que p(f) = id..
La catégorie D est dite fibrée en groupoides au-dessus de C si pour tout objet ¢ de C, la catégorie D(c)
est un groupoide.

Remarque 4.4.15. Soit p: D — C une catégorie fibrée.

1. Etant donné un objet = de D et un morphisme g: ¢ — p(z) dans C, un relévement fortement
cartésien f:y — = de g est unique & isomorphisme prés. La notation y = g*z est donc sans
ambiguité. Fixons désormais un tel élément g*z’ pour chaque morphisme ' — = dans D(p(z)).
Alors, pour un tel morphisme a: 2’ — =z, il existe un unique morphisme g*a: ¢g*z’ — ¢g*x dans
D(c) tel que le diagramme suivant soit commutatif.

*
g o
g'xt —— g'z

Lo

 —2
Ceci définit un foncteur g*: D(p(z)) — D(c) [Stacks, 02XJ, Def. 4.33.6]. De plus, si f et g sont des
morphismes composables dans C alors il y a un unique isomorphisme (f o g)* = g* o f* [Stacks,

02XJ, Lem. 4.33.7]. De plus, un morphisme de catégories fibrées préserve (& isomorphisme prés)
les tirés en arriére.

2. En particulier, étant donné un schéma S, il y a dans toute catégorie fibrée au-dessus de Sch /S
des foncteurs de changement de base : si f: Y — X est un morphisme de S-schémas, il y a un
foncteur f* = xxY: D(X) — D(Y).

3. Lorsque S = Spec K est le spectre d’un corps et L est une extension galoisienne de K, ’ensemble
mo(D(L)) des classes d’isomorphisme dans D(L) est muni d’une action & droite de Gal(L|K),
c’est-a-dire un morphisme de groupes Gal(L|K)°P — &(mo(D(L)) défini par o — o*.

Définition 4.4.16. Soient S un schéma, X un S-schéma et G un X-schéma en groupes. La catégorie
fibrée sur Sch /S des G-torseurs sur X est la catégorie 7 dont les objets sont les (S’,T) ou S’ € Sch /S
et T est un Gg/-torseur sur Xg/. Les morphismes entre (S”,7") et (S’,7") sont les morphismes de
torseurs si S” = S’, et il n’y en a pas si S” # S’. Etant donné S” — S, le foncteur de changement de
base T(S") — T(S”) est le foncteur xg:S”. Le foncteur vers Sch /S est le foncteur d’oubli, qui & un
torseur associe le schéma sous-jacent, et & un morphisme (S’,T) — (S’,T") associe idg:.

Définition 4.4.17. Un schéma en groupoides sur un schéma S est la donnée d’un couple (R,U) de
S-schémas muni de morphismes "source" et "but" s,¢: R = U et "composition" o: R Xy s+ R = R
tels que pour tout S-schéma T, la catégorie d’objets U(T'), de morphismes R(T") dont la source et le
but sont donnés par sy et tp, avec la composition définie par op, soit un groupoide.

Définition 4.4.18. Soient s,t: R = U un schéma en groupoides sur un kg-schéma S. La catégorie
fibrée au-dessus de Sch /.S associée est définie comme suit. Ses objets sont les couples (S, ) avec S — S
et x € U(S"). Ses morphismes sont définis par Hom((S’,2'), (8", z)) = {f € R(S") | s(f) = 2/, t(f) =
x}, et le foncteur vers Sch /S est le foncteur d’oubli (S’,z) — S’ qui envoie tout morphisme sur idg:.
Ceci définit une catégorie fibrée en groupoides sur Sch /S, dont la fibre au-dessus de T' € Sch /kq est
le groupoide U(T). Etant donné un morphisme a: S” — S’ dans Sch /S, le foncteur de changement
de base a*: U(S") — U(S”) est la composition & gauche par a.

IV.4.4.2 Le résultat principal

La proposition suivante est une variante de [Jin20, Prop. 7.5] avec des hypothéses moins contrai-
gnantes ; la preuve est essentiellement inchanggée.
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Proposition 4.4.19. Soit U un kp-schéma de type fini. Soit 7 — Sch /ko une catégorie fibrée en
groupoides. Soit, pour chaque ko-schéma S, une application Fg: U(S) — T(S). Supposons que ces
données vérifient les propriétés suivantes :

1. pour tout morphisme ¢: S” — 5" de ko-schémas et tout « € U(S’), Fgr(x 0 ¢) = ¢*(Fsr(x));
2. Papplication Fy: U(k) — T (k) est essentiellement surjective;

3. pour tout kg-schéma S et tous objets z,y € T(S), le foncteur Sch /S — Set, (S" = S)
Isomy gy (a*z,a*y) est représenté par un schéma Y — S ouvert et fermé.

Alors Papplication surjective et Gal(k|kg)-équivariante U(k) — mo(7 (k)) induite par Fj se factorise

en une application encore surjective et Gal(k|ko)-équivariante 75" (Uy,) — mo(T (k)).

Démonstration. La Galois-équivariance de 'application vient de la compatibilité de F' au changement
de base. Soient x € U(k), et C' la composante connexe de Uy contenant 'image de z. Notons f: C' —
Spec k le morphisme structural, et Z: Spec k — C' la factorisation de x par C. La situation est résumée
par le diagramme suivant (qui devient commutatif en retirant la fleche f) :

Speck —“— U

I

Soient ¢, = xo f = f*z*idy et ¢ = ioj = j*i*idy € U(C). Notons ,,, ¢ les images par Fo de
bu, dc dans T(C). Le foncteur Sch /C — Set, (S = O) Isomy(c)(a*Yc, a*1p,) est par hypothése
représentable par un schéma Y — C ouvert et fermé. Par construction, Y (Z) est non vide. En effet,

TPy =T Fo(pz) = Fp(¢dz 0 %) = Fr(x o f o Z) = Fy(x)

par compatibilité au changement de base, et car Z est une section de f. De méme, T*¢c = Fj(z) car
r =iojox Ainsi, idg, () € Y(Z). Le morphisme ¥ — C est donc un morphisme ouvert et fermé
d’un schéma non vide vers un schéma connexe : il est surjectif. Par conséquent, pour tout autre point
T e C(k), Y(&)#0. 1l y a donc pour tous Z,z" € C(k) un isomorphisme &'*¢), ~ *1)c dans T (k).
Or %, =3*Fo(zo f) = Fr(x o f o Z') = Fi(x) ; de méme, Z*, = Fi(z').

Par conséquent, Fj(x) et Fi(z') sont isomorphes dans 7 (k). La surjection U (k) — T (k) se factorise
donc en une application 7§¢" (Uy) — mo(T (k)), qui est encore surjective. O

Rappelons [Stacks, 0478] que tout schéma de type fini X sur k est un schéma de Jacobson : les
points fermés sont denses dans tout fermé de X. En particulier, les composantes irréductibles (resp.
connexes) de X sont en bijection canonique avec celles de X (k) muni de sa topologie de Zariski naive.

Proposition 4.4.20. Mémes notations et hypothéses que la proposition précédente. Si, de plus, les
préimages par Fj des classes d’isomorphisme de 7 (k) sont connexes dans U(k) alors I’application
75t (Uy,) — mo(T (k)) induite par Fy est bijective. Enfin, si ces préimages sont irréductibles dans U (k)
alors les composantes connexes de Uy sont irréductibles.

Démonstration. Considérons z,z’ € U(k) tels que Fj(x) soit isomorphe & Fj(z') dans T (k). Par hypo-
thése, ils appartiennent 4 une méme partie connexe de |Ug|. L’image dans Uy, de cette partie connexe est
encore connexe puisque l'injection |Ug| — Uy est continue, et les images de x, 2’ dans Uy, appartiennent
donc & une méme composante connexe de Uy. Pour le second point, servons-nous de la bijection crois-
sante entre les composantes connexes (resp. irréductibles) de Uy et celles de son ensemble de points
fermés |Uy| = U(k). Considérons deux points z,z’ € U(k) dans une méme composante connexe de
U(k). Alors d’apreés la proposition 4.4.19, leurs images par Fj sont isomorphes. Par conséquent, ils
appartiennent & une méme composante irréductible de U(k), ce qui conclut. O
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IV.4.4.3 Application

Le théoréme est appliqué a la catégorie 7 des G-torseurs sur une courbe Y (voir la définition
4.4.16), et au schéma U construit a la fin de la section IV.4.3.

Etant donné un k-schéma S, un point de U(S) définit encore un torseur sur Xg. En effet, un
morphisme de fibrés vectoriels €;_, Op1 (a;) — 69;:1 Op1 (b;) est défini par une matrice ¢ X s &
coefficients dans H%(S, Og)[x, ], dont I’éléement en position (4, j) est un polynéme homogéne de degré
bj — a;. La donnée de matrices (multiplication, action du groupe F') & coefficients dans H(S,005)
définit donc encore un schéma fini localement libre sur P4. Les conditions suffisantes pour étre un
torseur ont été démontrées dans un cadre relatif (voir la section IV.4.2), et s’appliquent donc encore
ici. Remarquons également que toute cette construction commute au changement de base : étant
donnés un morphisme f: S’ — S et un point x € U(S) définissant un torseur 7' — X, le torseur défini
par f*x = x o f € U(Y’) est le torseur T xg S’. Enfin, chaque F-torseur sur Y est isomorphe & un
torseur défini par I'un des k-points de Y. La proposition 4.4.19 s’applique donc & U : pour trouver un
représentant de chaque classe d’isomorphisme de F-torseurs sur Y, il suffit de trouver un k-point dans
chaque composante connexe de Uy.

Corollaire 4.4.21. Le schéma U, est équidimensionnel.

Démonstration. Les composantes irréductibles de U, sont d’aprés le théoréme principal les classes
d’isomorphisme t(s~1x) pour x € Uy (k). D’aprés le lemme 4.4.12, elles sont toutes de méme dimension.
O

Nous avons expliqué la construction du schéma U paramétrant les F-torseurs sur X. D’apreés la
discussion précédente, il suffit désormais pour calculer Hl(X ,F) de déterminer un point dans chaque
composante connexe de X, ¢’est-a-dire dans chaque composante irréductible de X d’apreés la proposition
4.4.20.

IV.4.5 Calcul de représentants des classes de torseurs

Voici comment déterminer au moins un point de chaque composante irréductible du schéma affine
U calculé précédemment. Comme ce dernier est équidimensionnel, la procédure décrite dans la section
B.4.3, qui consiste & calculer la fibre en 0 d’une normalisation de Noether v: U — AP, convient. Elle
fournit une liste de points, dont plusieurs appartiennent peut-étre & une méme composante. Deux
points z,y de cette liste appartiennent 3 la méme composante si et seulement si s~'z x5 t 'y est non
vide : il suffit d’en déterminer des équations, puis de tester si elles engendrent I’idéal unité. Une fois
déterminé ’ensemble Hl(X , J), il reste a calculer sa loi de groupe; celle-ci est donnée par le produit
contracté, et s’exprime en termes de corps de fonctions par des méthodes d’algébre linéaire.

Ceci conclut la description de ’algorithme de Jin pour les faisceaux lisses sur les courbes projectives.
Nous expliquons dans la section suivante comment une petite modification de cet algorithme permet
de calculer également la cohomologie d’un faisceau lisse sur une courbe affine.

IV.4.6 Courbes affines

L’algorithme de Jin est exposé dans [Jin20] dans un cadre plus général, qui englobe le calcul de
H' (U, F) et HL(U, F) ott U est une courbe affine lisse sur k. Considérons la situation suivante : U est
une courbe lisse, X sa complétion projective lisse munie d’un morphisme X — P}, tel que U = X xpi Al
La construction d’un tel morphisme est décrite dans [Jin20, Prop. 9.8]. Le faisceau lisse F sur U de
fibre F est trivialisé par un revétement galoisien V' — U de groupe G ; le schéma Y est la normalisation
de X dans V, et W est la fibre de Y au-dessus de 0 € P!,
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Lemme 4.4.22. Soient C' la catégorie des F-torseurs sur U, et D la catégorie des schémas T — Y lisses
sur k, munis d’une action G-équivariante de F' tels que T'|yy — V soit un F-torseur. La composition

de g* avec la complétion projective lisse définit une équivalence de catégories C' — D, de quasi-inverse
G 1
g, o (— Xp1 A )

Démonstration. D’aprés le corollaire 1.4.5, ¢* induit une équivalence de la catégorie C' avec la catégorie
des F|y-torseurs G-équivariants sur V. Ensuite, un schéma T est un F|y-torseur G-équivariant sur
V si et seulement si sa complétion projective lisse est un schéma lisse sur £ muni d’un morphisme
G-équivariant vers Y qui en fait un F|y-torseur sur V. O

Afin de calculer H'(U, F), il suffit de modifier deux choses dans la construction du schéma para-
métrant les F-torseurs G-équivariants sur Y. D’une part, ’étalitude de T' — Y doit étre remplacée
par celle de T xp1 Al — V. Cela revient [Jin20, Prop. 6.12] & demander que le discriminant de Ap_p1
differe de Ay _p1 non pas d’un élément de £, mais d’un élément de k* fois une puissance de y qui
se calcule & partir des données de Or et Ox. D’autre part, il faut s’assurer que le schéma T est lisse
au-dessus de 0 € P! : une condition nécessaire et suffisante se traduisant par des équations est donnée
dans [Jin20, Prop. 6.16].

IV.4.7 Complexité

Soit X une courbe lisse sur kg de genre géométrique g. Supposons donné un morphisme ¢: X — P!,
ainsi que la Opi-algébre ¢,Ox ~ Opi(ay) @ --- ® Opi(a,). Soit F un faisceau lisse de groupes abéliens
sur X, de fibre F', décrit explicitement par un revétement galoisien trivialisant Y — X de groupe G et
le groupe abélien F' = H°(Y, F) d’ordre m. Les torseurs T — X considérés par ’algorithme vérifient
(T —PY,Or ~ Opi(by) & - - & Opa (bs) avec s = mr.

Proposition 4.4.23. [Jin20, Prop. 6.21,6.24] Le nombre de types b = (b1,...,bs) vérifiant b; < 0,
s =mr et Zj bj = mzj a; est O((rgm)™™), ot g est le genre de X. Pour chaque type b, le schéma U},
calculé par I’algorithme est donné par O(s°m*) polynomes de degré au plus sn en O(s°n*) variables.

Proposition 4.4.24. [Jin20, Cor. 8.12] L’algorithme de Jin calcule un k-schéma en groupes zéro-
dimensionnel représentant H (X, F) en exp(O(r"m'2g? log(rm)?)) opérations dans k.

La complexité exponentielle en mlog(m) de lalgorithme global vient donc directement de la
construction du schéma U, et non d’un probléme de nature algorithmique lié¢ au calcul des composantes
connexes de ce schéma : cette complexité ne peut pas étre améliorée par des astuces algorithmiques.

Remarque 4.4.25. Afin d’obtenir cette complexité, Jin fait usage d’un algorithme de Khuri-Makdisi
[KMO06, §7], qui suppose qu’il existe un algorithme de factorisation des polynomes de ko[t] en temps
polynomial. Ceci est vrai lorsque kg est fini, et encore vrai si kg est un corps de nombres; cependant,
dans ce cas, il faut prendre en compte dans le calcul de la complexité la hauteur des coefficients des
polynémes concernés (et non pas seulement leur degré), ce qui n’est pas étudié dans [Jin20]. Ce travail
parait fastidieux, mais pas difficile, & réaliser.

104



IV.5 Aspects pratiques

Voici quelques remarques sur les aspects pratiques des algorithmes mentionnés ci-dessus, dont
aucun n’a été implémenté jusqu’ici. Le seul algorithme qui parait implémentable avec une quantité
d’efforts raisonnable est celui de Couveignes. De plus, au vu de sa complexité, il serait certainement
utilisable dans la pratique pour de petits paramétres. Les algorithmes de Huang et Ierardi et de Jin
sont trés semblables : ils construisent tous les deux un grand schéma S paramétrant les objets dont on
cherche des classes d’isomorphisme, puis cherchent des points dans les composantes irréductibles de
ce schéma. Les deux paraissent en I’état cauchemardesques a implémenter. Cependant, une fois implé-
menté, algorithme de Huang et Ierardi aurait un avantage de rapidité d’exécution, car la dimension
de l'espace dans lequel est plongé le schéma S, linéaire en le genre de la courbe, augmente bien moins
vite en fonction des paramétres que dans le cas de 'algorithme de Jin, ou elle dépend non seulement
de la représentation de la courbe mais aussi du cardinal de la fibre du faisceau (voir lemme 4.4.23).
La complexité de la recherche de points étant exponentielle en cette dimension (voir annexe B.4.2.2),
cet avantage serait conséquent. Enfin, 'algorithme de Madore et Orgogozo nécessite en premier lieu
l'utilisation d’un algorithme de calcul du H' des faisceaux constants sur les courbes, dont aucun n’a
encore été implémenté ; de plus, il ne serait pas utilisable dans la pratique en raison de sa complexité
conséquente.

Dans le chapitre suivant, nous décrivons des algorithmes de calcul de la cohomologie des faisceaux
constructibles sur les courbes lisses ou nodales. Nous nous baserons sur les algorithmes de Couveignes
et de Huang et Ierardi pour nos résultats; en I’absence d’une implémentation de ces algorithmes, nous
nous contenterons dans nos exemples de courbes ou le calcul de points de torsion de la jacobienne peut
se faire par des moyens plus élémentaires.
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CHAPITRE V

Calcul effectif de la cohomologie

Dans I’ensemble de ce chapitre, kg désigne un corps parfait, & une cloture algébrique de kg, et n
un entier inversible dans k. Nous noterons A 'anneau Z/nZ, et & le groupe Gal(k|ko).

L’objectif de ce chapitre est de donner une description explicite, étant donné un complexe Z de
faisceaux constructibles de A-modules sur une k-courbe lisse X, d’un complexe de A-modules représen-
tant RT'(X,.#") € D%(A). Lorsque X provient par changement de base de kg, nous décrivons I’action
de B¢ sur un tel complexe. Nous estimerons également la complexité du calcul de RT'(X, ¢"). Ce calcul
repose sur celui de la cohomologie des faisceaux lisses sur une courbe affine lisse, qui se déduit lui-méme
du cas des faisceaux constants. Nous prouverons en particulier le résultat suivant.

Théoréme 5.0.1. Soit X une courbe intégre lisse sur k. Soit F un faisceau constructible de A-
modules sur X. Soient U un ouvert de X sur lequel F est lisse de fibre générique géométrique M, et Z
le fermé réduit complémentaire. Soient V' — U un revétement galoisien qui trivialise F|y, et Vo — V' le
revétement de V de groupe H'(V, A)V. Notons G = Aut(V2|U). Pour chaque point z € Z, notons I, le
groupe d’inertie d’un point de la compactification lisse de V5 au-dessus de z, et P, le groupe d’inertie
sauvage correspondant. Notons ¢,: F, — M!= C MP> = Mp_ le morphisme de recollement en z
composé avec l'isomorphisme canonique M= = Mp_, qui & un élément P,-invariant de M associe sa
classe dans le module des coinvariants Mp_. Alors RT'(X, F)[1] est le cone du morphisme de complexes
suivant, ott C'2(G, M) désigne le groupe des morphismes croisés G — M.

Me®. ,F. — 2% oG M) —— @, , H'(I./P., Mp.) —— 0

lEBzez (id —¢2) l@z resy lid
®z6 z
@zeZ MPz - ? @zez Olz(IZ/szMPZ) B EBZGZ Hl(Iz/PZ»MPz) — 0

Nous étudierons en détail la complexité des algorithmes présentés, et montrerons qu’elle est dou-
blement exponentielle en le genre de la courbe dans le cas général. Les différentes méthodes de calcul
de la cohomologie et leurs interdépendances sont résumées dans le diagramme ci-apreés. Ici, X est une
courbe intégre lisse sur k, F est un faisceau constructible sur X et J# est un complexe de faisceaux
constructibles sur X. La colonne de gauche indique la nature de F (resp. des termes de .%').
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X projective lisse X affine lisse

faisceau F
constant

faisceau F
lisse

faisceau F
constructible

H'(X, F) > H(X.F)
V.2 V.2

Huang-Ierardi

HY (X, F) H' (X, F)

V.3 > V.

RI(X,F) |

\
[ RO
rem. 5.3.2 | Q:u
ﬁ

[ Jin

H' (X, F)
IV 4

H'(X, F)
{ V.5.1 }

RI(X, F)
L V.6.1

L RI(X, ) }
V.6.4
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V.1 Scindage explicite des suites exactes courtes

Le principe ci-dessous sera souvent utilisé dans la suite. Soit G un groupe fini. Considérons une
suite exacte courte de A[G]-modules de type fini

0—>Ai>Bi>C—>0

ou C est libre. Le but est de calculer B en connaissant A et C. Supposons que l'on dispose d’une
description explicite de A et C' comme A[G]-modules, c’est-a-dire de présentations de A et C' comme
A-modules et pour tout ¢ € G, des endomorphismes de A et C' définis par o. Soient (ai,...,a,)
et (c1,...,¢m) des familles génératrices respectives de A et C. Supposons également qu’il existe des
éléments \;j, € Aya; g € A (que l'on sait calculer) tels qu’il existe une section A-linéaire s de 9
vérifiant pour tous g € G,i € {1,...,m} :

g-s(e)= Z Xij,g8(Cj) + aig. (%)

j=1

Décrivons comment calculer le A[G]-module B explicitement. Il est représenté en tant que A-module
par A @ C; l’action de g € G sur a + ¢ € B se calcule a I'aide de (*).

Voyons comment cette description se comporte vis-a-vis des morphismes de suites exactes. Etant
donné un morphisme de suites exactes de A[G]-modules :

0 A—2t,p-Y,C 0
L A
0— 4 Ly Yo 0

ou l'on dispose explicitement des données ci-dessus pour les deux suites exactes, ainsi que des mor-
phismes « et ~, il est possible de calculer le morphisme f dés que les sections A-linéaires s de 1 et
s’ de ¢ sont compatibles au sens ol s’y = fs. Soit b € B. Ecrivons b = ¢(a) + s(c), ot s est la
section donnée de 1. Alors la commutativité du carré de gauche donne f(b) = ¢'a(a) + f(b— ¢(a)) =

¢'ala) + fs(c) = ¢'ala) + s"y(c)-

V.2 Faisceaux constants sur les courbes affines

Soit X une courbe projective lisse sur k. Soient Zy un fermé réduit de Xg, et Uy ouvert complé-
mentaire. Notons X, Z, U leurs changements de base & k. Cette section porte sur le calcul de Hl(U7 A),
ol A est le faisceau constant de valeur Z/nZ. Le choix d’une racine primitive n-iéme de 'unité dans k
détermine un isomorphisme A — p,. Il y a un isomorphisme canonique

HY (U, A) @ py = H' (U, 1)

qui permet de déduire H' (U, A) avec son action de &¢ = Gal(k|ko) de H' (U, u1,) ; cet isomorphisme se
construit par exemple aisément sur les groupes de cohomologie de Cech. Nous expliquons d’abord com-
ment représenter et manipuler les éléments de H' (U, p,,), puis comment calculer les groupes H' (U, p1,,)
et H:(U, p1,,), puis comment, étant donné un morphisme de courbes affines V — U, décrire le morphisme
canonique H' (U, 11,) — H'(V, pin).
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V.2.1 Calcul dans H' (U, p,,)

Rappelons (cf lemme 2.2.11) que H' (U, j,,) est en bijection avec le groupe des classes d’équivalence
de triplets ([D], D', f) ot D € Div’ X, D’ € Div" X est a support dans Z et nD = div(f) + D'.

Remarque 5.2.1. Décrivons précisément comment calculer dans ce groupe quotient isomorphe a
H' (U, j1,,). Deux triplets ([D1], D}, f1) et ([Da], DY, f2) sont égaux dans le quotient si et seulement si
D} — D} € nDivy(X) et (D1 — D3) — (D} — D}) est principal. Ceci se teste algorithmiquement, en
vérifiant si les coefficients de D} — D) sont multiples de n, puis en calculant le cas échéant 'espace
de Riemann-Roch associé & (D1 — Dy) — (D} — Dj) a laide de 'un des algorithmes présentés dans
I’annexe C.3.2.

La proposition suivante montre comment la décomposition d’'un élément de Hl(U, 1) dans une
base de ce A-module libre se traduit en termes de corps de fonctions. Elle servira dans la section V.3.2.

Lemme 5.2.2. Notons A; = ([D;], D}, f;),i = 1,...,r les éléments d’une base de H' (U, u,,) avec les
notations ci-dessus. Soit A = ([D], D', f) € H' (U, ). Soient av, ..., a, € A tels que

A= ZOZZAZ S HI(U, /Ln)

Jj=1

Alors il existe une fonction h € k(X)* et des entiers a; relevant les «; tels que

f=n 1L
i=1

Démonstration. D’aprés la remarque 5.2.1, il existe h € k(X)*, des entiers a; relevant les o; et D" €
Div}(X) tels que

D= a;D;+D"+div(h), D'=) a;Dj+nD" et div(f)=nD-D".

=1 i=1

Sur la courbe projective lisse X, il y a donc une égalité de diviseurs :

div(f) = ai(nD; — D}) + div(h")

i=1

= adiv(f;) + div(h")

=1
= div <h" H fji) .
i=1

Par conséquent, il existe C' € k> tel que Ch" [, f{"* = f. Comme k est algébriquement clos, il existe
c € k* tel que ¢ = (' il suffit de remplacer h par ch pour conclure. O

Remarque 5.2.3. Etant donné les éléments A, Ay, ..., A, aq,...,a, du lemme, le diviseur D” de
la démonstration se calcule comme + (D" — 3" a;D}). Le calcul de la fonction h nécessite le calcul de
l’espace de Riemann-Roch du diviseur nD — D" (différence de deux diviseurs effectifs de méme degré
inférieur a g 4+ n), ainsi que le calcul dans k& d’une racine n-iéme de C (voir annexe A.2.2 dans le cas
des corps finis).
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V.2.2 Calcul de la cohomologie

Voyons comment calculer explicitement les groupes H' (U, 1) et HL(U, p1,,). Le lemme 2.4.4 assure
que HX(U, u1,,) est isomorphe au groupe des classes d’équivalence (modulo X — U) de diviseurs sur U.
Rappelons également qu’il y a des suites exactes courtes fonctorielles en (X,U) :

0 — HY(X, pp) = H (U, 1) = Divy(X) @ A — 0
dont les fleches sont données respectivement par ([D], f) — ([D],0, f) et ([D], D', f) — D', et

D.crpn(k)
tin (k)

dont la fleche de gauche associe & ((p)pcz la classe du diviseur d’une fonction f vérifiant f(P) = (p
pour tout P € Z, et celle de droite associe a un diviseur D le couple ([D], f) ou f est n’importe
quelle fonction de diviseur nD. Comme les termes de gauche et de droite de ces suites exactes sont des
A-modules libres, H' (U, u1,,) et HX(U, 1) sont des A-modules libres. Ces deux suites sont duales 1'une
de l'autre par 'accouplement de Weil, comme vu a la fin de la section I1.4.2. Soit " un quotient de
B = Gal(k|ko) tel que action de &q sur H' (X, u,,) et Div(X)® A se factorise par T. Il suffit, afin de
disposer d'une description compléte de H (U, y,,) comme A[I']-module, de calculer explicitement une
section A-linéaire de H' (U, j1,,) — Div%(X) ® A, ainsi que 'action de T sous la forme décrite dans la
section V.1. Une telle section existe toujours car les A-modules en question sont libres. Cela revient,
étant donné P, € Z, & calculer un diviseur D € DivO(X ) tel que nD soit linéairement équivalent a
E = (P)—(Q), ce qui s’effectue a 'aide de 'adaptation de 'algorithme de Huang-Ierardi décrite dans
la remarque 4.3.5.

0— — HY(U, pn) = HY(X, 1) = 0

Remarque 5.2.4. Voici comment calculer 1’action de T' sur H*(U, u,) en suivant la méthode dé-
crite dans la section V.1. Soit (([D1], f1);-- -, ([Dag], f24)) une A-base de H'(X, u,,). Soit également
(D5gyqs-- -5 D) une A-base de Div%(X) ® A. Pour chaque i € {29+ 1...2g +r}, soit ([D;], D}, fi)
un représentant d’un antécédent de D) dans Hl(U, ). La famille des classes de triplets

([Dl]ao,fl)’ EERE) ([DZQLO’JCQQ)? ([D29+1}7Dég+1a f2g+1)’ BERE) ([D29+T}7Dég+raf2g+7‘)

forme alors une base de H*(U, u,,). Soit ([D], D', f) € H'(U, u,). L’action d’un ¢ € T sur le triplet
([D], D', f) se calcule de la facon suivante : I'élément o - D’ € Divy(X) ® A se décompose comme

combinaison linéaire
2g+r

g - D/ = Z OéiD;.
1=2g+1

L'élément o - ([D], D', f) — 3, «i([Ds], D%, f;) appartient & 'image de H' (X, 1) : il suffit maintenant
de décomposer (o - [D] — 3., ai[Dy], (o - £)/T1, £7) dans la base ([Dy], fi)1<i<2, de H' (X, pu,) pour
obtenir la décomposition compléte de o - ([D], D', f) dans la base ([D;], D, fi)1<i<2g+r-

Exemple 5.2.5. Soit E une courbe elliptique sur k. Soit C = E — Z ou Z = {Py,...,P.}. Le A-
module Div)(E) ® A est engendré par les diviseurs de la forme (P;) — (P,) pour i = 1,...,7 — 1. Pour
chaque 7 € {1,...,7}, soit @; un point tel que nQ; = P;. Ces points s’obtiennent concrétement de la
facon suivante. La multiplication par n sur E est donnée sur les abscisses des points par le polynome
de n-division ¢,, € k[z]. Il suffit alors de résoudre ¢, (z) = xp, ; choisissons une solution z. L'un des
deux points de E ayant x pour abscisse convient. Ayant ainsi obtenu des points Q1,...,Q,, posons
D; = (Q,) — (Q;). Le diviseur (P;) — (P.) + nD; est alors principal, car de degré et de somme nuls.
C’est un antécédent dans H'(C, u,,) de (P;) — (P,).
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Voyons comment déterminer explicitement le A[&]-module H. (U, 1,,). Supposons X, décrite par un
modeéle plan birationnel Cj, tel que la restriction de X — Cj X, k & Z soit un isomorphisme. Décrivons
d’abord Vinclusion de (B, pn (k))/pn (k) dans HY(U, p,). Notons P; = (z;,9;),4 = 1,...,r les points

de Z C C, que nous pouvons tous supposer dans la carte affine z # 0. Soit ((p,,...,(p,) € un(k)Z. La
fonction i
T —x; Y — Y5
f(x?y):ZCPi H % ﬁ (©)
i=1 Jlej#x, ‘ J Iy #yi ‘ 7

vérifie f(P;) = Cp, pour tout i € {1...7}. L’image de (Cp,,...,Cp,) dans HL(U, u,) est alors div(f).
D’autre part, un antécédent dans H}:(U7 tn) d'un élément de HI(X , in) Teprésenté par un diviseur D
se détermine de la fagon suivante. Commencons par calculer un diviseur D’ équivalent & D de support
disjoint de Z, comme décrit dans annexe C.3.4. Le diviseur nD’ est le diviseur d’une fonction f.
Calculons, pour ¢ = 1,...,r, une racine n-iéme \; de f(P;) dans k, puis une fonction ¢ telle que
g(P;) = \; pour tout 4. Le diviseur D’ — div(g) est un antécédent de D dans H:(U, u,,). En utilisant
I’algorithme de Couveignes décrit dans la section IV.2, nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 5.2.6. Il existe un algorithme probabiliste (Monte-Carlo) qui, étant donné une courbe
projective lisse X de genre g sur [, représentée par un modéle plan de degré d, un entier n premier &
g, un diviseur IF-rationnel de degré 1 sur X, le polynome caractéristique de la fonction zéta de X et
un ensemble non vide Z = {Pi,..., P} C Xo(F,) calcule un ensemble de diviseurs D1, ..., Dogy,_1 de
degré 0 sur (Xo— Z)E dont les classes forment une base de H} ((Xo— Z)E, tin)- Le nombre d’opérations

effectué est polynomial en d, loggq, n29 et r.

Démonstration. Quitte & passer & une extension de degré d de [, pour trouver un point Py € X (Fy),
lalgorithme de Couveignes renvoie des classes D1, ..., Dy, de diviseurs de degré 0 sur X de la forme
G; — gPy, o les G; sont définis sur une extension de F, de degré O(gn?9), en temps polynomial en
d, n?9 et logq. Le calcul d’un diviseur équivalent & G; — gPy de support disjoint de Z se fait donc en
temps polynomial en d, n?9, logq et r d’aprés 'annexe C.3.4. Les diviseurs Dagy1,. .., Dogir—1 sont
obtenus en calculant le diviseur de fonctions données par la formule (¢), qui sont de degré O(r). O

Remarque 5.2.7. Le groupe Hi(U, ln) se détermine trés facilement une fois que on connait une
description de H'(X,p,) en termes de diviseurs. Ce n’est pas le cas de H'(U,u,), dont le calcul
nécessite de déterminer des racines n-iémes dans Pic(X). Si la dualité de Poincaré permet de décrire
I'un des groupes a partir de lautre, elle ne permet pas de déterminer une fonction f telle que div(f)
soit un antécédent dans H' (U, p,,) d’un diviseur de degré 0 supporté sur Z.

V.2.3 Fonctorialité en U

Soit U’ une courbe affine lisse sur k£ munie d’un k-morphisme f: U’ — U. Soient X’ la compac-
tification lisse de U’, et Z’ le fermé réduit complémentaire de U’ dans X’. Considérons également
V' =U xx X', et son fermé réduit complémentaire W’ dans X’. Le diagramme commutatif suivant,
dont les deux rectangles sont cartésiens, résume la situation.

U’ V! X’ A w'
N |
U X A

Décrivons comment calculer le morphisme H*(U,A) — H*(U’,A) induit par f. La fonctorialité
de la suite exacte précédente permet de calculer le morphisme H' (U, A) — H'(V’, A), c’est-a-dire la
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composée des morphismes de A-modules

H'(U,A) = H'(X,A) & (Divy(X) ® A) — H' (X', A) & (Div)y, (X') @ A) = H'(V', A)

ou le calcul de I'isomorphisme de droite repose sur celui d’'une section A-linéaire s’ de
HY(V',A) = Diviy. (X') @ A

compatible & f. Pour faire cela, notons s une section déja calculée de H' (X, u,,) — Divy(X) ® A et
v: Divy(X) — DivY,, (X’). Pour chaque diviseur w = v(v) € im(y), définissons s'(w) == f*s(v). Pour
les w qui ne sont pas dans I'image de ~, définissons s'(w) comme étant une racine n-iéme de w dans
Pic’(X").

Remarquons que la fleche Divy(X) ® A — Div,,(X’) ® A dépend des indices de ramification
du morphisme : notons |Z| = {z1,...,2zn}, |W| = {w1,...,wq} avec f(w;) =: z5,. L'image de
(fo,---» fs) € HY(Z, A) est alors (e, (f)2s,)1<i<d-

Le morphisme H' (U, A) — H*(U’, A) se factorise par H* (U, A) — H(V’, A). Il reste & déterminer la
floche H'(V’, A) — H'(U’, A). Remarquons qu’avec la description explicite de H*(V’,A) et H*(U’, A)
dont nous disposons, le morphisme H'(V’, A) — H'(U’, A) se calcule explicitement et est simplement
une inclusion. A un triplet ([D], D', f) ou [D] € Pic(X")[n], D' € Div}, (X") ® A et nD = D’ + div(f),
il associe encore ([D],D’, f). Il est donc possible de calculer explicitement un complémentaire de
H'(V’,A) dans H'(U’, A), et ainsi représenter le morphisme composé

HY(U,A) — H' (V' A) = HY (U, A).

V.3 Cohomologie des faisceaux lisses

Cette section est dédiée au calcul du complexe de cohomologie d’un faisceau lisse sur une courbe
lisse ou nodale sur un corps algébriquement clos. Dés que son genre géométrique est non nul, une telle
courbe est un K(m,1), et notre méthode consiste & calculer la cohomologie des faisceaux lisses comme
cohomologie du groupe d’automorphismes d’un revétement galoisien de la courbe. Nous commencons
par décrire cette méthode, puis nous détaillons les algorithmes employés pour la mettre en ceuvre et
calculons leur complexité. Nous montrons également comment calculer explicitement les morphismes
de la suite de Gysin. Nous donnons ensuite deux exemples de calcul de groupes de cohomologie. Nous
terminons par la description de la généralisation de cette méthode a la détermination de la cohomologie
d’un complexe de faisceaux lisses sur une telle courbe.

V.3.1 Calcul de la cohomologie

Rappelons que & est un corps algébriquement clos, et A = Z/nZ avec n premier a la caractéristique
de k. Soit U une courbe intégre lisse ou nodale de genre géométrique non nul sur k. Soit F un faisceau
lisse de A-modules sur U, de fibre générique géométrique M. D’aprés la proposition 2.6.8, U est un
K (m,1) : le morphisme canonique

RI(m (U), M) — RI(U, F)

est un isomorphisme dans DIC’(A). Soit f: V' — U un revétement qui trivialise F. Considérons un
revétement caractéristique W — V trivialisant tous les f*F-torseurs sur V, par exemple celui construit
dans la section I1.7.1.1. Le revétement W — U est encore galoisien. Notons G = Aut(W|U).
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Proposition 5.3.1. Le morphisme canonique
T<1 RF(G, M) — T<1 RF(?Tl(U),M) l) T<1 RF(U,]:)
dans D2(A) induit par le quotient 7 () — G est un isomorphisme dans D%(A).

Démonstration. La suite spectrale de Hochschild-Serre fournit la suite exacte courte
0 — H' (G, M) — H' (U, F) —» H (G, H"(W, Flw)).

Comme W — V trivialise tous les M-torseurs, le morphisme H' (U, F) — H'(W, F|w) est nul. Par
conséquent, le morphisme
HY(G,M) - H (U, F)

induit par le quotient 71 (U) — G est un isomorphisme. De méme, le morphisme H°(G, M) — H°(U, F)
est un isomorphisme. Ceci implique que le morphisme composé

RI(G, M) — RI(m (U), M) = RI(U, F)
dans D2(A) est un quasi-isomorphisme en degrés 0 et 1. O

Remarque 5.3.2. Dans le cas ot U est affine, H (U, F) = 0 dés que i > 2. Par conséquent, le

morphisme
7<1 RI'(G, M) — <1 RT'(m (U), M) — 7<1 RT'(U, F) — RI(U, F)

est un isomorphisme dans D%(A).
Dans le cas ot U est projective, choisissons deux ouverts Uy, Us de U. Le triangle de Mayer-Vietoris
(voir section 1.5.3) assure alors que

RI(U, F) = cone (RT(Uy, F) @ RI(Uy, F) — RT(Uy N Uy, F)) [-1].

Fonctorialité sur Speck Soit ¢: U’ — U un morphisme de courbes affines intégres lisses sur k.
Soit F un faisceau lisse sur U. Expliquons comment calculer le morphisme RT'(U, F) — RI(U’, *F)
déduit de ¢ par fonctorialité. Soit f: V — U un revétement galoisien de U qui trivialise F. Ici, nous
supposons que W est le revétement Vo de V de groupe H'(V,A)Y construit dans la section 11.7.1.1.
Calculons une décomposition primaire de V' xy U’ (voir annexe C.2). Considérons une composante
connexe V' de V xy U’. Notons K, K’ les corps de fonctions respectifs de V', V’. Quitte a le remplacer
par sa cloture galoisienne sur U, supposons V’ — U galoisien. Le schéma W est la normalisation de V'
dans K(3/g1,..., {/9r), o les g; ont un diviseur multiple de n dans Pic(X); considérons de méme le
revétement W’ de V' de groupe H'(V’, A)V. Notons L, L’ les corps de fonctions respectifs de W, W',
Soit 7" — V' la normalisation de V' dans K'({/g1, ..., {/9») € L'. Le diagramme commutatif suivant,
dont les deux fleches verticales composées sont des revétements galoisiens, résume la situation.

Wl

|

T —— W



Le morphisme W' — W ainsi obtenu induit un morphisme w: Aut(W'|U’) — Aut(W|U). En effet,
comme L/k(U) est normale, tout élément de Aut(L'|k(U’)) C Aut(L'|k(U)) donne par restriction un
élément de Aut(L|k(U)) = Aut(W|U). Ce morphisme Aut(W'|U") — Aut(W|U) donne par fonctoria-
lité le morphisme cherché entre les complexes de A-modules représentant

RI(Aut(W|U), M) — RT(Aut(W'|U"), M).

Remarque 5.3.3. Le morphisme H' (U, F) — H*(V, F|) est en particulier trés simple a calculer :
c’est simplement le morphisme H'(G, M) — H'(H'(V, A)Y, M) déduit de Pinclusion H'(V,A)Y C G.

Action de &, = Gal(k|kg) Supposons désormais que U, F proviennent par changement de base d’une
courbe géométriquement connexe Uy sur kg et d’un faisceau lisse Fy sur Uy trivialisé par fo: Vo — Up.
Notons V = Vp xg, k.

1. Traitons d’abord le cas oul V' est connexe et posséde un kg-point yo. Soit ¢y un point géométrique
de V au-dessus de yg, d’image un point géométrique Ty de U. Soit toujours W = V5 le revétement
de V de groupe H*(V, A)V. Notons Z, un point géométrique de W d’image un point géométrique
Yo au-dessus de yo. Pour tout o € &, I’automorphisme

oy (U, Tg) — 71 (U, Tp)

se restreint en un automorphisme de 71 (V, §o), et donc encore en un automorphisme de w1 (W, Zp)
puisque ce dernier est caractéristique dans 71 (V). Par conséquent, il induit par passage au quo-
tient un automorphisme de Aut(W|U). L’action de &g sur 73 R[(Aut(W|U), M) découle alors
de son action sur Aut(W|U) par fonctorialité. Cette méthode sera illustrée dans la section V.3.4.

2. Supposons désormais que V n’est pas connexe, c’est-a-dire que ko(Vp) contient une extension
finie non triviale de ky. Construisons le revétement V5 o — Vp défini sur ko décrit dans la section
I1.7.2. Notons W = Va o Xp, k. Alors W — U est encore un G = Aut(Vz|Up)-torseur, et le
méme raisonnement permet de calculer 7<; RT(Aut(Va,0|Up), H(W, F)). Remarquons que les
composantes connexes de W sont permutées par un groupe Gal(L'|kg), ot L’ est une extension
galoisienne de ko. Ceci permet de calculer I’action de & sur H’(W, F). Le groupe &, agit ici
trivialement sur Aut(V2,0|Us), puisque V5 o est défini sur ky. Soient V' une composante connexe
de V et W' une composante connexe de W d’image V'. Il y a une suite exacte

1 — Aut(W'|[V") — G — Gal(L'|ko) — 1

et
HO(W, F) = ind§, v HO (W', F).

Le complexe RI'(G,H°(W, F)) ainsi calculé, muni d’une action naturelle de &g, représente bien
RI'(U, F), car le lemme de Shapiro [Neul3, Th. 4.19] assure qu’il y a un isomorphisme

RI(G,HY(W, F)) = R[(Aut(W'|V"), HO (W', F)).

Mise en garde 1l serait tentant, lorsque U est affine, de faire le raisonnement suivant. Le morphisme
V — U étant galoisien, RT'(U, F) = RI'(Aut(V|U),RT(V, F|v)). Comme V est un K(m, 1), un com-
plexe représentant RI'(V, F|y) est le complexe de cochaines usuel calculant RI'(71(V,y), M). Il peut
méme étre tronqué en degré < 1 puisque V est affine. Le morphisme

7<1 RT(Aut(Va|V), M) — 7<i RT\(m1(V, y), M)
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est encore un quasi-isomorphisme par les arguments ci-dessus. Comme F est constant sur V', ’action de
m1(V,y) sur M est triviale ; par conséquent, la premiére fléche du complexe calculant RI'(Aut(V2|V), M)
est nulle. Il en découle que RT'(V, F|y ) est représenté par le complexe

HO(V, Flv) & HY(V, Flyv).

L’action de Aut(V|U) sur Aut(Va|V) = H'(V,A)Y, et donc sur ce complexe, se calcule aisément.
Ceci permettrait de déterminer RT'(Aut(V|U),RT'(V, F|y)) sans avoir a calculer de revétement de V.

L’erreur est la suivante : le complexe H’(V, F|y) LN H'(V, F|y) représente RT'(V, F|y) dans D2(A),
et ses groupes de cohomologie sont munis d’une action naturelle de Aut(V|U). Mais ce complexe ne
représente en général pas RU(V, F|y) dans D2(A[Aut(V|U)]). Lorsque [V : U] est divisible par n, ce
n’est pas le cas. Prenons 'exemple de V =U = G,, et f: V — U,z — z". Considérons le faisceau
constant A sur U. Alors
RI(V,A) = [A 5 A]

et Paction de Aut(V|U) ~ (k) sur H°(V, A) et H'(V, A) est triviale puisque p, (k) fixe les points 0
et oo. Par conséquent, RI'(V, A) est le complexe de uy,(k)-modules triviaux A[0] & A[—1], et pour tout
entier i > 0, H(U,A) = H'(un(k),A) ® H ' (un (), A). Ce résultat est absurde puisque ces groupes
doivent étre nuls en degré ¢ > 2, et que Hl(U7 A) est de rang 1 et non 2.

V.3.2 Algorithmes et complexité

Nous allons décrire ici les algorithmes permettant de calculer explicitement la cohomologie d’un
faisceau lisse par la méthode décrite dans la section précédente. Rappelons les notations : Uy est une
courbe lisse géométriquement connexe sur le corps parfait kg, et Vo — Uy est un revétement galoisien.
Supposons d’abord par simplicité que Vj est géométriquement connexe. Les courbes U,V sont les
changements de base de Uy, V; a la cloture algébrique k£ de k. Le revétement caractéristique Vo — V
défini dans la section I1.7.1.1 a pour groupe H'(V,A)V.

Pour les résultats de complexité, nous noterons C(g,q,n,r) la complexité du calcul de H' (U, p,,),
ou U est une courbe intégre lisse sur E provenant de I, de compactification lisse X de genre g, avec
r = |X — U|. Notons également D(g,n,r) le degré de la plus petite extension de F, sur laquelle sont
deéfinis les éléments de H' (U, 1,,) obtenus. Une majoration de ces deux entiers est donnée a la fin de la
section 1V.3.4.1.

Remarque 5.3.4. Il est possible de majorer D(g, n,r) par | Auty H (U, tn)| = O(n29+7%). En effet,
action de &¢ = Gal(k|ko) sur H (U, u,,) se factorise par un quotient &; d’ordre | Auty H (U, u,)|,
c’est-a-dire le groupe de Galois d’une extension de F, d’ordre O(n(29%7)2) que I'on peut fixer. Les
classes dans Pic(X) des diviseurs obtenus représentant des éléments de H'(U, u,) sont toutes &;-
invariantes, et 'algorithme de la proposition C.3.9 permet alors de trouver des diviseurs &;-invariants
qui leur sont équivalents ; la complexité de cette opération est négligeable devant celle des algorithmes
de calcul du H'.

Calcul de Aut(V5|U) Soit 7 € Aut(k(V)/k(U)). Notons t = 2g + 7. Il y a n® automorphismes de
k(V3) de restriction 7; voici comment en construire un. Soit

B = (([Dl]lelagl)a IR ([Dt]vagagt))

une A-base de H(V, p,,). Fixons f; = ¢/g:- Un automorphisme o de k(V2) de restriction 7 vérifie néces-
sairement o(f;)™ = 7(g;). Calculons une racine n-iéme de 7(g;). Décomposons 1’élément 7 ([D;], D}, g;)
de H*(V, 1,,) dans la base B : cela revient a calculer des éléments o;; € A tels que

(7*[Di], 7D}, 7(g:) = Y _ 5 ([Dy], D, g5)
j=1
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dans H'(V, 1,,). 1 existe d’aprés le lemme 5.2.2 une fonction h; € k(V)* et des entiers a;; relevant les
ay; tels que
n

t
R | =)
j=1

dans k(V'). Une racine n-iéme de 7(g;) dans k(V2) s’obtient alors sous la forme

t
fm' = h; H fjaj
j=1

Soit (b1, ...,bs) une k(U)-base de k(V'). Alors
(biflal s ftat)lgigs,ogajgn—l

est une k(U)-base de k(V2). L’endomorphisme o de k(V3) défini par
O o 1) = O 12

est un élément de Aut(k(V2)|k(U)) dont la restriction & k(V) vaut 7. Les autres antécédents de 7
dans Aut(k(V2)|k(U)) sont obtenus en composant celui-ci avec un élément de Aut(k(V2)|k(V)) ~
Homy (H' (V, i), fin)-

L’algorithme pour calculer o est donc le suivant : pour chaque i € {1...t}, calculer 7*([D;], D%, ¢),
puis déterminer h; grace & la preuve du lemme 5.2.2, et en déduire f;;. Rappelons (voir remarque
5.2.3) que le calcul de h; nécessite des calculs d’espaces de Riemann-Roch de diviseurs sur V' qui sont
chacun différence de deux diviseurs effectifs de méme degré g+n, ainsi que le calcul d’une racine n-iéme
dans k. La complexité du calcul de Aut(V2|U), qui est d’ordre deg(V — U)nt, est donc dominée par
celle du calcul des f.;, c’est-a-dire de Hl(V7 )

Considérons désormais le cas général du calcul de RI'(U, F) : nous ne supposons plus Vj géométri-
quement connexe. Le revétement galoisien calculé, que nous noterons V5 o — Uy, est celui décrit dans
la section I1.7.2. Le diagramme suivant, dont le carré est cartésien, résume les notations.

Vao

|

V — 1)

|

U*>U0

Ordre de Aut(V20|Up) Nous avons vu dans la section II.7.2 comment le déduire du calcul de
Aut(V3|U). Calculons son ordre lorsque kg = F,. Notons r = |X — U|, ou X est la compactifica-
tion lisse de U. Rappelons que le corps de fonctions de V3 ¢ contient une extension L de kg, qui est la
composée de la cloture algébrique ki de ko dans ko(Vp), de ko(uyn) et de extension de kg par laquelle
se factorise I'action de Gal(k|ko) sur H* (Vg 1, k, A). Soit V(1) une composante connexe de Vo Xy, k ;

d’aprés la formule de Riemann-Hurwitz, son genre est O((g + r)[V® : U]) = O((g + r) [[Z‘;ig(‘)’]] ), ol g

est le genre de X. Notons d = [[Ziig;)]]' D’apres les lemmes 2.7.11 et 2.4.3, Pordre de G = Aut(Wy|Uy)

est donné par

G| = n29V) XL k] x [Vo: Uyl
O (Vv nD(g(V M), g,n,dr)) [Vo : Uo]
= O((g+r)dn[Vo:Ug|D(d(2g +T),n,dr)).
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Rappelons que [Vj : Up] est l'ordre du groupe de monodromie & C Autp(M). De plus, la remarque
5.3.4 assure que D(g,n,r) est majoré par n297". En particulier, si M = AJ, | Auty (M)| = O(n?") et

. j2
|G| < (29 + r)n232+3(29+r)” .

Cette majoration donne une bonne idée de la complexité de I'algorithme dans le pire cas, mais cache
le fait qu’a taille constante de groupe de monodromie, cette complexité est polynomiale en j3n?’. Si
la courbe V' admet un modeéle plan a singularités ordinaires de degré O(g) (ce qui est le cas pour une
courbe générale), cette complexité est O(j3n94).

Calcul de RI'(U,F) En supposant que l'on ait déja construit le revétement V2o — Uy et calculé
son groupe de Galois, il ne reste plus qu’a calculer le complexe RI'(G, M) ot G = Aut(Va,0|Up) grace
a la résolution libre usuelle (résolution bar) de A comme A[G]-module. Le module M = H°(V, F) est
représenté comme quotient d’un module libre : M = A™/N. Rappelons que nous souhaitons calculer
la cohomologie de G & valeurs dans un module M’ induit & partir de M, isomorphe comme A-module
a Mlkvkol Notons s = [k : ko] < [Vi : Up]. Rappelons que l'ordre de G est d = [L : kyn"[Vp : Up), ot
r =rg,(HY (VD A)). Le complexe représentant 7<; RI(U, F) est donc une troncature de la derniére
ligne du diagramme commutatif & colonnes exactes suivant.

0 0 0
N N N

Asm Adsm Adzsm

!

WE Msd ]\4sd2

| | |

0 0 0

Les calculs effectués pour déterminer RI'(U, F) étant simplement des calculs de noyaux et conoyaux de
morphismes de A-modules engendrés par au plus sd?m éléments, la complexité du calcul de RT'(U, F)
est O((sd?m)3) opérations dans A.

Théoréme 5.3.5. Soit Uy une courbe lisse géométriquement connexe sur F,. Notons U = (UO)E'

Notons X sa compactification lisse, g son genre, et r = | X — U|. Soit F un faisceau lisse de A-modules
sur Uy de fibre générique géométrique un A-module M & m générateurs; notons & I'image de 71(U)
dans M, et d son ordre. Supposons donné un revétement galoisien Vy — Uy de groupe & qui trivialise
F. 1l existe un algorithme calculant un complexe de A[&g]-modules représentant RI'(U, F) en

O (C(dlg +r).a,n,dr) + (md*n*"o*2) D(d(2g + 1),n, dr))? )

opérations dans IF.

Démonstration. L’algorithme consiste & calculer le revétement caractéristique V5 o de V défini & partir
de H'(V, A), son groupe d’automorphismes G ainsi que RT'(G, M’) ott M" = H°(Va g Xy, k, F). Le rang
de HY (VD A) est inférieur a 2d(g +r) +dr — 1 = 2d(g + 2r) — 1. L’ordre du groupe G = Aut (V3 0|Up)
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est donc inférieur a dn?¥9+27) D (g, n,r). L’estimation précédente du cotit du calcul de 7<; RT'(G, M’)
a partir de G permet de conclure. O

Corollaire 5.3.6. Avec les notations et hypothéses du théoréme, il existe un algorithme probabiliste
(Las Vegas) qui calcule RT'(U, F) en

o((dg+m?)
P(d3 g7 n’ r’ m’ log q)2

opérations dans Fy, ot P est un polynéme. Si V' admet un modéle plan ordinaire de degré O(g), cette
complexité devient

P(d, g,n, 7, m, log q)° (4",

Démonstration. Nous avons utilisé les majorations de C(g, ¢, n,r) et D(g,n,r) obtenues dans la section
IV.3.4.1 : ils sont tous les deux bornés par P(d, g, n)0(94) pour une courbe & singularités ordinaires, et

2
donc P(d, g, n)20(4g ) pour une courbe quelconque. O

V.3.3 Suite de Gysin

Soit f: Y — X un revétement galoisien de courbes intégres projectives lisses sur k. Soit F un
faisceau lisse de A-modules sur X, trivialisé par f. Notons F' = H°(Y, f*F). Soit Z un fermé réduit
non vide de X. Notons U son ouvert complémentaire, W = Z xx Y et V = U x x Y. Les notations
sont résumeées par le diagramme commutatif suivant, dont les deux carrés sont cartésiens.

V — Y «— W

|1

U—— X<«+— 7

Les suites exactes de Gysin pour F sur X et pour le faisceau constant F' sur Y fournissent le diagramme
commutatif

0 — HY(X,F) — H'(U,F) — H(Z,F(-1)) — H(X, F(-1)V)Y —— 0

| | | J

0 — H(Y,F) —— HY(V,F) —— H'(W,F(-1)) ———— F(-1) ——— 0
dont la ligne inférieure est celle de la section 11.4.1.3.
Le morphisme H°(Z, F(—1)) = H*(Z, F(-1)) — H°(W, F(—1)) s’écrit
F(=1)% = F(-1)", (az):zez = ((az)wew. )zez
et admet une rétraction r donnée par des projections. Ceci permet de calculer le morphisme
H'(U,F) —» H°(Z, F(-1))
comme la composée
H'(U,F) - H(V,F) - H*(W, F(-1)) 5 H°(Z, F(-1)).

La flache H(Z, F(—~1)) — H°(X, F(=1)V)V associe & (a.).cz le morphisme H°(X, F(—~1)V) — A qui
awu: F(—1) — A associe ) ., u.(a.). La fleche verticale de droite associe & u: HY(X, F(-1)¥) = A
Iélément deg(f)uly: F(—1)YV — A de F(—1)VV = F(-1).
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V.3.4 Trois exemples détaillés
V.3.4.1 Un ouvert de P!

Posons n = 2. Supposons que —1 n’est pas un carré dans le corps parfait ky. Notons V = P! —
{0,41,00} et U = P! — {0,1,00}. Considérons le revétement étale de degré 2

fr vV — U
y — y?

de groupe d’automorphismes engendré par 7: y — —y. Le faisceau F = f,A est un faisceau lisse sur U,
trivialisé par le revétement f: V — U puisque f*f, A ~ A2, II correspond au Aut(V|U)-module A2, ot
l’élément non trivial de Aut(V|U) intervertit les deux copies de A. Comme f est fini, Rf, A = (f.A)[0]
et il y a un isomorphisme canonique

RI(U, f.A) = RT(V, A).

Nous devrions donc trouver
HY (U, F) = H'(V,A) ~ A3

Nous avons déja calculé dans ’exemple de la section I1.7.4 le revétement Vo — V de groupe
H'(V,A)V. C’est la normalisation de V dans

PI‘Oj k[yazvtah]/(zz - (y2 - h2>7t2 - (y2 + h2)> — PI‘Oj k[yah] = ‘7
(y:z:t:h) —— (y?:h?).

Le groupe G = Aut(V32|U) est d’ordre 16, engendré par v(y, z,t, h) = (vV/—1y,v/—1¢t,/—1z, h) et trois
éléments o1, 09, 03 d’ordre 2.

Calcul de RI'(U, F) Un complexe & deux termes représentant RI'(U, F) est

A = {f: G = A |Vg,h € G, f(gh) = f(g) + gf(h)}.

Un morphisme croisé f: G — A? est déterminé par les images de o;,09,03,7. En exploitant les
relations yo1 = 017, Y02 = 037 et ¥2 = 010203, il vient qu'un tel morphisme croisé est uniquement
déterminé par un quadruplet (a,a;,az,as3) € A*; le morphisme croisé correspondant & ce quadruplet
vérifie f(o1) = (a1,a1), f(02) = (as2,a3), f(o3) = (as,a2) et f(v) = (a,a+ a1 +az+a3z). Parmi ceux-ci,
les morphismes croisés principaux sont les images de (0,0,0,0) et (1,0,0,0). Le complexe calculé est
donc isomorphe a
A2 — A
(a,b) — (a+1,0,0,0)

et ses groupes de cohomologie sont A et A3, ce qui est le résultat attendu.

Action de Galois L’action de &y = Gal(k|ko) sur Aut(Y|X) se factorise manifestement par le quo-
tient Gal(ko(v/—1)|ko). Ce groupe est engendré par la conjugaison y/—1 +— —+/—1. L’automorphisme ¢
agit trivialement sur o1, 09,03, et ¢ -y = 0102037 (y, 2,t) = (—v/—1y, —/—12, —/—1t). L’action de

¢ sur A? est triviale, et son action sur le groupe A* des morphismes croisés est (¢- f)(z) = ¢f (¢~ 1z) =
f(¢~tx). Explicitement, comme ¢ -y = 0102037, cette action est

¢ (a,a1,a2,a3) = (a+ a1 + az + a3, a1,a2,a3).
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V.3.4.2 Une courbe elliptique

Cet exemple illustre la possibilité que les groupes de cohomologie d’un faisceau lisse dont la fibre
générique géométrique est un A-module libre ne soient pas des A-modules libres. Soit F une courbe
elliptique sur un corps algébriquement clos de caractéristique impaire. Posons n = 4. L’isogénie de
multiplication par 2 sur E est un revétement galoisien de groupe (Z/2Z)?; notons E' — E ce reve-
tement. Considérons le faisceau lisse F de A = Z/4Z-modules de fibre M = A% sur E trivialisé par
E’ — E, correspondant a la représentation :

(Z/22)* — GLa(A)
(1,0),(0,1) (é f)

Le groupe H(E, F) = H((Z/2Z)%, M) est 2A x A ~ (Z/2Z) x (Z/47Z). Le revétement Ej — E'
de groupe H'(E’,A)V est la multiplication par 4 sur E’; le revétement composé Ej) — E est la
multiplication par 8 sur F, de groupe d’automorphismes (Z/8Z)%. Le groupe H'(E,F) est donc
isomorphe a H'((Z/8Z)%, M), ou 'action de (Z/8Z)? sur M est définie par le morphisme composé
(Z/87)* — (Z/27)* — GLa(A). Ce groupe est isomorphe au quotient du A-module libre A* par le
sous-module engendré par (2,0,0,0). Plus précisément, il est engendré par les classes des cocycles
c1,Co,C3,Cq, OU 2¢1 est de classe nulle, définis comme suit.

Cocycle ¢ | ¢(1,0) | ¢(0,1)
c1 (10) | (10)
C2 (00) | (10)
c3 (00) | (01)
ca (01) [ (00)
Le cocycle 2¢; associe a (0,1) et (1,0) le vecteur (2,0); c’est 9¢’, ou ¢ est le O-cocycle de valeur (0,1).

V.3.4.3 Un ouvert d’une courbe elliptique

Ce troisiéme exemple a nécessité 'utilisation d’un logiciel de calcul formel, a la fois pour les opéra-
tions dans la jacobienne d’une courbe de genre 2 et pour la cohomologie des groupes. Les algorithmes
du chapitre IV n’ayant pas été implémentés, nous nous servons des spécificités des courbes hyperel-
liptiques pour la détermination de la 2-torsion de la jacobienne, et suivons pas & pas notre algorithme
précédemment décrit pour tout le reste. Les fonctions pour calculer dans la jacobienne d’une courbe
hyperelliptique sont disponibles dans SAGEMATH et MAGMA.

Le revétement considéré Dans ce deuxiéme exemple, nous prenons toujours n = 2. Le corps kg
considéré est Fyq, et tous les calculs sont effectués sur Fio; = Fy1(a), ot a est un générateur de Ffm
vérifiant a? 4 7a + 2 = 0. Soit E la courbe elliptique sur k = F15; définie par ’équation de Weierstrass
affine y*> = (z — 1)(x — 2)(z — 2). Soit C la courbe projective lisse de genre 2 sur k d’équation affine
y? = (22 — 1)(2? — 2)(2? — 3). La courbe C posséde deux points oo, c0_ qui ne sont pas situés sur
I'ouvert affine donné par cette équation. Considérons le revétement f: C' — E de degré 2 donné par
(x,9) — (22,y). Il est ramifié en les points affines P = (0,4) et Q = (0,7) de C d’images respectives
(0,4) et (0,7). Notons C = C —{P,Q} et E=E—{f(P), f(Q)}. Notons f: C — E le revétement étale
galoisien obtenu. Remarquons que les courbes C' et E proviennent de courbes Cy et Fy sur kg = Fy;.

Calcul de H'(C, 115) Notons

PE = (+1,0), PE = (+d5,0), P = (£5,0)
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les points de C' d’ordonnée nulle. Une base de la 2-torsion de la jacobienne J= est donnée par les classes
des diviseurs

Dy:=P' P, Dy:=P} Py, D3 = Py — P;", Dy =P — Py .
Les fonctions G 6
z—1 r—a T —a r—1
h=imr Peare BELTy BEns

vérifient 2D; = div(f;). Notons Dj le diviseur P — Q. Le double du diviseur
D5 — (a41’a29) + (70,41,0,29) o (OO+ + OO_)

est équivalent & Ds5. En I’absence d’algorithme implémenté & cet effet, nous ’avons obtenu en parcourant
les points de Jo(Fi21). La fonction
1 ar? +7
N + -
Ty x

fs =
vérifie div(fs) = 2Ds — Ds. Une Fyo-base de H(C, pi2) est donc donnée par les triplets

([D1]70’f1)7 ) ([D4]’Oa f4)7 ([D5]7D57f5)'

Le revétement C, — E Le revetement Co — C de groupe H'(C,A)Y a pour corps de fonctions
k(C)(z1,...,25) ott 22 = fi. Le groupe G = Aut(Cs|E) est d’ordre 64; il contient le sous-groupe
distingué H = Aut(Cs|C) ~ (Z/2Z)5 engendré par les ~;: z; — —z;. Voici comment déterminer un
élément de G d’image le générateur o: (x,y) — (—z,y) de Aut(C|E). Le calcul des diviseurs o*D;
fournit le résultat suivant.

O'*Dl = 7D1
c*Dy = —Dy
c*Ds = Di+ D3+ diV(hg) ou hs= m
0*Dy = Do+ Dy+ le(h4) ou hy = z3+a80x2+ya103x+a114
O'*.Dg, = D5
Remarquons que o* f3 = h3f1f3, 0*f1 = hifafs et 0* fs = —f5. Comme a®® est une racine carrée de

—1 dans Fy51, un antécédent de o est I’automorphisme ¢ défini par

1 1
T -z, Yoy, 21—, 20—, 23 hy(w,y)zzs, 2 e ha(w,y)zezs, 25— a0z,
21 22
En particulier, comme h3(x,y)hs(—x,y) = ha(z,y)hs(—2,y) = —1, automorphisme 62 est donné par

Tr—x, Y=y, Z1 — 21, 29 > 29, 23 — —Z23, Z4 > —24, 25 F> —2Z25.

Par conséquent, 62 = 37475 et & est d’ordre 4 dans G. De plus, dy1 = 11730 et dva = Y2v49. Les
éléments s, v4,y5 engendrent le centre de G. Son groupe dérivé est (y3 = [y1,0], 74 = [Y2,9]). Une fois
ce groupe calculé, il est possible par de simples méthodes d’algébre linéaire implémentées dans tous
les logiciels de calcul formel courants de calculer la cohomologie de n’importe quel faisceau lisse de
A-modules sur E trivialisé par C. Il est également possible de calculer Paction de Gal(F121|F11) =: {¢)
sur G. L’action de ¢ sur les éléments de G se calcule simplement sur les équations qui les définissent :
il fixe les 7; et envoie ¢ sur ~ys59.
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Un premier calcul de cohomologie Soit Fy le faisceau lisse de A = Z/2Z-modules sur Ey tri-
vialisé par Cy de fibre générique géométrique un A-module libre M de dimension 2, défini par la

représentation :
Aut(C() |E0) — GL2 (A)

N (0 v
10
Déterminons la cohomologie du faisceau F = (Fp)|g = f«A. Le complexe
M — C*™(G, M)
représentant 7<1 RI'(G, M) est de la forme

A? — AS,
Le groupe C'2(G, M) est engendré par des 1-cocycles cy,...,c5,¢': G — M. Ils sont donnés dans le
tableau suivant.
Cocycle ¢ | c(y1) | c(r2) | e(vs) | c(ya) | c(v5) | c(9)
c1 (10) | (00) | (11) | (00) | (00)]| (01)
¢ (01) 1 (00) | (11) | (00) | (00) | (01)
c3 (00) | (10)| (00) | (11)](00)]| (01)
cs (00) 1 (01) | (00) | (11) | (00) | (01)
s | (00) [ (00) | (01) [ (00) | (11) ] (01)
d (00) | (00) | (00) | (00) | (00) | (11)

Ici, ¢ est I'image des O-cocycles a = (1 0) et 3 = (0 1) par Papplication 9: M — C*(G, M).
En particulier, nous retrouvons le résultat attendu H*(E, f,A) = H*(C,A) ~ A5. L’action du groupe
Gal(F121|F11) = (¢) sur ce complexe fixe cy,...,cq,c et envoie c5 sur ¢*cy = c5 + ¢. Par conséquent,
comme attendu, son action sur H'(E, f,A) est triviale.

Un second calcul de cohomologie Considérons désormais le faisceau lisse Fy sur Fy trivialisé par
Cy de fibre M = A3 défini par la représentation :

Aut(C’0|E0) — GL3 (A)

g —

= o O
o = O
OO =

Nous trouvons H°(E, F) ~ A? et H'(E, F) ~ A%. Un calcul fournit des 1-cocycles cy,...,cs formant
une base de H' (G, M) et le 1-cocycle principal ¢’ défini par (1 0 0) € M.

Cocycle ¢ | c(y1) | e(y2) | clys) | elya) | clrs) | c(9)
) (100) [ (000) [(101)] (000) ] (000) | (001)
e (010) | (000) [ (000) | (000) | (000) | (000)
c3 (001) [ (000) [(101)] (000) ] (000) | (001)
ca (000) | (100) [ (000) | (101)](000) | (001)
cs (000) | (010) | (000)|(000) | (000) | (000)
co (000) | (001) [ (000) | (101) | (000) | (001)
cr (000) | (000) [ (000) | (000) | (101) | (001)
cs (000) | (000) | (000) | (000) | (000) | (010)
J (000) | (000) [ (000) | (000) | (000) | (101)

L’action de ¢ € Gal(F191|F1;) sur C'2(G, M) fixe tous ces cocycles sauf c7, qui vérifie ¢*c; = c7 + .
L’action sur H' (G, M) est donc triviale.
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V.3.5 Cohomologie des complexes de faisceaux lisses

Soit X une courbe intégre lisse sur k. Supposons d’abord X affine. Soit
H =[O = ™

un complexe borné de faisceaux lisses sur X de fibre générique géométrique un complexe K de
m1(X)-modules. Nous allons montrer comment utiliser la méthode décrite en V.3.1 pour détermi-
ner un complexe de A-modules représentant RI'(X,.¢"). Soit f: ¥ — X un revétement galoisien
de X qui trivialise tous les #%. Notons m = m(X). Pour tout groupe profini H, notons Py (A) la
résolution projective usuelle (résolution bar) de A comme A[[H]]-module. Nous souhaitons calculer
RI'(7, K) = RHomyi (A, K), qui est représenté par le complexe

Homz[[ﬂ]] (Pﬂ— (A)7 K) = TOt(A.’.)

ot AP = Homy[f))(Pr4(A), K?). Soit Y2 — Y le revétement de Y de groupe H' (Y, A)Y. Notons de
plus G = Aut(Y3|X). Considérons le complexe double B¢ = Homyg)(T>-1Pg (M), KP).

Proposition 5.3.7. Le complexe Tot B** représente RI'(X, 7).

Démonstration. Le morphisme B®** — A®*® induit par le quotient m — G définit encore un mor-
phisme entre les suites spectrales associées & ces quotients. Rappelons que pour tout faisceau lisse
F sur X trivialisé par Y de fibre F, le morphisme 7<; Homyq(Pg(A), F) — Homp ) (Pr(A), F)
est un quasi-isomorphisme. Remarquons que Homy(q)(7>-1Pc(A), F') = 7<1 Homy gy (Pa(A), F') par
exactitude a gauche de Hom(—, M). Le morphisme B**® — A®* est donc, sur chaque colonne, un
quasi-isomorphisme de complexes. Par conséquent, il induit un isomorphisme entre les premiéres pages
des suites spectrales (pour orientation verticale) associées & B*® et A**® : il s’agit en position (p, q)
de l'isomorphisme HY(H, K?) — H%(w, KP) si ¢ < 1, et 0 — H(w, K?) = 0 sinon. Par conséquent,
le morphisme entre les aboutissements de ces deux suites spectrales est un isomorphisme, c’est-a-dire
que le morphisme Tot(B**) — Tot(A**®) est un quasi-isomorphisme. O

V.4 Cup-produits dans la cohomologie des faisceaux lisses

Nous décrivons dans cette section comment calculer des cup-produits dans la cohomologie de fais-
ceaux lisses sur des courbes lisses sur un corps fini ou algébriquement clos. Dans un premier temps,
nous décrivons un calcul du H? d’un faisceau lisse sur une courbe projective lisse comme groupe de
cohomologie d’un quotient du groupe fondamental de la courbe. Nous indiquons ensuite comment cal-
culer le cup-produit de la dualité de Poincaré dans un cas simple. Nous nous servons enfin du calcul
du H? exposé au début de la section pour décrire les cup-produits H' x H! — H? entre groupes de
cohomologie de faisceaux lisses.

V.4.1 Un autre calcul du H?

Soit X une courbe intégre propre lisse de genre non nul sur k. Soit F un faisceau lisse de A-modules
sur k de fibre M, trivialisé par un revétement galoisien Y — X. Nous allons montrer comment calculer
H?(X, F) comme le H? d'un quotient de 7;(X) & valeurs dans M. Supposons (quitte & passer & un
revétement caractéristique de Y) que le degré de Y — X est un multiple de n. Soient Yo — Y le
revétement caractéristique de groupe Hl(Y, A)Y et Y3 — Y5 le revétement caractéristique de groupe
Hl(YQ,A)V. Notons W,?Ty,ﬂg],ﬂg] les groupes fondamentaux respectifs de X,Y,Ys, Y3. Notons G =

m/my = Aut(Y]X), Gy = 7/mld = Aut(Va|X) et Gy = /7l = Aut(V3]X).
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Proposition 5.4.1. La restriction de H*(G3, M) — H?(m, M) a 'image de H*(Gy, M) est un isomor-
phisme.

Démonstration. Rappelons que comme les morphismes
HY(X,F) —» H' (Ys, F) — H'(Y3, F)
sont nuls, les morphismes
H'(Go, M) — H (G5, M) — H' (7, M) = H'(X, F)

sont des isomorphismes. Considérons les morphismes entre les suites spectrales de Hochschild-Serre
associés aux morphismes d’extensions de groupes :

1 7T[Y3] T Gs 1
1 W{E] s Go 1
1 Ty T G 1

Ils donnent les morphismes de suites exactes de bas degré :

0 —— HY(G,M) —— H'(x, M) —— H(G,H'(ny, M)) H2(G, M) ker(H?(m, M) — H(nry, M)) —— HY(G,H' (1y, M))

| ! | | ! |

0 —— H'(Ga, M) —— H'(r, M) —— H°(Ga, H (2, M)) —— H*(G, M) —— ker(H(m, M) — H2(x2, M)) —— HY(Go, H'(x, M)

| ! | | ! |

0 —— H'(Ga, M) —— H'(r, M) —— H°(G, H (¥}, M)) —— H*(Gs, M) —— ker(H2(mr, M) — H3(x, M)) —— HY(Gs,H'(x¥, M)

Comme les degrés des revétements Y — X et Yo — X sont des multiples de n, les morphismes
H2(7, M) — H2(ry, M) et H2(m, M) — H2(xl2), M)

sont nuls. De plus, comme F est trivial sur Y, le morphisme H'(my, M) — Hl(wg],M) est nul. Le
carré supérieur droit du diagramme ci-dessus est donc

ker(H?(w, M) — H?(7y, M)) —— H'(G,H'(7y, M))

I I

H? (7, M) ——— H'(Gy, H (=13, M)

ce qui démontre la nullité du morphisme H*(7, M) — Hl(GQ,Hl(ﬂ'g],M)). Le méme raisonnement
peut étre appliqué au morphisme Y3 — Y5 pour obtenir le diagramme commutatif suivant.

0 —— HY(Go, H' (x| M)) —— H?(Gy, M) —— H*(x, M) —— 0

b | I

0 —— H(Gs, H' (n, M)) —— H?(Gs, M) —— H%*(x, M) —— 0
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Le morphisme H?(Gy, M) — H?(G3, M) passe au quotient en un morphisme
(G, M)/ HO (G, H! (nf), M) — H? (G, M)

et le cardinal de son image est au plus |H?(m, M)|. Par conséquent, la restriction du morphisme
H?(G3, M) — H?*(mr, M) a I'image de H?(Gy, M) — H?*(G3, M), que I'on savait déja surjective, est un
isomorphisme. O

Remarque 5.4.2. Le méme raisonnement s’applique mot pour mot au cas des courbes projectives
lisses géométriquement connexes sur les corps finis. La description du revétement Y5 se trouve dans la
remarque 2.7.6.

Remarque 5.4.3. L’hypothése de divisibilité par n du degré de ¥ — X est nécessaire pour notre
méthode de démonstration, mais ne semble pas nécessaire en général pour obtenir ce résultat. Par
exemple, soit E une courbe elliptique sur k. Alors Go = Aut(Es|E) ~ A% et G3 = (Z/n?Z)?. Le groupe
H?(Gy, A) est un A-module libre de rang 3 par la formule de Kiinneth. Or il contient Ext'(Gy, A) qui
est de rang 2. Il y a donc une extension centrale de G par A qui n’est pas abélienne, et qui fournit
par produit fibré une extension centrale non abélienne de G3 par A, c’est-a-dire un élément non nul
de H?(G3,A). De plus, le morphisme Ext'(Ga, A) — Ext'(G3, A) est nul : Pimage du morphisme
H?(Go, A) — H?*(G3, A) est de rang 1, c’est donc H?(E, A).

V.4.2 La dualité de Poincaré dans un cas particulier

Soit X une courbe projective lisse sur k. Soit F un faisceau lisse de A-modules sur X, trivialisé par
un revétement galoisien f: Y — X de groupe G. Nous souhaitons calculer le cup-produit

H' (X, F) x HY(X, FY) — H*(X, A).

Dans le cas particulier ou n est premier a ordre de G, le morphisme H?(X,A) — H?(Y,A) est un
isomorphisme. Le diagramme commutatif suivant

HY(Y, f*F) x HY(Y, f*FY) —— H3(Y, A)

I I

H' (X, F) x HY(X,FY) —— H?*(X,A)

permet alors de se ramener au cas particulier du cup-produit dans la cohomologie des faisceaux
constants, qui est I’accouplement de Weil décrit dans la section 11.4.2.

V.4.3 Calcul des cup-produits en général

Soit X une courbe projective lisse sur le corps algébriquement clos k. Soient F,G deux faisceaux
lisses de A-modules sur X de fibres respectives M et N. Nous souhaitons calculer le cup-produit

HY(X,F)x HY(X,G) - H*(X,F® Q).

Soit f: Y — X un revétement galoisien qui trivialise & la fois F et G. Supposons que le degré de Y — X
soit divisible par n. Soient Y — Y le revétement caractéristique de groupe H'(Y,A)Y et Y3 — Y5 le
revétement caractéristique de groupe H' (Y2, A)Y. Notons Gy = Aut(Y3|X) et Gs = Aut(Y3|X).
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Théoréme 5.4.4. Le cup-produit
H'(X,F) x H(X,G) - H*(X,F®G)
est réalisée par la composée
HY(Ga, M) x H (G, N) = H3(Gy, M ® N) — im(H?(Go, M ® N) — H?(Gs, M @ N)).
Démonstration. Rappelons que les morphismes

im(H?(Go, M @ N) — H*(G3, M ® N)) = H*(r, M ® N) — H*(X, F ® G)

sont, des isomorphismes d’aprés la proposition 5.4.1. Le diagramme commutatif

H'(Gy, M) x H'(Gy, N) —— H?*(Go, M ® N)

| |

H'(Gs, M) x H (G, N) —— H*(G3, M @ N)

| |

H' (7, M) x H* (7, N) ——— H*(m, M ® N)

| d

H'(X,F) x HY(X,G) —— H*(X,F®0G)

ou les trois premiéres lignes sont les cup-produits de cohomologie des groupes, montre comment calculer
le cup-produit de la derniére ligne : c’est la composée

H'(Ga, M) x H' (G2, N) 5 H2(Gy, M ® N) — im(H?(Ga, M @ N) — H*(Gs, M @ N)).
O

Remarque 5.4.5. Ceci s’applique de la méme fagon au cas des courbes projectives lisses géométri-
quement, connexes sur un corps fini.

V.5 Cohomologie des faisceaux constructibles : calcul du H!

Cette section est dédiée aux méthodes de calcul direct du premier groupe de cohomologie d’un fais-
ceau constructible sur une courbe lisse, en employant des méthodes déja proposées dans la littérature.

V.5.1 Avec l’algorithme de Jin

Soit X une courbe intégre lisse sur k. Soit F un faisceau constructible sur X. Supposons F défini
par recollement par rapport a un couple ouvert-fermé (j: U — X,i: Z — X) par le triplet (£, Fz, ¢).
La stratégie suivante, proposée par Jin dans [Jin20, §9.4], permet de calculer Hl(X7 F). La suite exacte
de faisceaux sur X

0> HZ > F—ii"F =0

donne d’une part un isomorphisme

H2(U,j*F) — H*(X, F)
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et d’autre part la suite exacte
0 H(X, j.%) — HO(X, F) = HY(Z, Fz) & H'(X, ji.¢) — H(X, F) - 0.

11 suffit donc de savoir calculer explicitement la fléche § afin de déterminer Hl(X , F). D’aprés [Jin20,
Lem. 5.3], H' (X, i) est le groupe des classes d’isomorphismes de couples (T,s) oi T est un .Z-
torseur sur U et s € i*j,.2(Z). La floche § associe a s € H*(Z, Fy) le Z-torseur trivial sur U, et la
section ¢(s) € H*(Z,i*j,.2).

Soit maintenant g: V' — U un revétement galoisien de groupe G qui trivialise .Z. Notons F' = g*.Z.
Soit Y la normalisation de X dans V', et i': W — Y le changement de base de i: Z — X par rapport
aY — X. Notons également j,: U" — Y le changement de base de j: U — X. L’algorithme de Jin
calcule des représentants des éléments de H' (X, j,.%) sous forme de couples (77, s') oit T" est un F-
torseur G-équivariant sur Y, et s’ € H°(G,#*T(W)) [Jin20, Lem. 5.10]. Le couple (7", s') correspondant
a (T,s) est (j.g*T,s). Comme g*T est un G-torseur sur V, le morphisme ¢*T" — V est fini étale. La
proposition 3.2.2 indique alors comment calculer le torseur j.g*T : c’est le lieu étale de la normalisation
de Y dans ¢g*T.

V.5.2 Par effacement

Soit X une courbe lisse sur k. Soit F un faisceau constructible de A-modules sur X. La mé-
thode suivante, proposée en dimension quelconque dans [MO15, §11.4], permet de calculer H' (X, F).
Supposons F lisse sur un ouvert U, de complémentaire réduit Z. Soit V' — U un revétement galoi-
sien trivialisant F|y. Construisons un monomorphisme F — G de faisceaux constructibles tel que
H'(X,F) — H'(X,G) soit nul. Dans ce cas, le groupe H' (X, F) est isomorphe au conoyau du mor-
phisme H°(X, F) — H°(X, coker(F — G)).

Plongeons F dans p,M, ou M est un A-module de type fini et p est un morphisme fini. Explicite-
ment, prenons p: Y/ = X'UZ — X ou X’ est la normalisation de X dans V. Considérons (X')s, le reve-
tement de X’ de groupe H* (X', A)Y qui trivialise les A-torseurs sur X', et Y/ = (X’),UZ. D’une part,
la composée H' (X, F) — H' (U, Fly) — H (X", F|x/) est nulle ; d’autre part, H' (X, F) — H'(Z, F|z)
est nulle car H'(Z, F|z) = 0. Par conséquent, le morphisme H*(X, F) — H'(Y”, F) est nul. Notons
q: Y" — X. Alors comme Y” — Y’ est surjectif, F — p,M < q, M.

Les schémas X’ et X" se calculent explicitement, de méme que le poussé en avant d’un faisceau
constant par un morphisme fini. Ainsi, il est possible d’obtenir une description par recollement du
faisceau ¢, M, du morphisme p, M — ¢, M et finalement du conoyau de la composée F — ¢, M. Les
sections globales d’un faisceau constructible décrit par recollement étant simplement un produit fibré
de groupes abéliens, le morphisme H°(X, F) — H°(X, coker(F — ¢, M)) se déduit immédiatement de
F — q.M.

V.6 Calcul de RI'(X,—): D’(X,A) — D2(A)

Le but de cette section est de donner un algorithme qui calcule explicitement le foncteur dérivé des
sections globales sur une courbe lisse ou nodale sur un corps algébriquement clos. Dans un premier
temps, nous décrivons une méthode pour calculer le RI" d’un faisceau constructible sur une courbe
lisse. Nous donnons ensuite des bornes précises sur la complexité de cet algorithme. Nous exposons
ensuite la généralisation de cette méthode au calcul du RI" d’'un complexe de faisceaux constructibles,
et terminons par un exemple détaillé.
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V.6.1 Calcul de RI'(X, F) pour F constructible sur X lisse

Soit X une courbe intégre lisse sur le corps algébriquement clos k. Nous notons toujours A = Z/nZ,
avec n inversible dans k. Soit F un faisceau constructible de A-modules sur X, lisse sur un ouvert affine
j: U <= X. Nous allons montrer comment calculer RT'(X, F). Notons .Z le faisceau lisse j*F. Soit
i: Z — X linclusion du fermé réduit complémentaire. Notons ¢: i*F — i*j,.% le morphisme de
recollement.

V.6.1.1 Réduction a un cas particulier

Considérons le morphisme
[ F = Lo F

défini par adjonction. Sa fibre en z € Z est le morphisme injectif
fo=(0:,id): F, = (jxZL)> ® F-.

De plus, f|y est simplement I'isomorphisme canonique . — j*j,.Z. Notons @z le conoyau du mor-
phisme fz = @, , f.. Les morphismes

(ida 7(252): (]*g)z I (]*g)z

induisent un isomorphisme

Qz = PU2)-

z€Z

Comme f est un isomorphisme sur U, le conoyau de f est i,Qz. La suite exacte
0> F = LDiu " F —i,Qz — 0

donne le triangle distingué

RI(X,F) = RI(X, %) & RT(X, i,i* F) — RI(X,i,Qz) =

qui fait apparaitre RT'(X, F)[1] comme le cone du morphisme de droite. Pour calculer RT'(X, F), il
suffit donc désormais, de calculer RT'(X, j,.%) et le morphisme RI'(X, j,.¢) — RI'(Z,Qz).
V.6.1.2 Calcul de RI'(X, j,.%) pour % lisse sur U

Soit .Z un faisceau lisse sur la courbe affine lisse U, trivialisé par le revétement galoisien V' — U.
Notons Vo — V le revétement caractéristique de V' de groupe Hl(V7 A)Y, et V5 sa complétion projective
lisse. Notons G = Aut(Va|U), et M = H(V, Z|y). Rappelons que RI'; et H. désignent les foncteurs
de cohomologie a support sur Z définis dans la section 1.6.1. Le triangle distingué

RT (X, j,.%) — RI(X, j,.%) — RI(U, %) =5

fait apparaitre RI'(X, j,.Z)[1] comme le cone de RI'(U,.¥) — RI'z(X, j.-Z)[1]. Nous avons vu dans
la section V.3.1 comment calculer un complexe représentant RI'(U, .¥) = 7<1 RI'(G, M). Soit z € Z.
Comme H} (X, j,-Z) = 0 pour tout ¢ # 2 d’apreés le lemme 2.5.1, il y a dans Dg(X, A) un isomorphisme

RI'z(X,j.2) = HA(X, j.2)[-2].

Rappelons (cf lemme 2.5.2) qu’il y a un isomorphisme H2(X,j,.2) = H'(I./P.,Mp,) ou I, C G est
le groupe d’inertie en un point de V5 d’image z, et P, son sous-groupe d’inertie sauvage. Rappelons
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également que I, /P, est canoniquement isomorphe & j(k), oil e est 'indice de ramification de V5 — X
en z. Le morphisme RI'(U,.Z) — RI'z(X, Z)[1] n’est donc autre que

<1 RI(G, M) - @D H'(I./P., Mp,)[-1].
2€EZ
Ce morphisme est nul en tout degré sauf 1, et en degré 1 c’est le morphisme qui & un 1-cocycle

c: G — M associe 'image dans H' (I, M), puis dans H*(I./P., Mp,), de la classe de ¢ dans H' (G, M).
La description du morphisme H' (I, M) — H'(I,/P,, Mp,) se trouve dans le lemme 2.1.15.

V.6.1.3 Conclusion de argument

Reprenons le fil : X est une courbe intégre lisse sur k, le faisceau F est constructible sur X,
lisse sur 'ouvert j: U — X de fibre M. Notons .Z le faisceau lisse j*F. Le paragraphe précédent
permet de calculer un complexe représentant RI'( X, j,.%). Notons C*(G, M) le complexe de cochaines
usuel représentant RI'(G, M). Notons encore C'?(G, M) = ker(CY(G, M) — C?*(G, M)) le groupe des
morphismes croisés de G dans M. Le complexe calculé représentant RI'(X, j,-£) est le suivant :

C°(G, M) — C**(G,M) — H"(I./P., Mp.).

Calculons explicitement le morphisme

(id,~¢z)

RI(X, j.Z) ® RI(X, i4i*F) RI(X, i, jZ).

Le complexe
RI(X, 0% 2) ~ H(Z,i*5.2)[0] ~ @ M [0]
zeZ

est naturellement, quasi-isomorphe au complexe

&P Mp. - P C(1./P., Mp,) -+ @ H'(I./P., Mp,).

2€Z z€Z z€Z
Le morphisme RI'(X, j,.Z) ® RI(X,i,i*F) — RI'(X, i4i*j,.%) est donc le suivant.

(9G,0)

OHM@GBZGZ‘FZ 012(G7M) —>®26Z

lEBZEz(id —¢2) leazez res{. lid

@Za z
2€Z MPz —I> @ZGZ ClQUZ/PZa MPZ) — @zGZ HI(IZ/PZa MPZ) —0

HY(I./P,,Mp ) — 0

Les morphismes induits en cohomologie sont bien H(U, £)aH%(Z,i*F) — H(X, j,.2) en degré 0, et
H'(X,jx-%) — 0 en degré i > 1. Le complexe RI'(X, F)[1] est le cone de ce morphisme. Ceci démontre
le théoréme 5.0.1.

V.6.1.4 Fonctorialité sur Speck

Soit ¢: X’ — X un morphisme de courbes intégres lisses sur k. Soit F un faisceau constructible
sur X, lisse sur un ouvert affine U. Nous allons décrire comment calculer le morphisme RI'(X, F) —
RI(X',¢*F). Soit f: V — U un revétement galoisien de U trivialisant F|y. Soit Vo — V le revéte-
ment de groupe HI(V, A)V, et Va sa complétion projective lisse. Soit V' la cloture galoisienne dune
composante connexe de V x x X'. Notons U’ = U x x X’. Pour chaque point z € X — U, choisissons
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un point z € V3 d’image z. Notons VJ le revétement de V' de groupe H' (V’/,A)V, et VJ sa complétion
projective lisse. Pour chaque antécédent 2’ de z dans X’ — U’ choisissons un antécédent z, € V3 de 2/
d’image z5. Alors il y a un morphisme Aut(Vy|U") C Aut(Vy5|U) — Aut(Va|U) qui induit pour tout z
un morphisme I.; — I/, et par conséquent un morphisme I, /P, — I,/P,,. Le fonctorialité de la
résolution bar permet d’en déduire le morphisme RI'(X, F) — RI'(X’, ¢*F) cherché.

V.6.1.5 Action de Gal(k|ko)

Supposons désormais que X, U, Z, F proviennent de X, Uy, Zy, Fy sur le corps de base kg. Soit
Vo un revétement galoisien de Uy qui trivialise F|y,. Enfin, &, désigne toujours le groupe Gal(k|k).
Lorsque Vj est géométriquement connexe, nous allons décrire ’action de & sur le complexe RI'(X, F)
déterminé précédemment. Nous donnerons ensuite un complexe de $y-modules représentant RT'(X, F)
lorsque Vj n’est pas géométriquement connexe.

Si 1y est géométriquement connexe Supposons d’abord V' := Vj Xy, k connexe. Soit V2 — V' le
revétement de groupe H'(V, A)Y, et soit V5 sa compactification lisse. Notons G = Aut(Va|U), et M le
G-module H(V, F). Le lemme suivant montre la compatibilité de I'action de ¢ sur G a celle de G
sur M.

Lemme 5.6.1. Soient g € G et o € &y. Pour tout m € M,
g-m=(o-g) m

Démonstration. 1l suffit de montrer que g=1 o (0 - g) agit trivialement sur M. Soit ¢ € Aut(V|U)
I'image de g. Alors 0 - g = ogo~! a encore pour image ¢, car & agit trivialement sur Aut(V|U).
Rappelons que k(V2) = k(V)(z1,...,2,) o les z; sont des racines n-iémes d’éléments de k(V'). Alors
il existe (1,...,¢ € pn(k) tels que (09)(z) = Cig(z), et g=t o (0g)(2z;) = (2. Par conséquent,
g too-ge Aut(Va|V) agit trivialement sur M. O

Soient z € Z(kg), et 2’ € V un antécédent de z. Soient I/, P.. les groupes d’inertie associés. Soient
o € &) et 2’ = o(z'). La conjugaison par o définit un isomorphisme I,/ /P, — I.»/P,.. Le lemme
précédent assure que M= = MP="; de plus, 'action de &g sur M= est triviale. Comme I, /P, est
canoniquement isomorphe a pu.(k), ot e est I'indice de ramification de Vo — U en 2/, il est possible de
calculer I’action de &g sur RT(u.(k), MP=") grace au diagramme commutatif suivant :

Iz’/Pz’ -2 Iz”/Pz”

| i

/’Le(k) - /J'e(k')

L’action sur les groupes de cohomologie de ce complexe, qui sont (j.F|y,)z et Hz(X, J«Flu,), s’en
déduit immeédiatement.

Soit désormais z € Z(kq), ou k1 est une extension finie de kq. Appelons W ’ensemble des conjugués
de z sous B et calculons le complexe @, .y, RI'(Ir /Py, MPw), ot un antécédent w’ de chaque point
w de W a été choisi dans une méme Gp-orbite. L’action de & sur ce complexe permute les différents
facteurs. L’action de &g sur les groupes H* (W, j,F|u,) et Hyy (X, j.Flu,) s'en déduit.
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Si Vy n’est pas géométriquement connexe Considérons maintenant le cas ot V n’est pas
connexe : le corps de fonctions de Vj contient une extension galoisienne L de kg. La construction
de la section IL.7.2 permet d’obtenir un revétement galoisien V2o — Uy dont le corps de fonctions
contient une extension galoisienne L’ de kg suffisamment grande sur laquelle sont définis les éléments
de Hl(V, A) ainsi que les points de la compactification lisse Y5 de V5 = V5 ¢ X, k au-dessus des points
de Z. Ceci a I’avantage d’assurer que le corps résiduel de tout point fermé de Y5 ¢ au-dessus d'un point
de Z; soit exactement L’. Considérons une composante connexe V' de V5 = Va0 Xk, k5 le choix de
V' n’a aucune incidence sur ce qui suit. Le groupe G’ := Aut(V'|U) = ker(Aut(Vz0|Us) — Gal(L|ko))
est le stabilisateur de V’ dans G := Aut(Va,|Up). Soient My = H(Va 0, F) et M = H’(Va, F); alors
M = ind&, (M), et le lemme de Shapiro [Neu13, Th. 4.19] assure que

T<1 RF(G, M) =T7<1 RF(G/,M()) = RF(U, ]:)

dans DIC’(A). En tant que groupe abélien, M = Mg ot d est le nombre de composantes connexes de
Va. Le groupe & agit naturellement sur M (en permutant ses facteurs), de fagon compatible a son
action sur G. Ceci permet de calculer 'action de &( sur 7<; R['(G, M). Soit z € Z, un point fermé
de corps résiduel ky. Soit vy un antécédent de z dans Yso. Notons W = {7(2),7 € Gal(k1]ko)} la
®o-orbite de z. Choisissons pour tout 7 € Gal(ks|ko) un antécédent vy , de 7(zp) dans V5 ¢ ; prenons
les v ; dans une méme orbite sous &¢. Soit D, <G le groupe de décomposition de vs -. Le morphisme
D, — Gal(L'|kg) est surjectif, de noyau le groupe d’inertie I de vg ., de sorte que M = ind% M.
Par le lemme de Shapiro,

RI(D,, M) = RI(I,, My) = RI(I,/P,;, ML)

dans DZ(A). Le groupe @ agit naturellement sur le complexe @_RI'(D,, M), dont les groupes de co-
homologie respectifs sont HY(W, j, F|rr) et HZ, (X, j, F|v). Avec ces notations, le complexe RI'(X, F)[1]
est isomorphe dans D?(A[&]) au cone du morphisme de complexes :

00— Ma@®,°w,r) — 2% oy — @,y ®, H (/P Mp,) — 0

Jeaw,,(resi —6.) |@wirrest, i
o
00— @ ®, M, 22 @, @, €21, /P Mp) —— @y @, H(I/Pr, Mp,) — 0

ou W parcourt les ®g-orbites de Z, et 7 parcourt les kg-automorphismes du corps résiduel des points
fermés de W.

V.6.2 Complexité

Cet algorithme de calcul de RT'(X, F) se compose essentiellement de deux étapes : le calcul de G et
de ses sous-groupes I, puis des calculs d’algébre linéaire. Soit C' = Spec A le modéle plan de V utilisé
par lalgorithme. Soit z € X, et 2’ € V — V un antécédent de z. Soit (fi,..., f;) la base de H'(V, i)
calculée par ’algorithme ; comme indiqué dans la remarque 2.7.3, nous pouvons supposer que 1’ordre
des f; en z est positif. Pour tout ¢ € {1...t}, il existe donc des fonctions polynomiales g;, h;, oit h; ne
s’annule pas en 2/, telles que

_ 9

fi= n,

Le construction explicite de ces fonctions est donnée dans [Sha94, §1.5, p15]. Alors V5 est la normalisée
de la courbe Cy := Spec A[z1, . .., 2] /(hizl — g;), ot les f; forment une base de H'(V, u,,). Le point 2’ a
nt~1 antécédents dans ’homogénéisée de Cs, et ceux-ci sont encore non singuliers, ce qui se lit sur les

équations. Soit z” 'un d’entre eux. Le groupe d’inertie I~ peut étre calculé simplement en évaluant
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les éléments de Aut(Vz|U) en 2.

Pour le résultat suivant, notons encore C(g,q,n,r) la complexité du calcul de Hl(U7 Un), o U
est une courbe intégre lisse sur E provenant de I, de compactification lisse X de genre g, avec
r = |X — U|. Notons également D(g,n,r) le degré de la plus petite extension de F, sur laquelle
sont, définis les éléments de Hl(U, 1in) obtenus. Rappelons que des majorations de ces entiers ont été
obtenues dans la section IV.3.4.1

Théoréme 5.6.2. Soit X, une courbe lisse géométriquement connexe sur Fy. Notons X = (Xo)g

Soit X sa compactification lisse. Notons g le genre de X. Soit F un faisceau constructible de A-modules
sur X, lisse sur un ouvert U de X, de fibre générique géométrique un A-module M. Soit d ’ordre de
Iimage du morphisme 71 (X) — Auta(M). Notons m un majorant du nombre de générateurs de M
et de chacun des F,, z € X — U. Enfin, notons r = |X — U|. Supposons donné un modéle plan d’un
revétement galoisien V' de U trivialisant F, et qui n’a pas de points singuliers au-dessus de X — U. 1l
existe un algorithme probabiliste (Las Vegas) qui calcule un complexe de A[&g]-modules représentant
RI(X,F) en

0 (Cld(g +r),q,m,dr) + r(md*n*"o ) D(d(2g + 1), n,dr))*)
opérations dans F,.

Démonstration. Le calcul est & peine plus compliqué dans le cas lisse (voir théoréme 5.3.5) : une fois
déterminé le groupe Aut(V2|U), le calcul des groupes d’inertie en découle comme décrit ci-dessus. Le
nombre de calculs d’algébre linéaire & effectuer est proportionnel au nombre de points de X —U. O

La borne obtenue sur C(g, q,n,r) dans la proposition 4.3.3 permet d’en déduire le résultat suivant.

Corollaire 5.6.3. Avec les notations et hypothéses du théoréme, il existe un algorithme probabiliste
(Las Vegas) qui calcule RI'(X, F) en

o((d(g+m))?
P(d,g,n,r,m,logq)* (tateen?)

opérations dans [Fy, oit P est un polynéme. Si V' admet un modéle plan & singularités ordinaires de
degré O(g), cette complexité devient

P(d, g,n, 7, m, log q)° (4",

V.6.3 Adaptation au cas des courbes nodales

Soit X une courbe intégre & singularités au pire nodales sur le corps algébriquement clos k. Notons
v: X — X sa normalisation. Soit F un faisceau constructible de A-modules sur X. Soit j: U — X
Iinclusion d’un ouvert affine lisse de X tel que le faisceau .& = j*F soit lisse, et i: Z — X l'inclusion
du fermé réduit complémentaire. Notons M la fibre générique géométrique de £. Comme dans le cas
des courbes lisses, nous calculons RT'(X, F) a laide des deux triangles distingués

RI(X,F) — RI(X, j,.Z) ® RI(X, i,i* F) — RT(X, i,i*j,F) =

et

RT (X, j,.%) — RI(X, j,.%) — RI(U, &) =5

Soit V' — U un revétement galoisien trivialisant .. Comme U est lisse, V' I'est également. Notons
V sa normalisée, et Vo — V le revéetement de groupe H'(V,A)Y. Notons G le groupe Aut(V2|U). Le
morphisme 7¢; RI'(G, M) — RI'(U,.Z) est toujours un quasi-isomorphisme. Notons Z la préimage de
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Z dans X. Le complexe RI'z(X, j,.%) est canoniquement quasi-isomorphe a RFZ(X', v*j ) d’aprés
le corollaire 2.5.5. Pour chaque point régulier z de X appartenant & Z, notons I, son stabilisateur dans
G. Pour chaque point nodal z de X appartenant & Z, notons @, R ses antécédents dans X, et In,Ir
leurs stabilisateurs respectifs dans G. Le complexe suivant représente donc RI'(X, 7,.Z) :

M — C"*(G, M) - H'(I., M)
zEZ

Comme précédemment, il est possible de remplacer ici H' (I, M) par H' (I, /P,, Mp,) ot P, est le sous-
groupe d’inertie sauvage de I, (et de méme pour les points @, R). Rappelons que pour tout z € Z,
(juZL). = H°(Ig, M) x H(Ig, M). Nous noterons ¢, : F, — H’(Ig, M) x H°(Ig, M) le morphisme de
recollement. Par conséquent, RT'(X, F)[1] est représenté par le cone du morphisme de complexes :

00— M&@. s F — 2P (G, M) ————— Dy H (I:/Pe, Mp,) — 0
l@zez(ld @) l@iezresf’; lid
D o1

0 — ®ZEZMP — = ®ZEZCI2( g/Pg,Mps) —_— ®ZEZH (IZ/PZ;MP~) — 0

V.6.4 Adaptation au cas des complexes

Soit X une courbe intégre lisse sur k. Soit j: U — X l'inclusion d’un ouvert. Soit i: Z — X le fermé
réduit complémentaire. Soit #® = [#° — ... — #*] un complexe de faisceaux constructibles sur X
tel que tous les J# % soient lisses sur U, et que les j*.# % soient trivialisés par V' — U. Notons .& = j*.7 .
Notons K* le complexe de G = Aut(V2|U)-modules associé. Les foncteurs jy, j*, ix, i* s’étendent terme
a terme aux catégories (non dérivées) de complexes de faisceaux constructibles sur X. L’utilisation
surprenante de ces foncteurs non dérivés s’explique par notre stratégie pour calculer RI'(X, 2") : elle
consiste & insérer #~ dans une suite exacte dans la catégorie des complexes de faisceaux constructibles
sur X, puis d’en déduire un triangle distingué dans D%(A). En particulier, si %" est un autre complexe
quasi-isomorphe & ', les complexes obtenus représentant RI'(X, .7") et RT'(X, #”) seront distincts;
étant donné un quasi-isomorphisme explicite entre % et ¢, il sera toutefois possible de calculer le
quasi-isomorphisme RI'(X, .#") — RI'(X, #¢”) qu’il induit.

Afin de simplifier ’exposition, supposons que Z soit réduit & un seul point fermé z. Fixons un point
v € V5 au-dessus de z, et notons I, = {0 € G | o(v) = v}. Pour le cas général, il suffira de remplacer
CI(I.,—) (vesp. H/(I.,-)) par @, , C?(I.,—) (resp. @,.,H'(I.,—)). Il y a une suite exacte de
complexes de faisceaux constructibles :

0= A = LD —i,Q—0

i Q ~ %)L, ce qui se déduit terme & terme de I’énoncé correspondant pour les faisceaux. L’élément
( J)[1] de D’(A) est donc le cone de
RI(X, j«.Z) ® RI(X, i, i*. %) — RI(X, . Q).

V.6.4.1 Calcul de RI'(X, j,.¥)
Comme précédemment, il y a un triangle distingué dans D%(X, A) [Stacks, 09XP] :
RI'z(X,j,.%) = RI(X, j,.%) = RI(U, &) -5
qui montre que RI'(X, 7,.Z)[1] est le cone de RI(U,.Z) — RI'z(X, j..ZL)[1].
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Lemme 5.6.4. Le complexe
0—0—H(I,K% = H'(I.,K") = H'(I.,K*) — - --
(ou les termes ci-dessus sont placés en degrés > 0) représente RI'z (X, j,.%).

Démonstration. Soit I** une résolution de Cartan-Eilenberg de j,.%. La colonne IP-* est alors une ré-
solution injective de j,.#?. Rappelons que pour chaque entier p et chaque point z de Z, les H (X, j,.£7?)
sont nuls dés que i # 2, et H2(X, j,.2P) = H'(I., K?). Les morphismes

Tq>2Tq<2F2(X, I.’.) — qugrz(X, I.’.) — Fz(X7 I.’.)

induisent donc des isomorphismes entre les premiéres pages des suites spectrales associées & ces com-
plexes doubles pour lorientation verticale, et donc des quasi-isomorphismes entre les complexes totaux
associés. Comme le complexe double de gauche a exactement un terme non nul dans chaque colonne,
& hauteur 2, son complexe total associé est celui de ’énoncé du lemme. O

Le morphisme RT'(U, %) — RI'z (X, j.-Z)[1] est donc représenté par le morphisme de complexes

CO(G7KO) Clz(GaKO)@C()(GvKl) 012(G7K1)@CO(G5K2)

| | J

0 ——— H'Y(I,/P.,K} ) ————— H'(I./P.,K}, ) —— ...
ou les fleches verticales sont déduites du morphisme I, — G. Le complexe RI'(X, j,j*K) est donc
C°(G, K% — C*(G,K°) & C°(G,K') —» C**(G,K") & C°(G, K*) @ H'(I. /P, K} ) — - -
et son i-iéme terme est
HY(L./P.,K;?) @ C*(G,K"™) & C°(G,K").

V.6.4.2 Calcul de RT'(X, %)

Il reste & déterminer le complexe RI'(X,7,@Q) ainsi que le morphisme
RI(X,7:-Z2) @ RI'(X,i,i*¢) — RI(X,4,Q).

Lemme 5.6.5. Le complexe total associé au complexe double

HY(L/P. KD ) — HN(L/P. K} ) —— HY(L/P. K} ) — -+

[ | [

C'*(I./P.,K} ) — C2(I./P.,Kp ) — C*(I./P.,K} ) — -

| | |

CO(L/P., K, ) — C(L/P., K} ) — COL/P., K3 ) — ---

représente RI'(X, 1, Q) = RI'(X, i,7*j,.%). Son i-iéme terme est

L' =H(I,/P., Kp?) @ C™*(I./P.,Kp ") @ C*(I., Kp,).
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Démonstration. Pour tout complexe A de groupes abéliens, RI'(Z, A) = A. En particulier,
RT(X,1,Q) =RI(Z,Q) = Q = i*j..& = (H'(L./ P, K}, ))p>0.
Il y a pour tout p un quasi-isomorphisme de complexes
HY(L./ P, K} )0] = [CO(L/ P, K} ) — C™(1./ P2, K ) — (L /P, K )],

Ce dernier étant compatible aux morphismes de transition de K, il induit un morphisme de complexes
doubles entre le complexe ayant pour seule ligne HO(IZ /P, K 1'32) et le complexe de I’énoncé, qui induit
un isomorphisme entre les premiéres pages des suites spectrales associées (pour l'orientation verticale).
Par conséquent, il induit un quasi-isomorphisme entre les complexes totaux associés. O

Le morphisme RT'(X, j,.Z) — RI'(X, i,Q) est donc le suivant.
o HY(L/P., K *) @ C(G, Kp ) @ CO(GL K ) ——— -+
J{(id,res?z ;res{)
o —— HY(L/P., K5 ?) @ C*¥(1, /P, K ') @ CO(L, /P, K} ) — -+

D’autre part, le morphisme RI'(X,4,i*#) — RI'(X,4,Q) est le suivant.

%/i
J{(O,O,—%)
- —— HY(L.,K5 ) @ C*¥(1. /P, K ) @ CO(1. /P, K, ) —— -+

Le complexe RI'(X, #)[1] est le cone de RI'(X, j,..%) ® RI(X,i,i*#) — RI'(X,i,Q). Nous avons
démontré le théoréme suivant.

Théoréme 5.6.6. Soit X une courbe intégre lisse sur k. Soit # = [#° — --- — #°] un complexe de
faisceaux constructibles de A-modules sur X. Soient U un ouvert de X sur lequel chaque % est lisse
de fibre K?, et Z le fermé réduit complémentaire. Soient V' — U un revétement galoisien qui trivialise
Flu, et Vo — V le revétement de V' de groupe H*(V, A)Y. Notons G = Aut(V,|U). Pour chaque point
z € Z, notons I, le groupe d’inertie d’un point de la compactification lisse de V5 au-dessus de z, et
P, le groupe d’inertie sauvage correspondant. Notons ¢ : % — H’(I,, K*) C HY(P,, K*) = Kp le
morphisme de recollement en z. Alors RI'(X, F)[1] est le cone du morphisme de complexes suivant, ot
C12(G, M) désigne le groupe des morphismes croisés G — M.

o B/ P K %) @ C(G K ) @ COG K ) @ ) —— -
J{(id,resi,resi —¢z)

- —— HY(L./P., K} ?) & C'(I, /P, Kj ") @ CO(L. /P, K}, ) — -+

V.6.5 Un exemple détaillé

Le cas étudié Supposons que —1 n’est pas un carré dans kq. Posons n = 2. Considérons les courbes
Yo = Xo = ]P’}CD, et le morphisme fo: Yo — Xo,y — y2. Soit Fy le faisceau (fo).A, lisse sur I'ouvert
Uo = Gk, = Speck[z*!] de Xy. Soit Vi = Speck[y*!] sa préimage dans Y. Soient Zo, Wy les
complémentaires réduits respectifs de Up, Vp dans X, Yy. Le faisceau Fy est lisse sur Up, trivialisé par
Vo, de fibre M = A?. L’automorphisme de M induit par 1’élément non trivial de Aut(Vy|Uy) ~ Z/27Z
échange les deux copies de A. Notons encore X,Y,U,V, Z W, F les changements de base a k respectifs
de Xy, Yy, Uy, Voo, Zo, Wy, Fo. Notons j: U — X linclusion, et Z le faisceau lisse j*F. Calculons
RI'(X,F).
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Le revétement trivialisant les .#-torseurs Le revétement Vo — V de groupe H'(V, A) est sim-
plement G,, — G,,,z — z2. Par conséquent, Vo — U est le revéetement G,, — G,,,z + z* de groupe
G = 7 /4Z engendré par 7y: z + iz, o ¢ est une racine carrée de —1 dans k. Les groupes d’inertie en
0 et oo sont encore égaux & G. Par conséquent, (j,j*)Fo = A et (jx-Z)s = A. Les morphismes de
recollement Fo — (§x-%)o et Foo = (Jx-Z)oo sont 'identité A — A.

Calcul de RI'(U,F|y) Les morphismes croisés G — M sont uniquement déterminés par l'image
(a,b) € A% de 7. Le complexe de cochaines usuel représentant RI'(G, M) = RI'(U, F|y) est le suivant.

A2 — C3(G,A?)
(a,b) — [y~ (a+b,a+d)]

Le groupe H* (G, M) est donc isomorphe a A, et le morphisme A? — H*(G, M) qui associe & morphisme
croisé sa classe de cohomologie a pour noyau ((1,1)); il s’identifie au morphisme

A2 — A
(a,b) — a-+b.
Calcul de RI'(X, j,.#) L’élément RT(X, 5,-2)[1] € D’(X, A) est le cone du morphisme
<1 RI(G, M) — H' (Io, M)[-1] @ H' (I, M)[-1] = A*[-1].
Par conséquent, RT'(X, j,-Z) est représenté par le complexe
A? — A% — A?
ou les deux morphismes sont définis par (a,b) — (a + b,a +b).

Calcul de RI'(X,F) Calculons désormais le morphisme
RI(X, j,.%) ® RD(Z,i*F) — RI(Z,i*5,.2).
D’une part, RT(Z,i*F) = H°(Z,i* F)[0] = Fo[0] © Fuo[0]. D’autre part, RT(Z,i*j,.%) est représenté
par le complexe
A2@ A% 2 A2g A2 2 A2
ou les fleches sont o': (a,b,¢,d) — (a +b,a+b,c+d,c+d) et §': (a,b,¢,d) — (a+ b,c+ d). Le

morphisme de complexes cherché est donc

A ey p2 P g2
bl
J N C LNy
ol, en écrivant le terme en haut a gauche comme Fo ® Foo & M,
e u: (a,b,e,d)— (a+c,a+d,b+c,b+d)
e a: (a,b,c,d)— (c+d,c+d)
-/3( b) — (a+b,a+b)
v:
o

(a,b) = (a,b,a,b)
: (a,b,¢,d) = (a+b,a+b,c+d,c+d)
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e 3 (a,b,c,d) — (a+b,c+d).

En calculant le cone de ce morphisme puis en décalant de 1, on obtient le complexe suivant, qui
représente RI'(X, F).

9o 01 02

A? AS AS A2
e Oy: (a,b,e,d)— (c+d,c+d,a+e,b+c,a+d,b+d)
e 01: (a,b,e,dye, f)—= (a+ba+bat+c+db+c+dat+e+ fib+e+ f)
e 0y: (a,be,dye, f)— (a+c+d,b+e+ f).
Ce complexe a pour groupes de cohomologie H° = ((1,1,1,1)), H' = 0 et H*> = ((1,0,1,0,0,0)) ~ A.

2
C’est le résultat attendu : nous avons calculé la cohomologie du faisceau (P 2= P1), A, qui est la

cohomologie de A sur P!.

Action de Galois L’action de Gal(k|ko) sur R['(X, F) se factorise par celle de Gal(ko(#)|ko). Notons
o: 1 — —i le kgp-automorphisme non trivial de ko(i). Le groupe &, agit sur G = Aut(V,|V) par
o -y =73, et trivialement sur M. Son action sur 7<; R['(G, M) = A? — A? est donc triviale sur le
premier terme, et (a,b) — (b, a) sur le second. En particulier, son action sur H' (G, M) = A est triviale.
L’action de o est également triviale sur Fy, Foo. En résumé, 'action sur le complexe

At 5 AS - A5 o A2
représentant RT'(X, F) est triviale sur le premier et le dernier terme,
g (aabacadaeaf) = (b,a,c,d,e,f)

sur le deuxiéme, et
ag- (a,b,c,d,e,f) = (avbadac7f76)

sur le troisiéme. Il en découle en particulier que & agit trivialement sur les deux groupes non nuls
H(X,A) et H*(X, A), comme attendu.
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CHAPITRE V|

Cohomologie des surfaces

Dans ce chapitre encore, k désigne un corps algébriquement clos, et n un entier inversible dans k.
L’anneau Z/nZ est toujours noté A. Nous indiquons comment utiliser les techniques présentées dans
le chapitre V pour calculer la cohomologie d’un faisceau constant sur une k-surface lisse; il reste &
calculer précisément la complexité de I’algorithme obtenu. La technique utilisée est celle de la fibration
en courbes projectives par le moyen d’un pinceau de Lefschetz, telle que suggérée dans [EC11, Epilogue].

V1.1 Pinceaux de Lefschetz

Soit X une variété projective connexe non singuliére sur k, plongée dans P}!. Un pinceau d’hyper-
plans dans P" est une droite D de l’espace projectif dual P". Elle parameétre les hyperplans contenant
un sous-espace linéaire A de P™ de codimension 2 appelé I'axe de D. Pour tout ¢t € D, notons H;
I’hyperplan correspondant. Soit X le fermé réduit de X x D dont les points (x,t) verifient x € H;.
Soit 7: X — D la projection sur la deuxiéme coordonnée. La fibre de 7 en ¢ est alors l'intersection
schématique X; = H; N X.

X+ X

|

D

Définition 6.1.1. [SGAT,, XVII, 2.2] Avec ces notations, un pinceau d’hyperplans D est dit de
Lefschetz pour X s’il vérifie les conditions suivantes.

1. Laxe A est transverse a X [EGA 4,, XVII, 17.13.7]. (Alors X est Iéclaté de X en X N A.)

2. 11 existe une partie finie S C D et pour chaque point fermé s € S un unique point z, € X tels
que 7 soit lisse en-dehors des z.

3. Pour tout point fermé s du fermé S du point précédent, la courbe X est nodale avec pour unique
point singulier x,.

Si D est un pinceau de Lefschetz pour X, le morphisme 7: X — D = P! est propre, plat et
admet une section. Sa fibre générique est lisse. De plus, le morphisme canonique Op: — 7w, O est un

139



isomorphisme [Mil80, V, Th. 3.1]. Etant donné un point fermé x de l'intersection de X avec I'axe du
pinceau, le morphisme D — X, t — (z,t) est une section de X — D. Ceci revient & identifier D avec
I'une des composantes du diviseur exceptionnel de 'éclatement X — X. Si X est une surface alors,

quitte & la plonger dans P("3") via le plongement de Veronese de degré 3, un pinceau d’hyperplans
général pour X est un pinceau de Lefschetz et les fibres du morphisme X — P! correspondant sont
irréductibles [Igu56, p178, Conclusion].

Au vu de ces résultats, la facon la plus rapide d’obtenir un pinceau de Lefschetz est probabiliste :
tirer au hasard une droite de P3, puis vérifier si elle est I’axe d’un pinceau en vérifiant les trois points
de la définition, qui sont tous les trois algorithmiquement testables.

VI.2 Trivialisation des images directes dérivées

Proposition 6.2.1. Soit 7: X — S un morphisme propre lisse de schémas intégres normaux de type
fini sur k. Soit F un faisceau lisse de A-modules sur X. Soient 7 le point générique et 77 un point
générique géométrique de S. Soit ¢ € N. Soit 7 — 1 un revétement galoisien minimal par lequel se
factorise I'action de Gal(7j|n) sur H' (X, F). Soit S” la normalisation de S dans 7’. Alors le faisceau
Rim, F est lisse, et S’ — S est un revétement étale galoisien minimal qui le trivialise.

Démonstration. Notons G le faisceau Rim, F. Le théoréme 1.5.14 de changement de base propre-lisse
assure que G est lisse. Le théoréme 1.5.8 de changement de base propre affirme que, pour tout point
géométrique § de S, le morphisme canonique

Gs — H' (X5, F)
est un isomorphisme. Alors
H(n', G5) = H(Gal(7|n/), G) = HO(Gal(n), H' (X5, F)) = H'(X;, F) = G5

et ' — n trivialise le faisceau 1n*G. Notons & l'image de m1.S dans Auta(Gy) : c’est le groupe de
monodromie. Montrons que G|g: est constant, c’est-a-dire que le morphisme 715" — & est trivial. Le

diagramme commutatif

/ /

)

N
g

]
S<—g n

—

fournit le diagramme commutatif suivant :

Comme ¢"™* f*G est constant, le morphisme Gal(7j|n’) — & est trivial, et il en est de méme du morphisme
m S’ — &. 1l reste & montrer que le morphisme génériquement étale S’ — S est étale. Soit T — S un
revétement étale galoisien minimal de S trivialisant F. Soit nr son point générique. Alors

Gal(77]n)

et le théoréme 2.1.1 assure que S’ ~ T O

140



VI.3 Calcul de la cohomologie de p, sur une surface

Soit X une surface intégre projective lisse sur k. Soit D un pinceau de Lefschetz pour X. Notons
m: X = P!le morphisme correspondant défini dans la section VI.1. Soit F un faisceau constructible
sur X, de tiré en arriére F sur X. Alors Rm, F € DY(P', A) et

RI'(X,F) = R[(P}, Rx, F).

Soit U un ouvert de P! au-dessus duquel 7 est lisse et F est lisse. La proposition précédente montre
comment construire, pour tout entier naturel 4, un revétement galoisien de U trivialisant (R'm, F)|y.
Soit 7 un point générique géométrique de P!, d’image le point générique n = Speck(t). Il suffit de
calculer H'(X,;, F) avec son action de Gal(7j|n) : cette derniére se factorise par I'action d'un quo-
tient Gal(n'|n), et la normalisation de U dans 7’ convient. Le degré de n’ — n est 'ordre du groupe
de monodromie & C Aut, (H' (XT—,, F)). Lorsque F = pu, il est borné par n%@) on g est le genre de X},.

Le calcul des Hi(X7un) est traité dans [Mil80, V, §3]. Nous allons le résumer en insistant sur la
description explicite des objets et des morphismes concernés. Tout d’abord, la connexité des fibres de 7
assure que Ty i, = [n. De plus, le morphisme Z — R2mw, u,, par lequel se factorise R'w,G,,, — R2m, jip
induit un 1s0m0rphlsme A — R%m, u,,. Pour tout point fermé 5 € P!, le morphisme de spécialisation
HY (X5, p1n) — H' (XS, fin) associe a la classe d'un diviseur D € Div® (X ) la classe de lintersection de
son adhérence dans X avec la fibre X;. C’est un isomorphisme lorsque X5 est lisse.

VI.3.1 Morphismes de bord de la suite spectrale de Leray

Le faisceau R'7m,G,, est le foncteur de Picard relatif
Picg jpi: Pic(T xp1 X) /x5 Pic(T).

C’est le faisceau}isé du foncteur de Picard absolu (I — P') — Pic(T xp X). En particulier, le
morphisme H! (X,Gm) — HO(EDl R'm,Gy,) obtenu par faisceautisation n’est autre que le quotient
Pic(X) — Pic(X)/m* Pic(P!) =: Pic(X/P'). Comme 7: X — P! admet une section a, la suite exacte

0 — Pic(P') = Pic(X) —» Pic(X/P') — 0
est scindée, et il y a un isomorphisme

Pic(P') @ Pic(X/P') = Pic(X)
(D,[D']) = D' +7*(D-a*D").

Enfin, la platitude de 7 assure [Mil08, I, Th. 4.2] que pour tout 7" — P! et tout fibré en droites £
sur T', le degré des fibres L, s € P! est indépendant de s; il est encore le méme aprés un changement
de base T/ — T. De plus, si £ est obtenu comme tiré en arriére d’un fibré en droites sur P! alors
deg L, = 0 pour tout s € P'. Ceci permet de définir un morphisme

deg: PicX/Pl — 7
de faisceaux sur P'. Le faisceau Rim, i, est le faisceau sur P! associé au préfaisceau
(T — PY) — HY(T xp1 X, fi,).
Il y a donc un morphisme canonique entre les espaces de sections globales
HY(X, pp) — HO(PY, Rim, )
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qui est le morphisme de bord correspondant de la suite spectrale de Leray
EY =H'(P' Rim, ) = H (X, ).

Ces morphismes de bord sont décrits en général dans [EGAIIIL, 0, §12.2.5]. Les cas particuliers ¢ = 1,2
nous intéressent ici. Pour i = 1, R'm,u, est le noyau de la multiplication par n sur R'7,G,,. Le
morphisme H' (X, u,,) — H°(P', R'7, 1,,) est simplement le quotient Pic(X)[n] — Pic(X /P')[n], qui
s’insére dans le diagramme commutatif & lignes exactes :

0 — Pic(X)[n] ——— Pic(X) —2— Pic(X) —— 0

| | |

0 —— Pic(X/P')[n] —— Pic(X/P') —— Pic(X/P!) —— 0
Pour i = 2, le morphisme H?(X, j1,,) — H°(P!, R27, 1,,) s’insére dans le diagramme commutatif :
Z
|
A
En particulier, il est possible d’en construire une section : il suffit pour cela d’envoyer 1 € A sur 'image
par Hl()N(7 Gm) — HQ(X,un) d’un diviseur de degré 1. Par exemple, le diviseur E, image de P! par

la section « choisie au morphisme 7, est de degré 1. En effet, par définition du degré, pour n’importe
quel point fermé 5 € P!,

Pic(X) ——— Pic(X/P') —=2—

| |

deg
H2(X HO(P!, R2 ~
( a/u'n) — ( ) 7T*/~L77«) —

deg(E) =deg(ENX5) = 1.
D’autre part, le morphisme ‘ o

Hl(]P)17 W*Nn) — HZ(Xa Mn)
s’obtient de la facon suivante. C’est la composée du morphisme H(P?, Tahln) — Hl(f( s T Tyfln), déduit
du morphisme canonique H(P', —) — H°(X,7*—), avec le morphisme H'(X, 7*m, 1) — H (X, 1)
produit par ’adjonction 7* 4 7,. Dans notre cas, comme 7, t, = i, tout ceci est bien plus simple :
la fléche ‘ o

H' (P!, 1) — H'(X, )

est le morphisme 7* obtenu par fonctorialité de H'. En particulier, pour i = 1, c’est le tiré en arriére
des diviseurs.

VI.3.2 Calcul des H (X, 1)
Rappelons qu’il y a des isomorphismes canoniques RO, jt,, = pt,, et R2m, pu,, = A.

Théoréme 6.3.1. [Mil80, V, Th. 3.22] Notons F := Rlm,u,. Les groupes de cohomologie de X a
valeur dans pu,, sont les suivants.

HO({(?/J%) = pn(k

H1<X7Mn) = HOGPI’]:)

B (X ) = HY(PLF) @ HA(E, ) & HO(B, A)
HS(Xvﬂn) = HZ(Pla-F

H4(X>/Ln) HQ(PlaRQW*:un) = :un(k)v
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Démonstration. La deuxiéme page de la suite spectrale de Leray
Eéj = Hi(]P)l’ Rjﬂ-*:un) = H;D—i—q(j(’ fn)

s’écrit :

2 A 0 pin (k)Y
1| H°(PY,F) HYP.,F) H2P',F)

0 tin (k) 0 A

Notons M = ker(¢: H?(X,p,) — H°(P',R?1, 1)) La suite exacte de bas degré de cette suite
spectrale de Leray s’écrit :

0 — HY(X, ptn) — HO(PY, F) — H2(P, 1) = M — H'(PY, F) — 0.

Comme 7 a une section, 7% a une rétraction, et la fleche H° (P!, F) — H?(P', u,) est nulle. Ceci signifie
d’une part que H* (X, s1,,) — H°(P', F) est un isomorphisme, et d’autre part qu’il y a une suite exacte
scindée .

0 — H*(P', pp,) = M — H' (P, F) — 0
qui fournit un isomorphisme

M = HY(PY, F) @ HA(PY, uy,).

De plus, I'image de H*(X, 1,,) 2, HO(P',A) = A est E? = ker(¢p: HO(P, R2m, 1) — H(PY, F)). Le
conoyau de v est B2 = H*(X, 1i,). Il y a donc une suite exacte :

0 — M — H2(X, ) 2 HO(PY, R2m, 1) 2 H2(PY, F) — H3(X, ) — 0.

La fleche ¢ a elle aussi une section, décrite dans la remarque VI.3.1. Par conséquent, v est nulle. Il
en découle d’une part que H*(P!, F) — HS(X,un) est un isomorphisme, et d’autre part qu’il y a un
isomorphisme

H2(X, p) = M @ HY(PY, R, uy).

Enfin, en degré 4, la suite spectrale a convergé a la deuxiéme page et H* (X, f1n) = pun(k)V. O

VI.3.3 Cohomologie de I’éclatement

Nous décrivons dans cette section le lien entre la cohomologie de X et celle de X. Ces résultats
sont bien connus et détaillés dans [SGAT,, XVIII, §4]. Soit A l'intersection de X avec I’axe du pinceau,
c’est-a-~dire le centre de I’éclatement X — X. Considérons le diagramme cartésien :

i

>
Sy

—
—
~

g

P

i

g
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Alors A — A est un fibré projectif, et le cup-produit par la classe de Ox(1) dans H?(A, p,,) définit
pour tout entier naturel ¢ un morphisme surjectif

HY(A,A) — HT2(A, )

de noyau l'image de ] o
g": HI(A, 1) = HI(A, 1y).

Le morphisme H' (X, 1,,) — Hi()~( , in) est injectif, car il admet un inverse & gauche : le morphisme de
Gysin o _

for HY(X, pn) — HY (X, ).
’27*

De plus, pour tout entier naturel 4, le morphisme ¢*: Hz(j(7 tn) — Hi(A, {tr) induit un isomorphisme

Hi(X:ﬂn) o~y Hi(_Av,U'n) .
H(X ) 9" HY(A, )

Le diagramme commutatif & lignes exactes

0 —— HI(X, pn) —L HI(X, pn) —— HA(X, 1) —— 0

! [ [

0 —— HY(A, i) —2 HI(A, pn) —Z H™2(A,A) —— 0
montre alors qu’il y a un isomorphisme :
fe® @ HA(X, pn) = H2(X, 1) © H? (A, 1)
d’inverse f* @ i,. En particulier,
H2(X, 1) = ker(H2(X, ) 5 H2(A, 1)

et pour tout i # 2, ‘ o
HY(X, pn) = HY(X, ).

VI.4 Algorithme et indications sur le calcul de sa complexité

Reprenons les notations des sections précédentes ; en particulier, 7 = Rlm,p,, et S C P! est le
lieu de singularité du pinceau. Les sections précédentes suggerent l'algorithme suivant pour calculer
HY(X, ).

1. Calculer Hl(Xﬁ, tn) & laide de I'algorithme de Huang-Ierardi présenté dans la section IV.3, et en

particulier une extension K de k(t) par laquelle se factorise I’action de Gal(7j|n) sur H'(Xy, ).
Soit Y la normalisation de U = P! — S dans K. Le faisceau F est constructible sur P!, lisse sur
U, et F|y est trivialisé par Y — U.

2. Calculer les Hl(X§7/,Ln) pour § € S a l'aide de la cohomologie de la normalisée de X5 et de la
suite exacte 2.4.10. Le calcul s’effectue comme dans le cas de la cohomologie a support décrit
dans la section V.2.2.

3. Calculer les morphismes de spécialisation H! ()2,7, pin) — H ()~( s, fbn ) décrits au début de la section
VI1.3. La description par recollement du faisceau F est maintenant compléte.

4. Calculer RI'(P!, F) a l'aide de l’algorithme de la section V.6.1.
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5. En déduire les H (X, y1,,) a 'aide du théoréme 6.3.1.

Le calcul précis de la complexité de cet algorithme est encore & effectuer. Voici quelques indications
en ce sens. Notons U l'ouvert maximal de lissité de F. Le revétement minimal V' — U qui le trivialise
est de degré |H' (X5, pn)| = n©(9) oi g est le genre de Xp. Il est modérément ramifié au-dessus de
S = P! — U. Les fibres singuliéres X5 sont des courbes nodales de genre géométrique g — 1. Afin
d’étudier précisément la complexité de ’algorithme, il conviendrait de déterminer d’une part le genre
géomeétrique de Y (qui dépend en particulier du cardinal de S et de la ramification a l'infini de Y — U),
et d’autre part la complexité des algorithmes calculant la n-torsion de la jacobienne d’une courbe définie
sur Fy(t) sans hypothése supplémentaire.
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CHAPITRE V||

Problémes ouverts

Pour finir, nous évoquons ici quelques questions restant sans réponse a l'issue de ce travail. Si cer-
taines n’ont simplement pas pu étre abordées par manque de temps, d’autres contiennent des difficultés
réelles.

Faisceaux constructibles en dimension supérieure

Comme esquissé a la fin du chapitre III, les représentations que nous avons données des faisceaux
constructibles sur les courbes s’adaptent immédiatement a des variétés de dimension supérieure. Par
contre, notre description des opérations effectuées sur ces faisceaux ne se généralise pas aussi facilement ;
en particulier, il faudrait se passer du fait que le complémentaire de 'ouvert de lissité soit zéro-
dimensionnel, qui a énormément facilité notre travail.

Cohomologie des faisceaux constructibles sur les surfaces

La question principale laissée en suspens par ce travail est le calcul de la cohomologie d’un faisceau
constructible sur une surface lisse. Soit X une surface intégre lisse, munie d’un morphisme propre
7: X — P! admettant une section. Les méthodes du chapitre VI, qui utilisent une section de la
fibration pour induire des scindages dans les suites exactes déduites de la suite spectrale de Leray, ne
donnent des suites exactes courtes scindées que dans le cas des faisceaux constants. Afin de calculer la
cohomologie d’un faisceau constructible F quelconque sur X, il conviendrait de calculer un complexe de
faisceaux constructibles sur P! représentant R, F. Une piste serait d’exploiter la forme des complexes
de cohomologie RI'(X5, F) des fibres de 7 calculés dans la section V.3.1.

Cohomologie des faisceaux sur les courbes singuliéres
Nous avons montré comment calculer la cohomologie d’un faisceau constructible sur une courbe

lisse ou nodale. Le calcul de la cohomologie d’une courbe X avec des singularités quelconques serait
un prolongement naturel de ce travail. Il y aurait essentiellement deux difficultés a surmonter : la
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premiére est la représentation des faisceaux constructibles sur une telle courbe, et la seconde est le
calcul du revétement Xo — X qui trivialise les A-torseurs sur X. Nos méthodes devraient s’adapter
sans obstacle aux courbes & singularités ordinaires ; pour les autres, la construction de ce revétement
parait en outre difficile.

Calcul de cup-produits

La description explicite de I’accouplement de Weil pour les courbes lisses sur les corps finis a
été réalisée par Bleher et Chinburg (voir section 11.4.4.2). D’autre part, nous avons montré comment
calculer les cup-produits

H! x H' 2 H?
dans la cohomologie des faisceaux lisses sur les courbes projectives lisses ou nodales sur les corps finis
ou algébriquement clos. Il reste & étudier ce calcul dans le cadre plus large des faisceaux constructibles.
En particulier, étant donné un faisceau lisse F sur ouvert U d’une courbe projective lisse X, il serait
intéressant d’obtenir un calcul explicite de la dualité de Poincaré

HY (U, F) x H{(U, F¥(1)) = H3(X, iy,

a partir des complexes représentant RI'(X, jiF) et R[(U, FV (1)) déterminés dans le chapitre V. Notre
méthode utilisant la cohomologie des groupes ne peut pas s’y appliquer immédiatement, puisque jiF
n’est pas localement constant. La difficulté de ce probléme est encore difficile & évaluer.

Calcul de la n-torsion de la jacobienne sur les corps infinis

Le seul algorithme dont nous disposons actuellement pour déterminer la n-torsion de la jacobienne
d’une courbe projective lisse sur un corps infini est celui de Huang et Ierardi. Un premier travail serait
d’étudier sa complexité dans le cas des corps de fonctions, ce qui parait fastidieux mais tout a fait
faisable. S’il parait difficile de mettre au point un algorithme plus efficace pour un corps quelconque,
il serait tout de méme intéressant de traiter le cas d’un corps de base fixé, par exemple Q ou F,(¢). Le
cas de F,(t) revét une importance particuliére, puisqu’il est le cas de base indispensable pour le calcul
de la cohomologie des surfaces sur [Fy, et donc pour le comptage de points sur ces surfaces.

Six opérations

L’objectif de calculer les 6 opérations dans D%(X,A), ot X est une courbe intégre lisse sur k,
parait pour l'instant hors de portée. Toutefois, certaines opérations semblent plus simples & calculer.
Par exemple, pour un morphisme f entre courbes lisses, les foncteurs R’ f, se déterminent aisément
comme décrit dans la section II1.4.5, et le calcul explicite du foncteur Rf, parait accessible. Le calcul
de Rf devrait s’en déduire. Nous n’avons pas eu le temps de nous intéresser au calcul des foncteurs
f', RHom et ®F, qui parait difficile.
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ANNEXE A

Corps calculables

A.1 Corps calculables et complexité

Calculabilité et classes de complexité Par fonction calculable, nous entendons toujours une
fonction récursive au sens de [0di89a, Def. 1.1.7], c’est-a-dire une fonction calculable par une machine
de Turing [Odi89a, Th. 1.4.3]. Le mot algorithme désignera une machine de Turing qui s’arréte pour
toute entrée.

La classe des fonctions primitivement récursives [0di89a, Def. 1.1.6] est la plus petite classe contenant la
fonction nulle, la fonction n — n+1, les projections N” — N, et stable par composition et récursion. De
fagon informelle, les algorithmes primitivement récursifs sont ceux qui s’écrivent avec une successions
de boucles "for" : ils ne font pas usage de recherches non bornées. La classe des fonctions élémentaires
[Odi89b, Def. VIIL.7.1] est la plus petite classe contenant la fonction nulle, la fonction n +— n + 1, la
soustraction (x,y) — max(0,x — y) et stable par composition, somme bornée et produit borné. Toute
fonction élémentaire est primitivement récursive. Une fonction est élémentaire (resp. primitivement
récursive) si et seulement si elle est calculable en un nombre d’opérations donné par une fonction
élémentaire (resp. primitivement récursive) [Odi89b, Th. VIIL.7.6, VIII1.8.8]. Intuitivement, la différence
principale entre ces deux classes est la suivante : les fonctions exponentielles & nombre d’étages borné
indépendamment des entrées sont élémentaires, mais la tétration (n,x) — x 11 n ne lest pas.

Corps calculables Nous supposons que tous les corps rencontrés sont calculables et munis d’un
algorithme de factorisation. Cela signifie que l'on dispose d’une représentation des éléments de k,
d’algorithmes calculant la somme, ’'opposé, le produit et l'inverse d’éléments dans k, ainsi que d’un
algorithme calculant, étant donné f € k[t], la décomposition de f en produit de facteurs irréductibles.
Si k est calculable et muni d’un algorithme de factorisation, il en est de méme de tout corps de fonctions
rationnelles a coefficients dans k et de toute extension finie séparable de k [FJ08, Lem. 19.2.2]. Si k
est calculable de caractéristique p > 0 et est muni d’une p-base explicite (c’est-a-dire d’une kP-base de
k) et d’un algorithme de factorisation, il en est de méme pour toute extension finie de k [MO15, Prop.
12.5]. Comme les corps Q et F,, vérifient ces hypothéses (voir section A.2.1 pour la factorisation), tous
les corps globaux sont calculables et disposent d’un algorithme de factorisation.
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Complexité et opérations élémentaires Nous indiquerons les complexités en termes soit d’opé-
rations binaires, soit d’opérations dans Z en mentionnant la taille des entiers utilisés, soit d’opérations
dans un anneau fixé. L’addition de deux entiers de longueur binaire n nécessite O(n) opérations bi-
naires. L’algorithme de multiplication de Harvey et van Der Hoeven, basé sur la transformée de Fourier
discréte, multiplie deux entiers de longueur binaire n en O(nlogn) opérations binaires [Hv21, Th. 1.1].
Une addition, multiplication ou inversion d’un élément de Z/dZ requiérent O(log2 d) opérations dans Z.
Une telle opération dans un quotient k[t]/(f) nécessite O(log® deg f) opérations dans le corps k. Etant
donné un entier m et un élément x d’un anneau A, le calcul de ™ nécessite O(logm) multiplications
dans A.

Algorithmes probabilistes Nous avons parfois recours a des algorithmes probabilistes. Il en existe
deux grandes familles :

1. Les algorithmes de type Las Vegas renvoient toujours une réponse correcte, quitte a effectuer
si nécessaire un grand nombre de tirages aléatoires; nous indiquerons toujours leur complexité
moyenne.

2. Les algorithmes de type Monte-Carlo font un nombre fixe de tirages aléatoires, et renvoient une
réponse qui est correcte avec une certaine probabilité ; nous indiquerons toujours leur complexité
dans le pire cas ainsi que la probabilité que la valeur renvoyée soit correcte.

A.1.1 Algébre linéaire
A.1.1.1 Sur un corps

Définition A.1.1. La constante de l’algébre linéaire, notée w, est la borne inférieure de 1’ensemble
des réels 7 tels que pour tout anneau A, il existe un algorithme de multiplication de deux matrices de
Mat,, »n(A) nécessitant O(n”) opérations dans A.

Soit k un corps. Soit M € Mat,,«, (k). Les opérations suivantes s’effectuent encore avec la méme
complexité que la multiplication dans M, . (k) :

e calculer le déterminant de M [BCS97, Th. 16.7];
e calculer 'inverse de M si elle est inversible [BCS97, Prop. 16.6];
e échelonner M [BCS97, Prop. 16.10].

Il est clair que w > 2, puisque la matrice & calculer a n? coefficients. D’autre part, I’algorithme
de multiplication naif nécessite O(n3) opérations dans k; nous utilisons cette majoration dans le
manuscrit. Les algorithmes les plus efficaces sont des raffinements de ’algorithme de Coppersmith-
Winograd présenté dans [CW90], et il est connu que w € [2,2.3729] [VW12]. Les mémes bornes (pour
la multiplication et I’échelonnement) s’appliquent & des matrices rectangulaires M € Mat,xp(k) en
prenant n = max(a,b) : il suffit d’ajouter des lignes/colonnes nulles pour se ramener au cas d’une
matrice carrée.

Lemme A.1.2. [Zis21, §4.3.1, 4.3.2] Soient k un corps et k(t) le corps des fonctions rationnelles sur k.
Soit M € Mat,, xn(k(x)) une matrice dont les entrées sont des quotients de deux polynémes de degrés
au plus d. Alors le calcul de toutes les opérations citées ci-dessus se fait en O(n4d) opérations dans k,
ot la notation O(f(n)) signifie O(f(n)log? f(n)) pour un 8 > 0.

A.1.1.2 Sur Z/dZ

Soit A un anneau. La complexité O(n“) de la multiplication des matrices est la méme que dans le
cas des corps. Il n’est cependant pas évident que cette complexité soit encore celle du calcul de noyaux
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de morphismes de A-modules libres ou de la résolution de systémes linéaires sur A. Dans le cas ou tous
les idéaux de A sont principaux, la forme normale de Smith permet de réaliser cette opération ; il existe
des algorithmes pour la calculer dans le cas ou A = Z [St096, §4]| ou Z/dZ [St0o96, §3]. Cependant,
ces algorithmes calculent seulement la forme normale N d’une matrice M, et le calcul des matrices de
transformation P, @ telles que M = PNQ est plus cotteux. Lorsque A = Z/dZ, la forme normale de
Howell se préte particuliérement bien a la tache. A chaque matrice M € Mat,,x,»(A), on peut associer
une unique matrice H (M) € Mat,, . (A) échelonnée vérifiant certaines conditions décrites dans [SM98,
§3] et une unique matrice P € GL,(A) telle que PM = H(M). En particulier, H(M) = H(N) si et
seulement si ker(M) = ker(N).

Proposition A.1.3. [SM98, Th. 4] Soient n,m,d des entiers naturels non nuls. Notons A = Z/dZ. 1l
existe un algorithme qui, étant donné M € Mat,, «.,(A), calcule sa forme normale de Howell H(M) et
une matrice P € GL,(A) telle que PM = H(M) en O(max(n, m)*) opérations dans A.

Cet algorithme permet en particulier de calculer le noyau d’une matrice, une famille génératrice
de la réunion ou de l'intersection de sous-modules [SM98, §5, Tasks 1-3] avec cette complexité. Un
A-module engendré par des éléments vy, ..., v, vérifiant les relations linéaires ay, ..., a,, sera décrit
par la matrice M € Mat,,«,m,(A) dont il est le conoyau. La description des morphismes et le calcul des
noyaux et conoyaux se fait exactement comme dans [MO15, 13.2]. Remarquons également que comme
tout idéal de A est principal, un sous-module de A™ est toujours engendré par une famille d’au plus
n éléments qui se détermine simplement, ce qui fait que le nombre de relations entre les générateurs
d’un A-module n’entre pas en compte dans le calcul de la complexité.

A.2 Polyn6émes

A.2.1 Factorisation des polyn6mes univariés
A.2.1.1 Sur un corps fini

Proposition A.2.1. [Sho90, Th. 1] Il existe un algorithme déterministe qui, étant donné un nombre
premier p et un polynoéme f € F,[t] de degré d, calcule les facteurs irréductibles de f dans F[t] en
O(d”e\/ﬁlog2 p) opérations dans F,.

Ceci implique encore que la factorisation d’un polynome dans F,«[t] se calcule en un nombre
d’opérations polynomial en p, o et d [vG13, 14.40]. Le recours aux algorithmes probabilistes permet
d’obtenir une meilleure complexité.

Proposition A.2.2. [vG13, Th. 14.32] Il existe un algorithme probabiliste (Las Vegas) qui, étant
donné une puissance ¢ = p® d’un nombre premier et un polynome f € F,[t] de degré d, calcule les
facteurs irréductibles de f dans F,[t] en O(d¥a? log? p) opérations dans F,, avec probabilité d’échec

inférieure a %

Remarque A.2.3. Afin de calculer la factorisation dans F,[t] d’un polynoéme f € F,o[t] de degré d, il
suffit de le factoriser dans une extension dont le degré est le ppecm des degrés des facteurs irréductibles
de f, qui est majoré par la fonction de Landau A(d) < exp(d/e), ou e = exp(1l); pour des majora-
tions plus précises de la fonction de Landau, voir [Nic13]. La complexité de la factorisation est alors
encore polynomiale en p, o, exp(d/e) pour lalgorithme déterministe, et O(d“2exp(2a/e)log? p) pour
I’algorithme probabiliste.

A.2.1.2 Sur un corps de nombres

Par le lemme de Gauss, la factorisation d’un polynéme de Q[t] se raméne & celle d’un polyndéme
dans Z[t], que 'on peut supposer primitif aprés avoir factorisé ses coefficients dans Z, opération dont

151



la complexité est sous-exponentielle en la valeur absolue des coefficients. Soit donc f € Z[t] de degré d.
Notons || f||c la plus grande des valeurs absolues des coefficients de f. L’algorithme "LLL" de Lenstra,
Lenstra et Lovész calcule les facteurs premiers de f dans Z[t] en O(d® + d° log || f||oc) Opérations sur
des entiers de longueur binaire O(d® + d?log || f||oc) [LLL82, Th. 3.6].

Cet algorithme a été adapté par A. Lenstra au cas des corps de nombres. Soit K = Q[a] un corps
de nombres; notons n = [K : @Q]. Soit f € K[t] un polynome de degré d. Soit D un entier tel que
f € £Z[a][t]. On peut écrire f = Z?;OI Z;l:o a;;a'zd. Notons alors || f||2 la norme euclidienne du
vecteur (Jaij|)i; et || flloo = max;; |as;]-

Théoréme A.2.4. [Len83, Th. 4.5] Avec ces notations, il existe un algorithme déterministe qui cal-
cule la factorisation de f dans Q(a)[t] en O(n%d® + n®d®log(d| f|2) + n°d®log(d|| f|ls)) opérations
arithmétiques sur des entiers de longueur binaire O(n®d? + n2d®log(d||g||2) + n?d?log(d|| f||=0))-

A.2.2 Calcul de racines n-iémes

Dans les corps finis, le calcul d’une racine n-iéme d’un élément par la méthode d’Adleman-Manders-
Miller est bien plus rapide que la factorisation des polynoémes en général.

Proposition A.2.5. [CSF12, §6] Soit ¢ une puissance d’un nombre premier. Soit n un entier naturel
non nul. Il existe un algorithme déterministe qui, étant donné = € I, détermine si x est une puissance
n-iéme dans F, et, le cas échéant, calcule une racine n-iéme de x en O(log4q + nlog3 q) opérations
dans F,.

A.2.3 Factorisation des polynémes multivariés
A.2.3.1 En général

Soit k un corps calculable disposant d’un algorithme de factorisation des polynémes. Alors il existe
un algorithme de factorisation des éléments de k[z1, ..., ], basé sur l'observation suivante [FJ08,
§11.3]. L’application

Kz, zm]  — k[f]
Saaiaip Y agtitizdtisd b tind™

deéfinit, pour chaque entier d, une bijection k4 de I’ensemble des polynomes de k[z1,...,z,,] de degré
< d vers 'ensemble des polynomes de k[t] de degré < d™, qui vérifie kq(fg) = ka(f)ra(g) dés que
deg(fg) < d. Son inverse se calcule explicitement par un algorithme d’écriture des entiers en base d.
Un polynome f € k[z1,..., 2] de degré < d est irréductible si et seulement si kq(f) Pest. Afin de
déterminer un facteur d’un polynéme f de degré < d, il suffit donc de calculer les facteurs irréductibles
g1,---,9s de kq(f). Les facteurs irréductibles stricts de f (s’il y en a) se trouvent parmi les images
réciproques par kq des facteurs de kq4(f), c’est-a-dire parmi les polynomes de la forme ngl(gil e gil)-
Il ne reste plus qu’a vérifier par division euclidienne si ces éléments divisent f. En particulier, si
Palgorithme de factorisation dans k[t] a une complexité élémentaire en le degré du polynome et la
taille de la représentation de ses coefficients, il en est de méme de I’algorithme de factorisation dans
]{J[l‘l, ces ,xn}.

A.2.3.2 Sur les corps finis

En se basant sur l’algorithme LLL, A.K. Lenstra a également donné un algorithme de factorisation
des polynémes en plusieurs variables sur les corps finis. La version qui nous est utile concerne deux
variables.
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Théoréme A.2.6. [Len85, Th. 2.18] Il existe un algorithme déterministe qui, étant donné une puis-
sance ¢ = p™ d’un nombre premier p et un polynéme f € Fy[x,y], renvoie les facteurs irréductibles de
f dans Fy[z,y] en O(deg, (f)° deg, (f)* + (deg,(f)* + deg,(f)?)pm) opérations dans F,.

De méme que dans le cas univarié, il existe un algorithme probabiliste de complexité polynomiale
pour factoriser des polynémes en deux variables sur un corps fini.

Théoréme A.2.7. [Wan90, Cor. 4.2] 1l existe un algorithme probabiliste Las Vegas qui, étant donné
une puissance ¢ d’un nombre premier et un polynéme f € F,[z,y] de degré total d < /g, calcule les
facteurs irréductibles de f dans Fg[z, y] en O(a*®? log? dlog q) opérations, avec une probabilité d’échec

. L . N 1
inférieure a NaTTh

Remarquons que cet algorithme nécessite un corps fini assez grand par rapport au degré du poly-
noéme. Lorsque d? > ¢ avec les notations du théoréme, il faut construire une extension Fg de Fy de
degré supérieur a 2log, d, factoriser f dans Fg puis multiplier entre eux les facteurs conjugués sous
Aut(Fg|F,). Comme nous le verrons dans la section A.3.1, la construction de cette extension Fg/F,
n’est pas plus cotteuse que la factorisation du polynéme sur F,.

Remarque A.2.8. Les algorithmes précédents permettent également de factoriser des polynémes en
une variable sur F,(t). Soit f € Fy(t)[z]. Ecrivons f = >, R;(t)2*, ou R; = % € F,(t). Notons
d, = deg, f, et di = max;{deg, P;,deg, Q;}. Notons encore () = ppcm; Q; ; il est de degré inférieur
& dyd;. Factoriser f dans F,(t)[z] revient & factoriser Q(t)f € Fy[t,z]. C’est un polynome de degré
total inférieur a d;d2. Le polynoéme f peut donc étre factorisé par un algorithme probabiliste en

O((dyd2)*®1og?(dyd?)log q) opérations.

A.2.3.3 Sur les corps de nombres

Soit Q(«) = Q[t]/(F) une extension de Q de degré d. Soit f € Q(a)[z1,...,z,]. Soit D un entier tel
que f € 5Z[a][z1, ..., z,]. Notons n = max(2, mindeg,, f) et N =[];_;(1+ deg,, f). Les polynémes
f et F sont identifiés aux vecteurs complexes de leurs coefficients.

Théoréme A.2.9. [Len84, Th. 3.26] Avec ces notations, il existe un algorithme déterministe qui
calcule la décomposition de f en produit de facteurs irréductibles dans Q(«)[z1,...,z,] en

O(n"~(dn)®(dn + log(d| f|lec + dlog(d|| F|2))
opérations arithmétiques sur des entiers de longueur binaire

O(n" =Y (dn)?(dn + log(d|| f||sc + dlog(d||F|2)).

A.3 Extensions de corps

Une extension finie L d’un corps calculable K est représentée concrétement par une K-base B =
(b1,...,b,) de L et la donnée, pour tous ¢,j, de la décomposition de b;b; dans la base B. Le calcul
d’un produit dans L nécessite donc n“ opérations dans K, celui d’'une somme n opérations dans k. Le
polynéme minimal d’un élément = € L se détermine alors en calculant les puissances 1, z, 22... de z, et
en vérifiant & chaque étape si #' appartient au sous-espace vectoriel de L engendré par 1,z,...,z* 1.
Ce calcul nécessite O(n3+%) opérations dans K.
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A.3.1 Calcul de polynémes irréductibles sur les corps finis

Soit p un nombre premier. Soit d un entier naturel non nul. La construction d’une extension de
degré d de T, nécessite le calcul d’un polynome irréductible de F,[t] de degré d. De méme que pour la
factorisation, une complexité polynomiale en log p n’est pour l'instant garantie que par des algorithmes
probabilistes.

Proposition A.3.1. [Sho88, Th. 3.2] Il existe un algorithme déterministe qui, étant donné un nombre
premier p et un entier d > 0, construit un polynome irréductible dans F,[t] de degré d en

O(\/ﬁlog?)(p)d%»e + 1og2(p)d4+e)

opérations dans F, pour tout € > 0.

Proposition A.3.2. [Sho94, Th. 5.1] Il existe un algorithme probabiliste (Las Vegas) qui, étant donné
une puissance ¢ d’un nombre premier et un entier d > 0, construit un polynome irréductible dans F[t]
de degré d en O((d?logd + dlog q)log dloglog d) opérations dans F, en moyenne.

A.3.2 Extensions normales, extensions séparables
A.3.2.1 Tester si une extension est normale ou séparable

Soit L/K une extension de corps de degré n. Soient x1,...,xz4 des générateurs de L comme K-
algeébre, et f1,..., fq € K[t] leurs polynomes minimaux. La séparabilité de L/K équivaut alors a celle
des f;, qui se teste en calculant pged(f;, f/). La normalité de L/K se teste en factorisant les polynomes
fi dans L[t], et en vérifiant qu'’ils y ont deg(f;) racines avec multiplicité. La complexité de tester la
séparabilité de L/K est donc celle de la factorisation dans L de d < n polynomes de K[t] de degré au
plus n.

A.3.2.2 Calcul d’un élément primitif

Soit K un corps infini. Considérons une extension finie séparable L = K(a,b) de degré d de K.
Alors les éléments A € K tels que a 4+ Ab ne soit pas un générateur de L sont les racines d’un polynome
de degré d(d — 1) [Lan02, V, Th. 4.6]. Afin de déterminer un élément primitif de L, il suffit donc
d’énumérer au plus d(d — 1) + 1 éléments A € K. Pour chacun de ces éléments, le polynéme minimal
de a + A\b sur k se détermine en calculant ses puissances successives (a + Ab) et en vérifiant par des
méthodes d’algébre linéaire si (1,a+ Ab, ..., (a+Ab)9~1) est une base de L/ K. Le nombre d’opérations
a effectuer dans K est donc polynomial en d.

Le cas général d’une extension L = K(aq,...,as) s’en déduit par récurrence sur le nombre de
variables : K(ay,...,as) = K(a1,...,as—2)(as—1,as). Le nombre d’opérations & effectuer dans K est
alors polynomial en d*, puisqu'une opération dans k(ai,...,as_») correspond a O(d*~2) opérations
dans K.

Le raisonnement suivant, adapté de [YNT89, §5], permet de trouver un s-uplet (A1,...,As) tel
que Aiay + - -+ + Asas soit un élément primitif de L/K dans un ensemble défini & Pavance de taille
(s — 1)[L : K]. Soit A un anneau principal infini de corps des fractions K. Soit L = K(ay,...,as)
une extension finie séparable de degré N. Soit S un sous-ensemble de A° dont toutes les familles de
s éléments sont linéairement indépendantes. Si |S| > (s — 1)(N — 1) alors il contient un s-uplet A
convenable [YNT89, Th. 4.5]. En particulier, un tel ensemble peut étre construit sous la forme S =
{(1,\,...,2*71) | X € B}, ot B est une partie de A de cardinal au moins (s —1)(N —1). Pour A = k[t],
il suffit de prendre suffisamment d’éléments o € k et de considérer les (1, (t — a),..., (t —a)*71).
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A.3.2.3 Groupe de Galois

Soit L/K une extension galoisienne de corps de degré n. Supposons avoir déja calculé un élément
primitif 7 de L/K, ainsi que son polynoéme minimal f € K[t], et les racines x1, z,...,z, de f dans
L. Les éléments de Gal(L|K) sont alors déterminés par 'image de z1, qui est 'un des autres z;. La
complexité du calcul de Gal(L|K) est donc dominée par celle de la factorisation dans L d’un polyndéme
de degré n a coefficients dans K.

A.3.3 Extensions radicielles et cloture parfaite

Soit k un corps de caractéristique p. Il sera souvent utile d’effectuer des calculs dans la cloture
parfaite kPf de k. Le principe systématiquement adopté est le suivant, proposé dans [Ste05, §2.3]. 1l
consiste & simuler une extension kP assez grande pour effectuer les calculs désirés, en élevant a la
puissance p” tous les éléments de k rencontrés. L'isomorphisme k — kP permet ainsi de remplacer
k par kP", et kP~ par k. L’élévation d’un élément de k a la puissance p” par exponentiation rapide
nécessite O(r log p) opérations dans k.
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ANNEXE B

Schémas de type fini sur un corps

B.1 Schémas et morphismes

B.1.1 Représentation des schémas et des morphismes

Soit k£ un corps. La description explicite des schémas de type fini sur k telle que présentée ci-
dessous est celle de [MO15, §16]. Dans le cas particulier des courbes projectives, d’autres descriptions
plus adaptées seront données dans la section C.1.

Schémas affines La donnée de polynomes fi,..., f. € klx1,..., 2] définit le schéma X = Spec A
ot A = klz1,...,zn]/(f1,..., fr). Un ouvert U de X est défini par des polynémes gi,...,gs tels
que U = J; D(gi). Soit X' = Speckl[x},...,z]/(fi,..., f{) un autre schéma affine. Un morphisme
X — X' est défini par ses fonctions coordonnées ¢1, ..., ¢, € k[Z1,...,Tm]. Etant donné un schéma
affine X’ et des morphismes 9: X — X" et ¢': X' — X", le produit fibré X x x» X’ est défini par la
k-algebre k[z1, ..., xm, 21, ..., 2]/ (fi, [}, Ya — ¥5)-

Il est possible de détecter si le schéma affine X est vide : c’est le cas si et seulement s’il existe des
polynomes a1, ..., a, de degré inférieur & une constante (que 1’on sait calculer) dépendant de m, s et
des degrés des f; tels que

a1f1+"'+arfr =1

La résolution de cette équation se raméne a elle d’un systéme linéaire en les coefficients des a;.

Schémas de type fini sur & Par défaut, un schéma de type fini sur k est représenté comme
recollement de schémas affines. Reprenons les schémas X, U, X' ci-dessus. Soit U’ = ||, D(g}) un
ouvert de X’. Un morphisme U — U’ est défini par des morphismes

D(gi) = Speck[z1,...,xm,x]/(f1,- -\ fryxgi — 1) = X'

qui se factorisent par U’ et coincident sur D(g;) N D(g;) = D(gig;). Le fait qu’ils se factorisent par U’
se teste en calculant, pour chaque indice 4, le schéma Z(g}) x x- X, et en vérifiant qu’il est vide.
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B.1.2 Recouvrement par des voisinages de points

Proposition B.1.1. Soit X C A} un schéma de type fini sur £ de dimension d. Supposons que 1’on
dispose d’un algorithme primitivement récursif calculant, pour un point z € X, un voisinage de Zariski
de z dans X vérifiant une certaine propriété (P). Alors il existe un algorithme primitivement récursif
recouvrant X par un nombre fini d’ouverts Uy, ..., U, vérifiant (P).

Démonstration. Quitte & appliquer la procédure ci-aprés a chacune de ses composantes irréductibles
(voir section B.2 pour leur calcul), nous pouvons supposer X irréductible. Commencons par choisir un
point z € X et de lui appliquer I'algorithme pour obtenir un premier ouvert U™, dont le complémen-
taire F} est de dimension < d — 1. Le nombre r de composantes connexes de F} est borné en fonction
du degré des équations qui le définissent. L’exécution de ’algorithme pour un point de chacune de ces
composantes connexes construit des ouverts U1(2), ey UT(Q) de X, et ainsi de suite. Le complémentaire
de la réunion des Ui(] ), pour 1 < j < r, est de dimension au plus d — r, et son nombre de composantes
connexes est borné par le degré de ses équations, qui ont été explicitement calculées. Le nombre de
points & considérer & I’étape j = r + 1 est donc connu. Il y a au plus d étapes a effectuer. O

B.2 Bases de Grobner et applications

Soit k un corps. Fixons un ordre monomial sur R = k[z1,...,x,], c’est-d-dire un bon ordre sur
les monoémes de R compatible & la multiplication [DK02, Def. 1.1.1]. Soit I un idéal de R. Une famille
(f1,..., fr) d’éléments de I est appelée base de Grobner si les monémes dominants des f; engendrent
I'idéal de R engendré par les mondmes dominants de tous les éléments de I. Dans ce cas, ’algorithme
de division multivariée permet de décider de I'appartenance & I : un élément f € R appartient & I si et
seulement si le reste de la division de f par (f1,..., f.) est nul. Une base de Grébner (fi,..., f,) de T
est dite réduite si les f; sont unitaires et si aucun monéme d’un f; n’appartient & l'idéal engendré par
les monomes dominants des f; # 4. Tout idéal admet une unique base de Grobner réduite. Si 'idéal
I est défini par des générateurs gi,...,¢gs de degré maximal d, le degré des éléments de la base de
Grobner réduite de I est O(d?") [Dub90, Th. 8.2].

Proposition B.2.1. [BFS15, Prop. 1] Avec ces notations, il existe un algorithme calculant une base
de Grébner réduite de I en
19) (iznwd(lJrnw)Q")

n!
opérations dans k.

En particulier, les bases de Grébner permettent de résoudre des systémes par élimination. Plus
précisément, pour un ordre adapté & I’élimination des variables xi,...,x;_1, si G est une base de
Grobner de l'idéal T alors G N k[zj,. .., x,] est une base de Grobner de I Nk[z;,...,z,]. Un excellent
résumé des applications principales des bases de Grobner se trouve dans [DK02, Ch. 1] ; une référence
trés détaillée est [BW93]. Supposons que le corps k est calculable, muni d’une p-base explicite et dispose
d’un algorithme de factorisation des polyndémes de complexité élémentaire en le degré du polynome et la
taille de la représentation informatique de ses coefficients. Il existe alors des algorithmes de complexité
élémentaire en n, d, s qui utilisent les bases de Grébner pour calculer :

1. le noyau d’un morphisme de k-algébres de type fini;

la fonction de Hilbert de I [BS92, Alg. 2.6];

une normalisation de Noether de I [Dic+91, Alg. 1.13];

le radical de I [BW93, Th. 8.99];

la décomposition primaire de I [BW93, Th. 8.101], [Ste05, Th. 5.1];

oU k. w N
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6. la normalisation de R/I [MO15, §15.5].

Le calcul de la décomposition primaire se raméne au cas zéro-dimensionnel par récurrence, et nécessite
la factorisation de polynémes sur des corps de fractions rationnelles sur k. La normalisation d’une
k-algébre A de type fini est calculée de la fagon suivante. Un anneau est normal si et seulement s’il
est régulier en codimension 1 et vérifie la propriété (S2) de Serre [Ser89, IV, Th. 11]. L’algorithme
de normalisation de de Jong [Jon98| permet de régulariser ’anneau A en codimension 1 (le nombre
d’étapes est alors borné par une multiplicité calculable elle-méme avec complexité élémentaire [MO15,
§15.4, 15.5.3]). Notons A; I’anneau obtenu. La plus petite extension de A; dans Frac(A;) qui vérifie
la propriété (S3) se calcule a I’aide d’un bidual [Vas06, Prop. 6.21], et est la normalisation de A.

B.3 Construction de familles d’hyperplans

B.3.1 Hyperplans en position générale

Etant donné un corps k ayant suffisamment de points et un entier ¢ donné, comment construire un
ensemble de ¢ hyperplans de P} en position générale ?

Définition B.3.1. Soit k£ un corps. Soient n,t deux entiers strictement positifs. Un ensemble S de ¢
hyperplans de P} est en position générale si :

e pour tout i € {1,...,n} et tous Hy,..., H; € S deux & deux distincts, dim(H;N---NH;) =n—1;

e tout point fermé de P} appartient & au plus n hyperplans de S.
Le théoréme suivant permet de controler 'intersection de deux variétés projectives.

Proposition B.3.2. [Har08, Th. 1.7.2] Soient Y, Z deux sous-variétés de P™ de dimensions respectives
r, s. Alors toute composante irréductible de Y N Z est de dimension > r+ s —n. Lorsque r+s—n > 0,
Iintersection est non vide.

Lemme B.3.3. Soit S un ensemble de ¢ hyperplans de P}’ en position générale, avec ¢t > n. Soit H
un hyperplan de P}. Soient P,..., P, les points d’intersection de toutes les familles de n hyperplans
de S. Si H ne contient aucun des P; alors S U {H} est en position générale.

Démonstration. Soit ¢ < n — 1. Considérons une intersection I = H; N ---N H; d’éléments de S. Alors
il existe j € {1,...,s} tel que P; € I. Par conséquent, H ne contient pas I, qui est irréductible, donc
dim(H NI) =dim(/) — 1 =n — i d’apreés la proposition B.3.2.

Soit P un point fermé de P}. Si P appartient & strictement moins de n hyperplans de S, il n’y a rien
a vérifier. Si P appartient & n hyperplans de S alors c’est I'un des P; et il n’appartient pas & H. O

Etant donné deux entiers t,n > 1, voici ’algorithme qui calcule un ensemble de ¢ hyperplans de Py
en position générale.
Si t < n+ 1, algorithme renvoie les hyperplans définis par les coordonnées xg, ..., z;_1.
Supposons construit un ensemble S = {Hy,..., H;} d’hyperplans en position générale, avec ¢ > n + 1.
Voici comment construire Hyyq tel que {Hy,..., Hiy1} soit en position générale. Dans un premier
temps, des algorithmes d’algébre linéaire permettent de déterminer les points d’intersection P, ..., Ps
(avec s < () < £}) des familles de n hyperplans de S. Un hyperplan H défini par une forme lin¢aire
F =3, a;x; € k[xg,...,xy,] ne contient pas un point P; = (pj : ... : p},) si et seulement si le point
a = (ag,...,a,) € k" n’appartient pas au noyau de la forme linéaire F; = Zj pé-xj. Par conséquent,
les points a convenables se trouvent en-dehors d’une réunion de s hyperplans de AZ“ qui se calculent
explicitement.
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L’astuce suivante pour trouver un point a € A" (k) convenable provient de [KPR16, Lem. 2.4].
Enumérons ¢"*+1 éléments by, ..., bs € k. Considérons la grille R = {by, ..., b1} C AnH1(k). Alors
tout hyperplan de AZ“ contient au plus 41 gléments de R ; en particulier, la réunion des hyperplans
définis par Fi,..., Fy contient donc moins de %t”%rz” points de R. Or R contient t""+27+! léments.
11 suffit donc de prendre un point @ € R qui n’est pas sur ['un des hyperplans, et de définir Hy; 1 comme
I'hyperplan défini par la forme linéaire )", a;x;.

Pour chaque hyperplan H} défini par F}, le calcul de H} N R se fait par recherche exhaustive sur

les points ;:le R:ilyena *+2n+1 ] existe done a > 0 tel que la complexité totale de l’algorithme
soit O(t*™"). Le résultat que nous avons montré est le suivant.

Proposition B.3.4. Soient n,t deux entiers. Soit k un corps ayant au moins ¢"*! éléments. Il exis’ge
a > 0 et un algorithme déterministe qui renvoie ¢ hyperplans de P} en position générale en O(t*™")
opérations dans k.

Si k =F, avec ¢ < t"*!, il convient de travailler sur une extension &’ de F, de degré [log, (t"*1)],
qui se calcule en temps polynomial en g et (n+1) log, . Il est alors possible de calculer avec I’algorithme
ci-dessus ¢ hyperplans en position générale dans P}},.

Remarque B.3.5. Remarquons qu’avec un algorithme probabiliste, la construction étant donné
H,,...,H; en position générale, d’un hyperplan Hy; tel que Hy, ..., Hy 1 soient en position générale
se fait plus rapidement. En effet, en choisissant (avec les notations de la preuve de la proposition
précédente) un élément aléatoire de la grille R, la probabilité qu’il appartienne a 'un des hyperplans
Hl,...7Ht est
tn2+2n 1
plgn? 2t T plp

L’algorithme de type Las Vegas consistant a choisir un élément aléatoire de R puis vérifier g’il vérifie

I'une des équations des H; nécessite O(tn) opérations dans k, et a une probabilité d’échec égale a ﬁ

B.3.2 Hyperplans qui coupent une variété transversalement

Soit k un corps algébriquement clos. Soit X C P™ un sous-schéma intégre lisse de dimension d.
Soient x € X (k) et » < n. Le but de cette section est d’expliquer comment construire des hyper-
plans Hy,..., H, en position générale tels que l'intersection C' := N;H; coupe X transversalement
et contienne x. Comme X est lisse, il est localement intersection compléte. Nous pouvons donc écrire
X = X1U---UX,, ot les X; sont des schémas affines d’intersection compléte. Le calcul des X; est primi-
tivement récursif : par la preuve explicite de [Stacks, 00SC], il est possible pour chaque point z € X d’en
calculer un voisinage ouvert qui est intersection compléte ; le principe de la section B.1.2 conclut. Rem-
plagons X par I'un des X;. Ecrivons X = Speckl[z1,...,2,]/(f1,- -+, fu_a) C P* = Projk[zo, ..., ).
Alors la preuve de [SGA43, XI, Th. 2.1.(i)] montre comment déterminer explicitement des équations
d’une partie constructible Y de A™*! paramétrant les hyperplans H, d’équation agzg + - - + anTn
tels que x € H, et que l'intersection H N X ne soit pas transversale. Il suffit de trouver un k-point
de P™ qui ne se trouve pas dans Y pour construire un premier hyperplan H;. Ayant déja construit
Hy,...,H;j en position générale, 'hyperplan H;,1 se construit en choisissant un point de (P")Y —Y
qui vérifie également les contraintes décrites dans la section précédente (il suffit qu’il évite une réunion
d’hyperplans de A"1, tous distincts de celui qui paramétre les H contenant ).

Le résultat ci-dessus s’étend & n’importe quel sous-schéma X de P™ dés que le point = est régulier :

il suffit d’appliquer la procédure & X — Xgng. Lorsque r > d, il est également possible d’adapter cet
argument & un schéma X non nécessairement lisse, pour construire des hyperplans Hi,..., H, qui
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évitent de plus Xging. A chaque étape i < d de 'application de la procédure ci-dessus & X — KXsing,
calculons les composantes connexes de Xgine N Hy N---NH;, et déterminons un point de chacune : ceci
fournit des points Pi,..., Ps. Au moment de choisir H; 1, ajoutons a la partie Y C (P"*)V ci-dessus
les hyperplans définis par les conditions linéaires P; € H;;q. La condition r > d assure que tous les
points de Xing sont évités.

Dans la section IV.1.2, nous avons besoin d’appliquer ces résultats a la situation suivante. Le schéma
X est normal et contient un fermé V' de dimension d—1 qui contient Xgine. Comme X est normal, Xging
est de dimension au plus d—2. Le but est de construire des hyperplans Hy, ..., Hy_; dont 'intersection
coupe X et V transversalement, et évite Xging- A chaque étape i € {0,...,d — 1} sont construites des

parties Y)((i) et Y‘Si) de (P™)V qui parameétrent les hyperplans qui ne conviennent pas. Il suffit de choisir
un point de (P*)¥ — (Y Uy,

B.4 Recherche de points

Soit k£ un corps algébriquement clos. Le but de cette section est le suivant : étant donné une variété
X plongée dans P}, trouver au moins un point fermé de Xz dans chaque composante irréductible de
X. Le fait de ne pas se préoccuper des multiplicités rend cette tache plus facile que la décomposition
primaire. Dans un premier temps, voyons comment trouver les points fermés des composantes zéro-
dimensionnelles de X, appelés points isolés.

B.4.1 Trouver des points isolés

Lemme B.4.1. [ler89, Lem. 3.1] Soit k un corps algébriquement clos. Soient f1,..., fm des polynomes
homogenes de k[zg, ..., x,] de degré inférieur & d. Alors pour tout s < n, le fermé V(f1,..., f;) de P"
a au plus d° composantes irréductibles de codimension inférieure & s. En particulier, il a au plus d"
composantes irréductibles.

Supposons X défini par m polynémes homogénes fi,..., fm. € k[zo,...,z,] de degrés respec-
tifs dy,...,d, < d. Quitte & ajouter des équations redondantes si m < n, ou a agrandir X en ou-

bliant certaines équations si m > n, nous pouvons supposer n = m. Notons L,(u) = > ", rdu; €

k[0, @, o, - - -, un] €t fi(z,t) = ted + (1 — ) fi(x) € k[xo, ..., 2n,t]. Soit X < P x A le fermé
défini par les fl

Proposition B.4.2. [ler89, Lem. 2.3] Notons X = X N D(t) 'adhérence dans P x A' de I'intersection
de X avec l'ouvert principal D(t) (o A' = Speck[t]), et X, lintersection de X avec le ferme V(t).

(En bref : Xo = lim;_,q Xt) Alors X est de dimension zéro et contient tous les points fermés isolés de
X.

La procédure est décrite dans [ler89, §2.2]. Elle consiste & construire un polynome R(ug, ..., uy)
dont les zéros sont les mémes que ceux de [[,c ¢, La(uo, ..., un). Ce R € klug, ..., u,] est un résultant
multivarié qui se calcule en temps O(d") [Ier89, Prop. 2.5].

Il suffit ensuite de poser R;(t) = R(t,0,...,0,—1,0,...,0) et de factoriser R;(¢) pour connaitre la
(puissance d-iéme de la) projection sur le i-iéme axe de coordonnées des points de Xg. Ceci fournit d?
coordonnées possibles sur chaque axe, et il suffit de tester les d>® combinaisons possibles pour savoir

si elles définissent un point fermé de X.
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B.4.2 Trouver des points dans toutes les composantes
B.4.2.1 Pour un fermé de ’espace projectif

Soit X C P" donné par des équations homogénes. La stratégie pour trouver au moins un point
dans chaque composante irréductible de X consiste & se ramener au cas précédent en intersectant X
avec une succession d’hyperplans.

Considérons n hyperplans Hy, ..., H, en position générale (voir définition B.3.1); par exemple ceux
définis par z1,...,x,. Notons, pour i > 0, L; = Hy N---N H;. Notons encore Ly = P".

Lemme B.4.3. Soit C' une composante irréductible de X. Alors il existe ¢ € {0,...,n} tel que CNL;
soit non vide et de dimension nulle.

Démonstration. La suite dim(C N L;) est décroissante. De plus, dim(C N L;) < dim(L;) = n — i et
dim(C N L;) > dim(C N L;—1) — 1. C’est donc une suite décroissante, qui décroit par pas de 0 ou 1,
et qui stationne a 0. Soit ¢ le plus petit indice tel que C' N L; soit de dimension nulle. Si i = 0, alors
C N L; =C est non vide et de dimension nulle. Si ¢ > 0, cela signifie que dim(C' N L;_1) = 1. D’aprés
le théoréme B.3.2, 'intersection C' N L; est non vide. O

Ceci suggére ’algorithme suivant pour trouver au moins un point de chaque composante irréductible
de X : déterminer, pour chaque i € {0,...,n}, les points isolés de X N Hy N --- N H;. La complexité
est donc n fois celle de la recherche de points isolés.

B.4.2.2 Pour une partie constructible d’un espace projectif

Lemme B.4.4. Soient Hy,..., H; des hyperplans en position générale dans P". Soit C' un fermé de
P™. Alors C est contenu dans au plus codim(C) des hyperplans H;.

Démonstration. La dimension de I'intersection de codim(C')+1 de ces hyperplans, qui sont en position
générale, est strictement inférieure a dim(C'). O

Lemme B.4.5. Soit C un fermé irréductible de P™. Soit H un hyperplan de P™. Alors soit C C H,
soit dim(C' N H) = dim(C) — 1.

Démonstration. Si C' n’est pas inclus dans H alors C' N H est un fermé strict de C. Prenons-en
une composante irréductible de dimension maximale C’. D’une part, dim(C’) > dim(C) — 1 par la
proposition B.3.2 appliquée a lintersection de C' et H. D’autre part, dim(C’) < dim(C) puisque C’
est un fermé irréductible strict de C. O

Corollaire B.4.6. Si C est un fermé de P de dimension d, et si Hy,..., Hs sont des hyperplans en
position générale avec s > dim C, alors il existe iy, . .., g tels que l'intersection de C avec H;, N---NH;,
soit de dimension nulle.

Démonstration. 11y a au plus codim C hyperplans H; contenant C'. Il reste donc au moins un hyperplan
ne le contenant pas : prenons-en un et notons-le H; . Alors C'N H;, est inclus dans au plus n des
hyperplans H;, dont ceux qui contiennent C. Il y a donc au moins un hyperplan H;, qui ne le contient
pas, et dim(C' N H;, N H;,) = dim(C) — 2. Une récurrence immédiate conclut. O

Lemme B.4.7. Si C est un fermé de P™ de dimension d, et si Hy,..., H,_4 sont des hyperplans en
position générale contenant C, alors C = Hy N ---N H,,_4.

Démonstration. L’intersection est irréductible, de méme dimension que C' et contient C' qui en est un
fermé. O
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Adaptons 'algorithme précédent au cas d’une partie constructible d’un espace projectif. Considé-
rons donc un fermé réduit Y de P défini par les équations homogeénes f; =0, ..., f,, = 0, et un ouvert
X de Y défini par des inéquations homogenes g; # 0, ..., gs # 0. Notons, pour chaque i € {1...s}, V;
le fermé de P" défini par g;. Soit dx un majorant des degrés des f; et des g;. Construisons d’abord un
ensemble S = {Hy,..., Hp} d’hyperplans de P" en position générale, avec D = snd’% + 1.

Commencons par calculer les points isolés de Y (dont font partie les points isolés de X). Ensuite,
intersectons Y avec chacun des hyperplans H;. Les lemmes suivants montrent qu’alors toute compo-
sante de dimension 1 de X intersecte au moins I’'un des H; en un nombre fini non nul de points isolés,
et que toute composante de dimension supérieure a une intersection non nulle avec au moins I'un des H;.

Pour chaque i, la méme procédure s’applique ensuite récursivement a Y N H;. Elle s’arréte aprés une
profondeur de récursion de n. Au total, elle nécessite le calcul de O((sd%)™) = O(s"d}z) intersections,
et pour chacune de ces intersections, la détermination des points isolés du fermé de P™ défini par
O(m + n) équations de degré O(dx). Chaque calcul d’intersection nécessite alors O((m + n)d?((n))

)

2
opérations dans k. La complexité totale du calcul est donc de ms"dg(" opérations dans k.

Lemme B.4.8. Soit C une composante irréductible de X de dimension 1. Si S est un ensemble de
snd’ + 1 hyperplans en position générale alors il existe H € S tel que C'N H soit de dimension nulle
et non vide.

Démonstration. Notons C' ’adhérence de C dans Y : c’est un fermé de P™. Pour tout i, comme C n’est
pas inclus dans Vj, l'intersection de C avec V; est de dimension nulle. En particulier, C NV; a m; < d%
points, et le nombre de points de C'N (|J,; Vi) est m < sd’y. Comme les hyperplans H; sont en position
générale, chacun des m; points de C' N V; est contenu dans au plus n d’entre eux. Par conséquent, en
prenant nm + 1 < nsd% + 1 hyperplans de S, au moins I'un d’entre eux intersecte C' en un point qui
n’est pas a l'infini. O

Lemme B.4.9. Soit C une composante irréductible de X. Notons dx = dim(X). Soit S un ensemble
de snd’% + 1 hyperplans en position générale. Il existe Hy,...,Hy € S tels que C N H; N ---N Hy soit
de dimension nulle et non vide.

Démonstration. Notons C 1'adhérence de C dans Y. Pour chaque indice i € {1,..., s}, le lemme B.4.1
assure que C'N'V; a au plus d% composantes irréductibles. Il existe donc au plus snd% hyperplans
de S contenant I'une des composantes irréductibles de I'un des C' N V;. Prenons-en un qui ne contient
aucun C NV;, et notons-le H; ; en particulier, pour tout i, la dimension de H; N C est dim(C) — 1, et
celle de H; N C NV est égale a dim(C) — 2. Par conséquent, H; N C contient un point de C. Il existe
alors au plus nsd’ hyperplans de S contenant I'un des C N H, NV ; leur ensemble contient celui des
hyperplans précédemment écartés contenant ’'un des C' N Vj. Ceci fournit Ho qui ne contient aucune
de ces intersections. Continuons ainsi jusqu’a obtenir Hi,..., Hj_1. Le lemme B.4.8 permet alors de
construire Hy tel que tels que ¢’ := C N Hy N ---N Hy soit de dimension nulle, et contienne un point
qui n’est dans aucun des V;, c’est-a-dire un point de C'. Le nombre d’hyperplans en position générale a
éviter est majoré par nsd’ ; tout ensemble de nsd% + 1 hyperplans en position générale contient donc
un élément convenable. O

Par conséquent, il suffit de construire O(nsd’) hyperplans en position générale dans P™. Ceci se

fait en temps (nsd})o("z) avec l’algorithme décrit dans la section B.3.1.
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B.4.3 Le cas équidimensionnel

Cette méthode, bien plus élégante que celle présentée ci-avant, est décrite dans [Jin20, Alg. 8.5]. Soit
X = Speck[xy,...,2,]/(f1,..., fm) un schéma affine de type fini sur k& dont toutes les composantes
irréductibles sont de méme dimension r. Soit v: X — A] une normalisation de Noether de X.

Lemme B.4.10. La restriction de v a toute composante irréductible de X est encore surjective.

Démonstration. Si C est une composante irréductible de X alors v|¢ est encore un morphisme fini, et
donc dim(v(C)) = dim(C) = dim(X) = r par équidimensionnalité de X. De plus, encore par finitude,
v(C) est un fermé de AJ, de dimension r, il est donc égal & AJ. O

La fibre v=1(0) =: Spec R intersecte donc chaque composante irréductible de X . Une décomposition
primaire de R (présenté par générateurs et relations), qui est une k-algebre finie, fournit pour chaque
composante primaire C' une base de Grobner de son réduit. Ceci permet d’obtenir par factorisation une
liste de k-points, qui contient au moins un élément de chaque composante irréductible. L’algorithme
est donc composé de 4 étapes : un calcul de normalisation de Noether, une décomposition primaire,
des calculs de bases de Grébner d’idéaux zéro-dimensionnels puis des factorisations.

Nous n’avons pas précisé, dans la section sur les bases de Grobner, la complexité des différents
algorithmes ; cependant, la complexité de la normalisation de Noether décrite dans [Dic+91, Alg. 1.13]
est déja, pour un idéal de k[xy,...,x,]| engendré par m équations de degré maximal d, de l'ordre de
m3d°™) . 11 n’y a donc pas de gain de complexité notable par rapport & la méthode par recherche de
points isolés d’intersections avec des hyperplans présentée dans la section B.4.2.2.

B.5 Restriction de Weil

Définition B.5.1. Soit f: Y — X un morphisme de schémas. Soient V un Y-schéma, et hy le faisceau
représenté par V. Si le préfaisceau fihy: U — Homy (U X x Y, V) sur Sch /X est représentable par
un X-schéma R, ce dernier est appelé restriction de Weil de V' relativement a f et noté Rs(V), ou
Ry _.x (V) si le contexte le permet.

Proposition B.5.2. [BLR90, 7.6, Th. 4] Soit f: ¥ — X un morphisme fini localement libre de
schémas. Soit V un Y-schéma tel que pour tout z € X, tout sous-ensemble fini de la fibre V,, soit
contenu dans un ouvert affine de V' (c’est le cas par exemple si V' est affine). Alors Ry _, x (V) existe.

En particulier, si X et Y sont affines, le foncteur Ry _,x est 'adjoint & droite de — xx Y sur les
catégories de schémas affines sur X et Y. Soient

A = k:[a:l,...,xn]/(fl,...,fr)
B = Ky, yml/(91,---1Gs)
Cc = B[’Ul,...,’Up]/(hh...,ht).

Notons X = Spec A, Y = Spec B, V = SpecC. Supposons donné un morphisme F: A — B défini
par Fi,...,F. € k[y1,...,ym] qui fait de B un A-module libre, et une base (b1,...,by) de B comme
A-module. Dans ce cadre, la proposition précédente assure que la restriction de Weil Ry _, x (V') existe
et se calcule de la facon suivante (voir [Sch94, 4.4.1]).

Introduisons des indéterminées w;; o i € {1,...,p} et j € {1,... N}, et définissons, pour a €
{1,...,t} et B €{1,...,N}, des éléments fo5 € Alw;;| par :

N N N
ha Zwljbj""’zijbj = Zfaﬁb,g S B[wij].
j=1 j=1 B=1
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La restriction de Weil Ry _,x (V') est alors Spec k[w;;]/(fap). Le morphisme d’adjonction
V - RY-}X(V) Xx Y

est donné par k[v;|/(hy) — k[wi;]/(fap)svi = 32, wijb;. De meéme, si V. = U xx Y, le morphisme
d’adjonction U — Ry, x (V) est donné en écrivant 1 = 3 a;b; avec a; € A, et en envoyant w;; sur
a;v; € A[UZ]

La restriction Ry _, x(¢) d’'un morphisme ¢: V — V’ de Y-schémas se calcule par la méme mé-
thode. De plus, si V est un schéma en groupes sur Y, la méme méthode permet de calculer la loi de
groupe sur Ry _,x (V). En effet, comme la restriction de Weil est un adjoint & droite, elle commute
aux limites, et Ry ,x(V Xy V) = Ry ,x (V) xx Ry, x (V). Il suffit donc de déterminer le morphisme
RY-}X(V Xy V — V).
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ANNEXE C

Algorithmique des courbes

C.1 Représentations des courbes lisses

Par défaut, une courbe sur un corps kg est représentée par un recollement de courbes affines comme
décrit dans I'annexe B.1.1. Une courbe intégre sur kg étant toujours isomorphe & un ouvert d’un fermé
d’un espace projectif [Stacks, 0A27], d’autres représentations des courbes seront données ici.

C.1.1 Courbes singuliéres, compactification lisse
C.1.1.1 Reésolution des singularités d’une courbe plane

Soit ko un corps. Soit C' = Projko[z,y, z]/(f) une courbe projective plane intégre de normalisée
(d—1)(d—2)

X. Notons d = deg(f). La courbe C a au plus ~~—5=—= points singuliers [Fis01, Th. 3.8].
Définition C.1.1. Un point P d’une courbe plane C est dit ordinaire si le nombre de tangentes a C
en P est égal a la multiplicité de C' en P.

Par moins de d? transformations quadratiques, il est possible [FW89, 7.4, Th. 2] de construire une

courbe X’ birationnelle & X ayant uniquement des singularités ordinaires. Le degré de la courbe X’
est O(2d2).
La méthode classique de résolution des singularités sur une variété quelconque procéde par éclatements
successifs ; elle a ’avantage de construire directement un plongement projectif de X, mais l'inconvénient
que 'espace projectif dans lequel X est plongée est de grande dimension. En partant de X’ & singularités
ordinaires, il suffit d’un seul éclatement par singularité. Les algorithmes n’ont souvent pas besoin de
connaitre un plongement projectif de X, mais simplement une description des points de X au-dessus
de chaque singularité de C.

Proposition C.1.2. [Koz94, §5] Il existe un algorithme déterministe qui prend en entrée une courbe
Cc A]%q (resp. A3) définie par un polynome f = 3, . ajz'y’ € Folz,y] (vesp. Z[z,y]) de degré d
tel que (0,0) € C, et retourne Parbre de désingularisation de C en (0,0), en un nombre d’opérations
polynomial en d et en log g (resp. en log max|a;;|).
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C.1.1.2 Compactification lisse

Soit kg un corps parfait. Soit X = Spec kg[z1,...,Zm]/(f1,- .., fr) une courbe affine lisse sur ky. En
homogénéisant les f;, on obtient 'adhérence ¥ de X dans PP} . La courbe Y est possiblement singuliére
en-dehors de son ouvert isomorphe 4 X. La normalisation X de Y est une courbe projective lisse dont
un ouvert est isomorphe & X. Cette courbe X est appelée compactification lisse de X ; elle est unique &
isomorphisme prés. Etant donné un morphisme de courbes affines lisses X; — X5 sur ko, le morphisme
composé X1 — Xy — Xy s’étend & X par régularité [Har08, I, Prop. 6.8].

C.1.2 Corps de fonctions, modéle plan birationnel

Soit kg un corps. Rappelons que le foncteur qui & une courbe associe son corps de fonctions définit
une équivalence entre la catégorie des courbes projectives réguliéres sur &y munie des morphismes non
constants, et la catégorie des extensions de kg de degré de transcendance 1 [Stacks, 0BY1]. Une courbe
projective réguliére peut donc étre définie par son corps de fonctions.

Proposition C.1.3. [Sti09, Prop. 3.10.2.(a)] Soit X une courbe connexe lisse sur un corps parfait k.
Soient P € X (ko) et ¢t une uniformisante en P. Alors le corps des fonctions ko(X) est une extension
finie séparable de ko(t).

Etant donné une telle courbe X plongée dans P}, un morphisme X — IP’}CO fini génériquement étale
se calcule donc en cherchant une uniformisante ¢ en un point P € X (ko). Si X (ko) est vide, il suffit
de remplacer ko par une extension k{ (de degré O(deg X)) sur laquelle X a un point pour obtenir
un morphisme X, — IP’}C(,). Sans perte de généralité, supposons que P se situe dans 'ouvert affine

Up = {xg # 0} de P". La courbe X est donnée par des polynomes fi,..., fm, € k[z1,...,2,] avec
m > n—1. Comme X est lisse sur kg, la matrice (gf; )i,j est de rang n—1. Il existe donc j € {1,...,n}
tel que le morphisme z; — z;(P): X N Uy — A soit étale en P, et donc que ¢ := x; — z;(P) soit une
uniformisante en P. Le degré du morphisme X — P! induit par ¢ est donc de degré au plus deg X, qui
est le nombre maximal de points d’intersection de H avec un hyperplan de P".

Afin de travailler avec un modéle birationnel plan de X, il suffit de chercher un élément primitif
u de lextension finie séparable ko(X)/ko(t) & Paide de lalgorithme décrit dans la section A.3.2.2.
Rappelons que si k(X) est engendré par (z1,xa, ..., z,), un tel élément primitif s’obtient sous la forme
u=1t+3,,; \x; avec \; € k. Alors ko(X) = ko(t,u) = ko(t)[u]/(f), out f est le polynome minimal
de wu sur ko(t). Ceci définit un morphisme birationnel X — C, ou C est une courbe projective plane
d’équation dans une carte affine f(¢,u) = 0. Supposons, quitte a le multiplier par un élément de ko|t],
que f est un polynome primitif dans ko[t][u]. Le lemme de Gauss assure alors que f est irréductible
dans ko[t, u] et dans ko(u)[t]; par conséquent, deg(f) = [ko(X) : ko(w)]. De méme que ci-dessus, comme
u =1+, \ir; est de degré 1, le degré du morphisme X — P! engendré par cette fonction est majoré
par deg X. Or deg,(f) = [ko(X) : ko(u)] < deg X, et deg, (f) = [ko(X) : ko(t)] < deg X. Par consé-
quent, deg(C) < deg(X)2.

De plus, le degré d’un modéle plan peut étre borné en fonction du genre de la courbe X. Si X est
hyperelliptique, il est connu qu’elle admet un modéle plan de la forme

v+ h(z)y = f(x)

avec degh,deg f < 2¢ + 2. Ce modéle s’obtient grace au revétement double X — P!. Si X n’est
pas hyperelliptique, son diviseur canonique K est trés ample, et le choix de g — 3 points généraux
Py,...,Py;_3 de X permet d’obtenir un diviseur D = K — ). P; birationnellement trés ample dont
Pespace de Riemann-Roch £ (D) est de dimension 3 [KMO08, §1]. Dans tous les cas, il est possible de
construire explicitement un modéle birationnel plan de X de degré O(g).
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Par conséquent, toute courbe projective lisse admet un modéle plan & singularités ordinaires de degré

0(29).

C.1.3 Représentation comme Opi-algébre
C.1.3.1 Description

Cette description est celle employée par Jin dans [Jin20]. Soit X une courbe intégre projective lisse
sur un corps parfait ky. Supposons-la décrite comme fermé d’un espace projectif sur ky. D’aprés la pro-
position C.1.3, le calcul d’une uniformisante permet d’obtenir un morphisme X — P! dont I’extension
de corps de fonctions correspondante est séparable. Le morphisme X — P! est donc génériquement
étale par [Muml5, 5.4.3].

Lemme C.1.4. Le faisceau ¢,Ox est un fibré vectoriel sur P!.

Démonstration. Le morphisme ¢ est un morphisme non constant d’une courbe vers une courbe régu-
liere, il est donc plat par [Stacks, 0CCK]. Un module de présentation finie est localement libre si et
seulement si il est plat [Stacks, 00NX]; par conséquent, ¢,Ox est un Opi-module localement libre. O

Notons Uy = Spec ko[z] et U; = Spec ko[x 1] les ouverts standard de P!.

Lemme C.1.5. Si F est un Opi-module localement libre de type fini alors F(Up) est un ko[z]-module
libre de rang fini, et F(U;) est un ko[z~!]-module libre de rang fini.

Démonstration. Comme F est un module localement libre de type fini, il est projectif [Stacks, 0ONX].
En particulier, Fy, est encore projectif, il est donc libre puisque ko[x] est principal. O

Un fibré vectoriel F de rang r sur P! est défini par la donnée du ko[z]-module F(Up), du ko[z~1]-
module F(U;) et d'un isomorphisme de ko[z*1]-modules

F(Uo) ®ry[a) kolz™'] = F(U1) @pofa-1) kolz™].

Ces deux modules étant libres de rang r, cet isomorphisme se représente par une matrice Mz &
coefficients dans ko[z*!] qui dépend des bases choisies pour ces modules libres.

Calcul de ¢,Ox(Uy) La préimage ¢! Spec ko[z] est la normalisation de kq[x] dans 'extension de
corps de fonctions ¢*: ko(x) — ko(C). Comme kg est parfait, on sait calculer un modéle plan de C par
le théoréme de ’élément primitif, et ainsi présenter ko(C') comme ko(z)[y]/(f). Ensuite, on calcule la
normalisation dans une extension de corps de la facon usuelle; elle a dans ce cas précis une complexité
plus abordable, comme décrit dans [Die08, Prop. 2.127]. D’aprés le théoréme de Dedekind-Weber-
Grothendieck [GW10, Th. 11.50], un fibré vectoriel sur P! est isomorphe & une somme directe de fibrés
en droites :
F =~ O]pl(’ﬂl) DD O]pl(nr)

ou les n; sont uniques & 'ordre prés. De fagon concréte, cela signifie qu’il existe des bases des modules
libres F(Uy) et F(U;) explicitement calculables telles que la matrice Mz soit égale a
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Cette somme de fibrés en droites est munie d’une structure de Opi-algébre de la fagon suivante.
D’une part, le morphisme canonique Op1 — ¢,Ox définit un morphisme Op: — Op1(n1)®- - - ®Op1 (n,.).
D’autre part, le morphisme de multiplication

(B 0m) 2o, (@ Om) ~ P Om)

est défini sur Uy par la multiplication dans la kg[z]-algebre F(Uy) écrite dans la base choisie pour
F(Up), et sur Uy par la multiplication dans la ko[z~!]-algeébre F(U;) écrite dans la base choisie pour
F(Uy). Par l'isomorphisme

(P Om:) ®o,, (@ OM:) = P Oni +ny)
7 i i,j
cette multiplication équivaut & la donnée d’un morphisme

@O(’I’Ll + nj) — @(’)(nz)

Comme Homy, , (Op:(a), Op: (b)) ~ Op1 (b—a), il y a des morphismes non triviaux Op: (a) — Op1(b)
si et seulement si b > a. Dans ce cas, un tel morphisme est défini par un polynoéme homogeéne de ko[X, Y]
de degré b — a. La multiplication est donc définie par une matrice de taille » x r? dont les coefficients
sont des polynomes homogenes de ko[X,Y]. Pour que la multiplication soit commutative, il faut et
il suffit que les colonnes correspondant & (n;,n;) et (n;,n;) soient égales. Si X est géométriquement
réduite alors n; < 0 pour tout 4 [Jin20, Lem. 6.17].

Notons qu’un morphisme de Op1-modules @jzl Op1(bj) — @._, Op1(a;) est donné par une matrice
de taille 7 X s & coefficients dans ko[X,Y], dont le coefficient en position (,7) est nul si b; > a;, et
homogéne de degré a; — b; ou nul sinon. La composition de deux tels morphismes est définie par
la multiplication matricielle. Un endomorphisme d’un Opi-module est inversible si et seulement si la
matrice qui le décrit D'est.

Reconstruction de la courbe La courbe X peut étre reconstruite a partir de la structure de Op:-
algebre sur @, O(n;) induite par celle de ¢.Ox. En effet, le morphisme ¢: X — P! est un morphisme
fini localement libre, il est donc affine, et par conséquent Spec, (¢+O0x) ~ X, ou Spec désigne le spectre
relatif. 11 suffit donc de déterminer les courbes affines Spec(®Op1(n;)(Up)) et Spec(®Op1(n;)(Ur)) et
de les recoller.

Remarque C.1.6. Certains couples (fibré, matrice de multiplication) ne définissent pas une courbe.
Par exemple, le fibré O @ O(—1) ® O(—2) avec la matrice

1 VAR A
1 27
1

définirait au-dessus de l'ouvert Z # 0 de P! le schéma Spec ko[z, u, v]/(u? — 2,uv — 1,02

vide. De plus, rien ne garantit a priori la lissité du schéma obtenu.

Afin de s’assurer qu’un couple (fibré, matrice de multiplication) définit une courbe lisse, il convient
de tester séparément si le schéma obtenu est de dimension 1 sur kg (voir B.2) et s’il est lisse (a l’aide
du critére jacobien).

— 1), qui est

Remarque C.1.7. La méme description est encore valable pour des courbes propres lisses qui ne
sont pas nécessairement connexes : il suffit de faire la somme directe des fibrés obtenus pour chaque
composante connexe. Cette remarque sert dans la section IV.4.
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C.2 Produit fibré de courbes intégres lisses

Considérons un diagramme cartésien

|

T Y
Z X
un diagramme cartésien de courbes sur un corps kg; supposons X,Y,Z intégres, et ¥ — X lisse.

Notons X,Y, Z,j‘ les normalisées respectives de X, Y, Z, T. L’objectif de cette section est de calculer
le produit fibré Y x ¢ Z, qui est encore lisse sur ko puisque Y — X l’est. Notons S =Y x ; Z.

—_

Lemme C.2.1. Il y a un isomorphisme canonique S — T.

Démonstration. Le diagramme commutatif

N —

Xz(*"@

obtenu par fonctorialité de la normalisation produit un morphisme T — S. Le diagramme suivant

S —— Y

|

7 —— X

produit un morphisme S — T', qui se factorise par T'. La composée S — T — S est Punique morphisme
S — S faisant commuter

S

.
|

=

O

Pour calculer Y x % Z , qui a pour anneau total des fractions un produit de corps, il suffit donc de
calculer Y X x Z, qui a ce méme anneau total des fractions. Les lemmes suivants montrent comment
en calculer un élément primitif sur k(z).

Lemme C.2.2. Soient K un corps et L = K(z,t) une K-algébre réduite de dimension finie d sur L.
Dans tout ensemble S de d*? éléments de k, il y a au moins un élément ) tel que Az + ¢ engendre L
en tant que K-algebre.

Démonstration. Notons L = Ly x --- x L, ou les L; sont des corps, et d; = [L; : K]. Soit z =
(x1,...,2,) € L. Pour tout ¢ € {1...r}, l'élément (x1,...,z;) est primitif dans L; x --- x L; si et
seulement si (z1,...,x;—1) est primitif dans Ly x --- x L;_y, ’élément x; est primitif dans L; et le
polynéme minimal de z; sur K est premier au polynéome minimal de (z1,...,xz;—1) sur k. Cherchons
un élément primitif sous la forme z + At avec A € k. Rappelons qu’il y a moins de d? valeurs de A
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pour lesquelles z + At n’est pas un élément primitif de L;. Ainsi, le nombre de valeurs de \ a éviter est
inférieur a

di - didi - (dy +da)d3 - (dy + -+ dyoy)dy.
Comme d; + - - - + d, = d, ce nombre est inférieur a d*?. O

Dans notre situation, écrivons Z = Speckola,b]/u et Y = Speckg[s,t]/v. Appliquons le lemme
d’abord a lextension L = k(a,b)[s,t] de k(a,b), en remarquant que k(a,b) est bien un corps. Com-
mengons par trouver A € k tel que L = k(a,b)[\s + t]. Appliquons ensuite le lemme & 'extension
k(a)[b, As + t] de k(a). Le degré de la premiére extension est le degré [V : X] du morphisme ¥ — X.
Le degré de la deuxiéme extension est deg(Z)[Y : X]. Il suffit donc de tester (deg Z)*de Z[y . X]3V:X]
éléments de la forme pb + As + t : pour chacun d’entre eux, on calcule le polynéme minimal par
des moyens d’algébre linéaire sur ko(a) faisant intervenir des polynomes de degré majoré par d =
max(deg(Z),deg(Y),deg(Z — X),deg(Y — X)). La complexité de ces opérations d’algébre linéaire
est polynomiale en d. La complexité totale est donc O(d*24P(d)), oit P est un polynome, et c’est encore

O(dl?’d).

Proposition C.2.3. Soient Y, Z deux courbes intégres planes sur ky. Considérons une courbe plane
X et des morphismes Z — X, Y — X dont 'un au moins est lisse. Notons X, Y, Z les normalisées
respectives de X,Y, Z. Soit

d = max {deg(Z),deg(Y),deg(Y — X),deg(Z — X)}.

Il existe un algorithme déterministe calculant une courbe plane birationnelle & Z x % Y en O(d*3d)
opérations dans k. La courbe obtenue est de degré deg(Z)[Y : X]? < d3.

Notons W la courbe plane obtenue. Rappelons que les composantes connexes de Y x % Z sont les
normalisées des composantes irréductibles de W [Stacks, 0CDV]. Afin de déterminer les composantes
connexes de Y x 3 Z, il suffit donc de factoriser le polynome définissant ¥ x x Z.

Proposition C.2.4. Soient Y, Z deux courbes planes sur k. Considérons une courbe plane X et des
morphismes Z — X, Y — X dont I'un au moins est lisse. Soit

d = {max deg(Z),deg(Y),deg(Y — X),deg(Z — X)}.

Il existe un algorithme déterministe calculant les composantes connexes de Y x ¢ Z en O(d"3®)Facty, (d?)
opérations dans kg, ou Factg,(-) désigne la complexité de la factorisation d’un polynéme en deux
variables de degré total donné dans k.

C.3 Diviseurs et espaces de Riemann-Roch

C.3.1 Représentations des classes de diviseurs

Soient ko un corps et k une cloture algébrique de ky. Soient X une courbe projective lisse sur kg
et X = Xo Xg, k. Supposons d’abord X, décrite par un plongement projectif. Un diviseur D sur X
peut étre représenté de deux maniéres : par une combinaison linéaire de points fermés de X (chaque
point étant défini par une extension k; de kg et des ki-points de Xj) ou par sa forme de Chow.

Définition C.3.1. Soit Z = a;P, + --- + a,F, un zéro-cycle de P}. Pour tout ¢, notons p;; les
coordonnées de P;. La forme de Chow de Z est le polynome

@
T n

H Diju; S k[uo,...,un].
0

i=1 \j=
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En particulier, si X = Proj k[z,v, 2]/(F) est une courbe dans P2, le diviseur d'un polynéme homo-
géne G € k[x,y, z| a pour forme de Chow le u-résultant [IK93, Lem. 15.7]

u —res(F, G) :==res(F, G, zuy + yu, + zu,).

Le calcul de la forme de Chow d’un diviseur représenté par une somme de points est évident : il suffit
de calculer une extension de kg sur laquelle sont définis tous les points du diviseur.

Il existe encore une autre représentation des diviseurs, qui ne travaille pas explicitement avec des
équations de X dans un espace projectif. D’abord proposée par Khuri-Makdisi [KMO06], elle a été
utilisée dans de nombreux algorithmes probabilistes de Bruin [Brul2]. Supposons donné un faisceau
inversible £ sur X, de degré strictement supérieur & 2g. Il est nécessairement trés ample et fournit un
plongement projectif de X ; soit .S 'anneau de coordonnées homogénes de X pour ce plongement. Le
morphisme

S — @Prx, o

i>0

est un isomorphisme. Pour les calculs, il suffit de connaitre le quotient S de S par I'idéal engendré par
les éléments homogénes de degré strictement supérieur & un entier h suffisamment grand. Un diviseur
D est alors représenté par ’espace des sections globales du faisceau £(—D). Les algorithmes qui font
usage de cette représentation n’ont donc pas besoin d’une réelle description de X, mais simplement de
I'algébre S et du sous-espace vectoriel T'(L(—D)) de S = T'(X, £). Etant donné un plongement
projectif de X, un diviseur E tel que £ = Ox(F) et un diviseur D sur X représenté de I'une des fagons
ci-dessus, 'espace I'(L(—D)) = I'(Ox(E — D)) est calculé par les algorithmes de la section suivante.
Réciproquement, étant donné l’espace I'(L(—D)), une décomposition de D en somme de diviseurs
premiers est obtenue en calculant I'(D, Op) et en en réalisant la décomposition primaire (voir [Brul2,
Alg. 2.4] pour les détails).

C.3.2 Espaces de Riemann-Roch

Soient kg un corps parfait et k une cloture algébrique de kq. Soient X une courbe projective lisse
sur kg et X = Xy Xy, k. Soit D € Div(X) un diviseur stable sous l'action de Gal(k|ko). Il existe dans
la littérature deux approches pour calculer espace de Riemann-Roch .Z(D) := H°(X, Ox (D)) associé
a D. Un état de Part détaillé se trouve dans [LGS20, §1, State of the art]. Citons deux approches
différentes & ce probléme.

Algorithmes géométriques D’une part, les algorithmes dits géométriques s’inspirent de la méthode
présentée en 1874 par Brill et Noether dans [BN74]|. Supposons donné un modéle plan Cy de Xj a
singularités ordinaires. Soient Pi,..., P, les points singuliers de C et my,..., m, leurs multiplicités
respectives. Soient P; 1,..., P, les points de X au-dessus de P;. Considérons le diviseur adjoint

E = ZZml(ml — ]-)Pz,]
i=1j=1
L’algorithme de Brill-Noether calcule les éléments d’une base de .Z (D) sous la forme %, ce % Dans
un premier temps, il calcule le dénominateur commun h € k[z,y]. Il suffit que le diviseur de h satisfasse
div(h) > D+ E.

Dans un second temps, il calcule les polynomes f; de degré deg(h); ils satisfont

div(f;) > div(h) — D.
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Cette condition se traduit par un systéme d’équations linéaires en les coefficients des f;.

Un algorithme inspiré de celui de Brill-Noether, qui représente les diviseurs par leur forme de
Chow et utilise des résultants multivariés pour éviter le recours a la factorisation de polynémes dans
des grandes extensions du corps de base, a été mis au point par Huang et Ierardi en 1994; c’est
celui utilisé dans ’algorithme de la section IV.3. Les algorithmes les plus récents de cette famille sont
[LGS20] et [Abe+22].

Théoréme C.3.2. [HI98, Th. 5.1] Soit C' une courbe projective plane de degré d sur un corps ko.
On suppose que tous les points singuliers de C' sont ordinaires et définis sur kg. Soit D € Divy, (C).
Ecrivons D = Dt — D~ avec DT et D~ effectifs de degré < m. Il existe un algorithme déterministe qui
calcule une base du k-espace vectoriel .Z (D) constituée d’éléments de ko(C) en O(m”d'*) opérations
dans kg.

Algorithmes arithmétiques D’autre part, les algorithmes dits arithmétiques représentent les di-
viseurs comme des ordres dans le corps de fonctions de la courbe. L’algorithme le plus récent de cette
famille, da & Hess [Hes02, Algorithm 8.5], nécessite d’avoir calculé au préalable la cloture intégrale de
deux de ces ordres, ce qui peut s’avérer cotteux.

Remarque C.3.3. Notons g le genre de X, et Py € X (k). Le théoréme de Riemann-Roch assure que
tout diviseur de degré zéro sur X est équivalent & un diviseur de la forme D — gPy, ou D € Div(X)
est effectif. Etant donné un diviseur £ € Div®(X), il est possible de calculer un diviseur effectif D
et une fonction f € k(X) tels que E = D — gPy + div(f) : il suffit pour cela de calculer ’espace de
Riemann-Roch (nécessairement non vide) associé au diviseur E + gFp.

C.3.3 Diviseurs F,-rationnels

Dans cette section, nous fixons une cloture algébrique F, de F, et notons & le groupe Gal(F,|F,,).

Lemme C.3.4. Soient Cjy une courbe projective lisse sur Fy et C' = Cj x5, F,. Alors il existe dans
Pic(C') un élément By-invariant de degré 1.

Démonstration. Soit o € By I’automorphisme de Frobenius. L’endomorphisme ¢ — id de la jacobienne
Jo est une isogénie de noyau J(F,), il est donc surjectif. Pour un point P € C(F,), il existe donc une
classe d'un diviseur D de degré 0 tel que (o —id)D = (¢ —id)P. L’élément P — D € Pic'(C) est alors
Galois-invariant. O

Lemme C.3.5. Soient kg un corps et k une cloture séparable de kg. Soient Cy une courbe projective
lisse sur ko et C' = Cy xp, k. Si H?(Gal(k|ko), k) = 0 alors toute classe Gal(k|ko)-invariante dans
Pic(C) contient un diviseur Gal(k|ko)-invariant.

Démonstration. Soient Ky et K les corps des fonctions respectifs de Cy et C. La suite exacte courte
0— K*/k* - DivC — PicC — 0
donne la suite exacte longue en cohomologie

H° (&0, Div C) — H (&g, PicC) — H (&g, K> /E>).
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La fleche de droite se décrit de la facon suivante : a la classe d’un diviseur D, elle associe le cocycle
0+ fpo ot D7 —D = div(fp ). Remarquons que H' (6o, K*) = H'(Gal(K|Ky), K*) est nul d’aprés
le théoréme 90 de Hilbert [Ser94, III.1, Lem. 1]. La suite exacte longue associée a

0=k —>K*—=>K*/k* =0
assure alors que H' (Gal(k|ko), K* /k*) s’injecte dans H*(Gal(k|ko), k*), qui est nul par hypothése. [
Corollaire C.3.6. Toute courbe projective lisse sur [F; posséde un diviseur [F -rationnel de degré 1.

Démonstration. Le théoréme de Wedderburn [Boul2, 11.1, Th. 1] assure que
H%(650,F,”) = 0.
Le résultat découle alors des deux lemmes précédents. O

Le lemme C.3.5 est entiérement effectif, et se réduit a l’association du lemme du serpent avec
le théoréme 90 de Hilbert. Cependant, lorsque kg est fini, 'algorithme fourni par cette preuve est de
complexité polynomiale en ¢, puisqu’il fait notamment intervenir le groupe des 1-cochaines d’un certain
groupe a valeurs dans F . Les lemmes suivants fournissent une méthode plus adaptée & la pratique,
suggérée par Alain Couvreur.

Lemme C.3.7. Soient ky un corps et k une cloture séparable de ky. Soit Cy une courbe intégre
projective lisse sur kg. Notons C' = Cj Xy, k. Soit D; un diviseur sur C' défini sur une extension
séparable k; de ko telle que Cy Xy, k1 soit connexe. Soit D = Dy +div(f), avec f € k1(C), un diviseur
ko-rationnel équivalent & D;. Soit enfin b € k; tel que try, /5, (bf) # 0. Ici, la trace relative d’une
fonction rationnelle est définie coefficient par coefficient. Alors

trkl/ko g’ﬁ (Dl) = trkl/ko (bf)gko (D)

Démonstration. Notons V' = £, (D1). D’une part, pour tout u € Ly, (D), try, sk, (bf)u = try, /i, (bfu)
appartient a try, s, (V'), et dimg, try, /5, (V) > dimg, 2%, (D). D’autre part, comme V = bf.%, (D),
I'espace try, /i, (V) est inclus dans try, /5, Lk, (D) = try, /i, (bf) L, (D). O

Lemme C.3.8. Soit C' une courbe intégre projective lisse de genre g sur un corps algébriquement clos
k. Soit D € Div(C) un diviseur de degré > 2g. Notons V = Z(D). Alors

Démonstration. Notons D' = — 3, mingey vp(f)P. D’une part, D > D' car pour tout point P,
vp(D—D'") = vp(D)+minsey vp(f) > 0. D’autre part, V C Z(D’) car pour tout f € V et tout point
fermé P € C, vp(div(f)+D’) = vp(f) —ming vp(g) > 0. Par conséquent, V = £ (D’). Supposons que
D # D'; il existe alors des points Pi,..., P, tels que D = D’ 4+ . P;. Or pour tout %, le théoréme de
Riemann-Roch assure que

2(D-P) #2(D)

car deg(D — P;) > 2g — 2. Comme Z(D’) C Z(D — P,), c’est absurde. O

Proposition C.3.9. Soit X, une courbe intégre lisse sur kg = F,. Notons X = X, X, k. Supposons
donné un modéle plan de X de degré d, ainsi qu’un diviseur kg-rationnel £ de degré 1 sur X. Soient
k1 une extension de F, telle que Xy Xy, k1 soit connexe et D; € Div(X) un diviseur défini sur
ki dont la classe dans Pic X est Gal(k|kq)-invariante. Notons Dy = D — Dy et E = ET — E~
avec Df, Dy, Et E~ effectifs de degré inférieur a un entier c. Il existe un algorithme de complexité
polynomiale en loggq, g, ¢, d et [k; : ko] qui détermine un diviseur kg-rationnel D équivalent & D;.
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Démonstration. Nous savons qu’il existe un tel diviseur D. Soit h une fonction telle que Dy = D +
div(g). Par séparabilité de I’extension ki /ko, il existe b € k; tel que try, /i, (bh) # 0. Soit N un entier
tel que deg(D1 + NE) > 2g. Appliquons la trace try, /5, a 'espace de Riemann-Roch %, (D1 + NE).
L’espace obtenu est V' := tr(bh).%, (D + NE) par le lemme C.3.7. Le diviseur D + NE est égal a
— > pex mingey vp(f)P par le lemme C.3.8. 11 suffit donc de calculer une base de V/, puis le diviseur
de chacun des éléments de cette base, pour obtenir le diviseur ko-rationnel D + NFE + div(trbh)
équivalent & D1 + N E. Pour le résultat de complexité, remarquons que N < g + c. O

C.3.4 Diviseur équivalent de support évitant un fermé

Soit X une courbe projective lisse sur un corps k. Soit C' un modéle birationnel plan de X de degré
d. Soient D un diviseur sur X, et Z un fermé de X. Il est toujours possible de calculer un diviseur D’
sur X équivalent & D et de support disjoint de Z ; cette méthode est décrite par exemple dans [Cou09,
§3.4]. Soit O un diviseur sur X de degré inférieur & d et de support disjoint de Z. 1l suffit de calculer
I'espace de Riemann-Roch £ du diviseur D + 290, qui est de dimension strictement supérieure a 1.
Dans %, les fonctions f telles que div(f)+ D ne soit pas disjoint de Z sont contenues dans une réunion
d’hyperplans, qu’il suffit d’éviter.

Proposition C.3.10. [Cou09, Lem. 5] Il existe un algorithme déterministe qui, étant donné une
courbe plane C sur F, et sa normalisée X, un diviseur F,-rationnel D = D — D~ de degré 0 et un
diviseur effectif Z, calcule un diviseur £ = E+ — E~ linéairement équivalent & D et de support disjoint
de Z en un nombre d’opérations dans F, polynomial en d, loggq, deg(D™) et deg(Z). Le degré des
diviseurs E* et E~ est inférieur a 6gd(log,(deg Z) + 1).

C.4 Fonction zéta et comptage de points

Soit ¢ = p® une puissance d’un nombre premier. Soit X une courbe intégre projective lisse de genre
g sur F,. Il existe différentes méthodes pour compter le nombre de [ -points ou la fonction zéta de
X. L’une d’entre elles est le calcul de la cohomologie étale modulo ¢, présenté dans ce manuscrit, pour
O(glog q) valeurs de ¢. L’avantage des méthodes ¢-adiques est de proposer une complexité polynomiale
en log q; elles sont cependant exponentielles en g. Pour une courbe quelconque, la meilleure de ces
méthodes est celle de Huang et Ierardi présentée dans la section IV.3. Pour les courbes hyperelliptiques,
il existe des algorithmes plus efficaces, comme celui d’Adleman et Huang. A I’aide de la représentation
de Mumford des diviseurs, il calcule directement les points de ¢-torsion de la jacobienne de la courbe
en question.

Proposition C.4.1. [AHO1, Th. 4.1] Soit ¢ une puissance d’un nombre premier impair. Il existe un
algorithme déterministe qui, étant donné un polynéme f € F[t] de degré 2¢g + 1 sans racine multiple,
renvoie le polynome caractéristique de ’endomorphisme de Frobenius sur la jacobienne de la courbe
hyperelliptique d’équation affine 4> = f(z) en (log q)o(g2 log9) gpérations.

Il existe également des méthodes p-adiques, comme celles décrites dans [WanO8] ou [Tuil5]. La
complexité de la plupart de ces algorithmes est polynomiale en p et en g. Cependant, Harvey a présenté
en 2014 une méthode dont la complexité moyenne (sur p) est polynomiale en logp.

Théoréme C.4.2. [Harl4, Th. 1] Il existe un algorithme déterministe explicite vérifiant les propriétés
suivantes. Etant donné des entiers N > 3, g > 1, et un polynéme Q € Z[z] définissant une courbe
hyperelliptique X sur Q d’équation y? = Q(x) de genre g, il calcule pour tous les premiers impairs
p < N ne divisant pas le discriminant de @ la fonction zéta de la réduction de X modulo p. L’algorithme
nécessite g3t N 'log? (V) log' ¢ (|| Q|| V) opérations binaires, ot || Q|| désigne le maximum des valeurs
absolues des coefficients de Q.
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Comme le nombre de nombres premiers p < N est équivalent & N/log(N), le temps moyen pour
chaque premier p est g3t¢ log® (V) log* (|| Q|| 0oV ). Plus récemment, Harvey et Sutherland ont proposé
et implémenté une méthode pour calculer la matrice de Hasse-Witt modulo p d’une telle courbe
hyperelliptique X, et en déduire la réduction modulo p du polynéme caractéristique du Frobenius sur
X [HS14]; leur algorithme est particuliérement efficace dans la pratique pour les courbes de genre 2
ou 3.
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