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Principales notations

k : nombre total de classes

‘P : partition des données en k classes

C; :ieme classe de la partition P,i =1, ...,k

x; :observation dans RP, j =1,...,n

zj :classe d’appartenance de z;,j = 1,...,n

si; @ vaut 1 si x; appartient a C;, 0 sinon

Tis [i, 2 - proportion, moyenne et matrice de covariance de la classe C;,i =1, ...,k
0; = {ui, X;} : paramétres de la i¢me composante du mélange, i = 1, ...,k
f(z,0;) : densité paramétrée de la iéme composante du mélange, i = 1, ..., k
L(6), 1(#) : vraisemblance et log-vraisemblance de 6 = {7y, ..., 7, 01, ..., 0 }
v(m) : nombre de paramétres a estimer du modele m

W; : matrice de variance empirique de la classe C,¢ =1, ..., k

W : matrice de variance intra-classe empirique

N(p,2) :loi normale de paramétres p et 3
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QDA : Quadratic Discriminant Analysis

LDA : Linear Discriminant Analysis

RDA : Regularized Discriminant Analysis

EDDA : Eigenvalue Decomposition Discriminant Analysis

SVM : Support Vector Machines

Full-GMM : modele gaussien général

Com-GMM : modele gaussien a matrices de covariance égales
Diag-GMM : modele gaussien a matrices de covariance diagonales
Sphe-GMM : modele gaussien a matrices de covariance sphériques
HDDA : High Dimensional Discriminant Analysis

HDDC : High Dimensional Data Clustering
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AUC : Area Under the ROC Curve

EER : Equal-Error Rate
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Chapitre

Introduction

L’apprentissage statistique, et en particulier la classification, a pour but la résolution automatique
de problemes complexes par la prise de décisions sur la base d’observations de ces problemes. Par
exemple, le tri du courrier est actuellement réalisé de maniere automatique par des machines réus-
sissant a lire et interpréter les caractéres écrits correspondant au code postal du destinataire. Cette
spécialité de la statistique, qu’est I’apprentissage statistique, joue de nos jours un rdle croissant dans
de nombreux domaines scientifiques. En effet, les progres scientifiques réalisés ces derni¢res années
ont permis d’augmenter sensiblement les capacités de mesures et il est a présent difficile pour un
opérateur humain de traiter ces données dans un temps raisonnable. L’apprentissage statistique prend
alors le relai sur I’humain pour analyser de facon automatique ces données. Les méthodes d’appren-
tissage statistique fournissent en général soit une représentation simple des données permettant a un
opérateur humain de prendre rapidement une décision, soit une décision assortie d’un risque d’erreur

qui pourra éventuellement étre entérinée par un opérateur humain.

1.1 Modélisation et classification des données modernes

Le theme d’étude de ce mémoire est le traitement des données modernes dans un but de classifi-
cation. Les données fournies par les applications modernes sont généralement de grande dimension et

leur classification peut en étre perturbée.

Spécificité des données modernes

La spécificité principale des données modernes est certainement leur grande dimension. Par exemple,
si I’on considere le cas des images numériques, la résolution des images est passée de 0.1 a 12 mé-
gapixel& entre I’apparition du capteur CCD (acronyme de Charged Coupled Device) en 1973 et les

appareils haut de gamme d’aujourd’hui. La dimension des images numériques a donc été multiplié

"1 mégapixel = 1 000 000 pixels.

15



16 Chapitre 1. Introduction

par plus de 100 en I’espace d’une vingtaine d’années et cette augmentation s’est particulierement ac-
centuée ces dernieres années. Il va de méme pour les appareils de mesure utilisés dans de nombreux
domaines scientifiques et, ainsi, la dimension des données fournie par ces appareils croit chaque jour.
Nous verrons dans ce mémoire que la grande dimension des données pose cependant des problemes
spécifiques aux méthodes se proposant de les analyser. En parallgle, le cofit d’acquisition et de su-
pervision de ces données est lui aussi croissant. En effet, dans des domaines comme la génétique, les
mesures sont extrémement difficiles a réaliser et, de surcroit, la supervision humaine est complexe.
Par conséquent, dans certains domaines scientifiques, les méthodes d’apprentissage statistique ne dis-
posent que d’un nombre tres limité de mesures pour assimiler la tache qu’elles auront a effectuer
ensuite de maniere automatique. Cette difficulté vient donc s’ajouter au probleme de la grande dimen-
sion des données modernes et fait de 1’analyse de ce type de données un défi important qui doit &tre

relevé si I’on veut pouvoir traiter les données du futur.

Modélisation et classification

Les méthodes d’apprentissage statistique sont usuellement divisées en deux catégories : les mé-
thodes génératives et les méthodes discriminatives. L’idée de I’approche générative est de modéliser
le systeme complexe qui a généré les données observées et, a partir de cette modélisation, construire
une regle de décision. L’approche discriminative construit, quant a elle, directement la régle de déci-
sion a partir des données observées et ne s’intéresse pas aux caractéristiques du systeéme qui a donné
naissance aux données. L’avantage de I’approche générative est de fournir une régle de décision faci-
lement compréhensible par un opérateur humain. Toutefois, ces dernieres années, les méthodes géné-
ratives ont été distancées par les méthodes discriminatives en terme de performance de classification.
Cela est principalement dii aux caractéristiques des données modernes : grande dimension et nombre
d’exemples limités. En effet, les méthodes génératives les plus utilisées, basées sur le modele de
mélange gaussien, sont particulierement sensibles a ces deux facteurs alors que les méthodes discri-
minatives ne sont généralement pas affectées dans les espaces de grande dimension. Actuellement,
les méthodes discriminatives sont donc particulierement utilisées pour résoudre des problemes ot les
données sont de grande dimension car elles fournissent des résultats quantitativement trés bons mais

on peut déplorer que ce soit au dépend de la qualité d’interprétation des décisions prises.

1.2 Problématique et contributions de la these

La problématique, a laquelle cette thése se propose de répondre, est I’adaptation des modeles
gaussiens aux spécificités des données modernes afin de fournir des méthodes de classification qui

soient performantes et dont les résultats soient facilement interprétables par 1’utilisateur.
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Une famille de modéles du plus complexe au plus parcimonieux

La principale contribution de la theése est I’introduction d’une famille de modeles gaussiens parci-
monieux prenant en compte les caractéristiques des données de grande dimension. Nous verrons, au
cours du chapitre 2, que les données de grande dimension vivent dans des sous-espaces de dimension
inférieure a la dimension de 1’espace d’origine. Il est donc naturel de penser que, dans le cadre de la
classification, les données de groupes différents vivent dans des sous-espaces distincts dont les dimen-
sions intrinseques peuvent ne pas étre égales. De plus, nous verrons que la discrimination de données
avec un classifieur adapté est plus aisée dans un espace de grande dimension que dans un espace de
faible dimension. Sur la base de ce constat, nous proposerons une modélisation gaussienne qui prenne
en compte ces caractéristiques des données de grande dimension. Cette re-paramétrisation du modele
gaussien permettra de contrdler la complexité du modele par les dimensions des sous-espaces des

classes et engendrera ainsi une famille de modeles allant du plus complexe au plus parcimonieux.

Une approche unifiée de la classification des données de grande dimension

Cette famille de mélanges gaussiens sera utilisée en classification supervisée pour donner nais-
sance a une méthode de discrimination, baptisée High Dimensional Discriminant Analysis (HDDA),
adaptée aux données de grande dimension. De méme, nous utiliserons ces modeles parcimonieux en
classification non-supervisée pour donner le jour a une méthode de clustering de données de grande
dimension, appelée High Dimensional Data Clustering (HDDC). Nous appliquerons ces méthodes de
classification a des problemes réels, dont nous donnons un apercu au paragraphe suivant. En outre,
la re-paramétrisation du modele de mélange gaussien, proposée dans ce mémoire, permettra d’uni-
fier les approches existantes de classification des données de grande dimension. Nous montrerons, en
effet, que les modeles associés aux méthodes existantes de classification dans des espaces de grande

dimension appartiennent a notre famille de modeles.

Approche probabiliste de la reconnaissance d’objets

L’application de notre méthode de clustering au probléeme de la reconnaissance d’objets nous
amenera a proposer une modélisation basée sur le mélange gaussien pour la reconnaissance d’objets
dans des images. L’approche qui sera présentée dans ce mémoire permettra de localiser des objets
dans des images de maniere probabiliste. En outre, cette approche pourra étre soit supervisée, i.e.
les objets sont segmentés dans les images d’apprentissage, soit faiblement supervisée, i.e. les objets
ne sont pas segmentés dans les images d’apprentissage. Pour ce faire, nous introduirons la notion
de pouvoir discriminant afin d’évaluer la contribution d’une partie d’objet a la discrimination de cet
objet. Cette modélisation ouvrira donc la voie a la classification faiblement supervisée qui nécessite

une intervention humaine limitée.
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1.3 Domaines d’application

La modélisation et la classification des données de grande dimension intervient dans de nombreux
domaines d’application. Le champ de mise en ceuvre de ces techniques va des applications courantes,
telles que le traitement des courriers électroniques indésirables ou la reconnaissance optique de ca-
racteres, aux applications professionnelles, telles que ’aide au diagnostic en imagerie médicale ou
la catégorisation automatique des images d’un satellite. En particulier, I’analyse d’images est un do-
maine d’application ou 1’apprentissage statistique a une place privilégiée. Nous considérerons, dans

ce mémoire, les applications suivantes en analyse d’images.

Reconnaissance optique de caracteres écrits

La reconnaissance optique de caracteres écrits (OCR en anglais) est certainement 1’application
de vision par ordinateur la plus ancienne. En effet, la poste des Etats-Unis utilise depuis 1965 des
machines OCR pour lire le code postal du destinataire et orienter ainsi le courrier vers le bon centre
de tri. Ce probléme, qui est bien connu a présent, reste encore difficile puisque les données fournies
sont de grande dimension (typiquement, plusieurs centaines de dimensions) et qu’aucune méthode

automatique n’arrive a ce jour a étre aussi performante que 1’ceil humain.

Reconnaissance de visages

La reconnaissance de visages est certainement 1’une des applications de la biométrie les plus
utilisées actuellement. Elle peut par exemple étre utilisée pour sécuriser 1’acceés a un batiment ou
pour identifier des personnes dans une foule. C’est d’ailleurs cette technique qui a été retenue pour
I’établissement du nouveau passeport biométrique frangais auquel est intégré une image numérique
du titulaire. Toutefois, cette technique reste moins sfire que les techniques de reconnaissance basées
sur I’iris ou les empreintes digitales pour I’identification de personnes, car les données fournies par

cette technique sont de trés grande dimension et qu’il existe une trés grande variabilité intra-sujet.

Localisation d’objets dans des images

La localisation d’objets dans des images est un probleme clé a I’heure actuelle en vision par
ordinateur et qui ouvre la voie a un trés grand nombre d’application comme le pilotage autonome
de véhicules. La difficulté de ce probleme est certainement due a la grande dimension des données
utilisées et a la variabilité tres forte qui existe dans une méme classe d’objets. Pour ces raisons, nous
nous intéresserons particulierement & ce probléme qui fera I’objet du chapitre |6 de ce mémoire. Le
but de la localisation d’objets dans des images est de décider pour chaque point d’une nouvelle image
s’il appartient ou non a un objet donné. On peut ensuite déterminer la localisation globale de I’objet
dans I’image en utilisant un cadre. Cette application est encore au stade expérimental mais il est
raisonnable de penser que, dans quelques années, le grand public bénéficiera des résultats de ces

recherches. L’équipementier automobile Volkswagen envisage d’ailleurs d’embarquer un systéme de
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reconnaissance automatique des panneaux de signalisation dans ces futurs véhicules pour assister le

conducteur.

Analyse minéralogique du sol d’une planéte

Les imageurs embarqués dans les satellites actuels fournissent des images hyper-spectrales du
sol de certaines planetes du systeme solaire. Ces images transmises par les satellites sont de grande
dimension et en trés grand nombre, ce qui fait que le traitement manuel de ces données n’est pas
envisageable. Des techniques de catégorisation automatiques sont alors utilisées pour affecter chaque
point des images hyper-spectrales a une des classes minéralogiques définies par les experts. Il est d’un
intérét majeur de pouvoir traiter correctement de facon automatique de telles données car, dans un
futur proche, les imageurs de nouvelle génération enverront des données de plus grande taille et en

nombre encore plus important que les données déja disponibles.

14 Organisation de la these

Le chapitre [2 présentera 1’état de I’art en classification des données de grande dimension. Au
cours de ce chapitre, nous considérons tout d’abord les problemes de classification supervisée et non
supervisée dans une approche unifiée. Nous exposerons ensuite les méthodes classiques d’analyse
discriminante et de classification automatique avant de nous intéresser plus particulicrement aux spé-
cificités des données de grande dimension et aux problemes qu’elles posent en classification. Nous
présenterons en outre, dans ce chapitre, les solutions existantes pour classer de telles données ainsi
que les développements récents dans ce domaine.

Apres avoir dressé une analyse critique des approches existantes pour classer des données de
grande dimension, nous proposerons au chapitre [3 une re-paramétrisation du modele de mélange
gaussien prenant en compte le fait que les données de grande dimension vivent dans des sous-espaces
de dimensions intrinseques inférieures a la dimension de I’espace original. Cette re-paramétrisation
donnera naissance a une famille de modeles gaussiens adaptés aux données de grande dimension allant
du modele le plus général au modele le plus parcimonieux. De plus, les régles de décision associées a
certains modeles de cette famille pourront étre interprétées d’un point de vue géométrique.

Au cours du chapitre |4, nous utiliserons ces modeles gaussiens pour la discrimination et la clas-
sification automatique de données de grande dimension. Les classifieurs supervisés et non supervisés
associés aux modeles gaussiens, proposés au cours de ce chapitre, seront baptisés respectivement
High Dimensional Discriminant Analysis (HDDA) et High Dimensional Data Clustering (HDDC).
La construction du classifieur supervis¢é HDDA et du classifieur non supervisé HDDC nécessitera
I’estimation par maximum de vraisemblance des parametres des différents modeles issus de notre
re-paramétrisation. Nous verrons en outre que la nature de notre re-paramétrisation permettra aux mé-

thodes HDDA et HDDC de ne pas étre perturbées quand le nombre d’observations disponible pour
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I’apprentissage est limité. Nous aborderons également le probléme de 1’estimation des dimensions
intrinseques des classes en proposant une méthode empirique pour les estimer.

Le chapitre |5 sera consacré 2 la validation des méthodes de classification des données de grande
dimension présentées dans ce mémoire. Cette validation sera réalisée sur des jeux de données réelles
et simulées. Ces expérimentations mettront en évidence que les méthodes de classification HDDA et
HDDC présentent I’avantage d’étre performantes aussi bien dans des espaces de grande dimension que
de faible dimension. La comparaison sur données réelles avec les méthodes de classification existantes
démontrera I’efficacité de notre approche pour la modélisation et la classification des données de
grande dimension.

Dans le chapitre |6, nous proposerons une approche probabiliste de la reconnaissance d’objets
dans des images. Cette approche, qui sera basée sur le modele de mélange gaussien, permettra a la
fois d’exploiter au mieux les résultats de nos méthodes de classification et de localiser de maniere
probabiliste un objet dans une image inconnue. En outre, cette approche pourra étre supervisée ou fai-
blement supervisée. Nous mettrons également en ceuvre notre modélisation sur des bases de d’images
récentes et ces expérimentations montrerons que notre approche probabiliste est plus efficace que les
méthodes existantes.

Le chapitre|7 conclura ce mémoire et présentera les travaux en cours ainsi que les perspectives de

recherches qui s’ouvrent a nous.



Chapitre
Etat de I’art

La classification est une méthode d’analyse des données qui vise a regrouper en classes homogenes
un ensemble d’observations. Ces derni¢res années, les besoins d’analyse de données et en particulier
de classification ont augmenté significativement. En effet, de plus en plus de domaines scientifiques
nécessitent de catégoriser leurs données dans un but descriptif ou décisionnel. Dans ce chapitre, nous
présenterons tout d’abord au paragraphe 2.1 le probléeme de la classification et sa modélisation proba-
biliste. Nous verrons notamment que la classification se divise généralement en deux sous-problémes
distincts : la classification supervisée, appelée également analyse discriminante, et la classification
non supervisée, dénommée aussi classification automatique. Les méthodes classiques d’analyse dis-
criminante seront présentées au paragraphe|2.2 et les méthodes de classification automatique le seront
au paragraphe [2.3. D’autre part, les processus d’acquisition des données ayant aussi progressé rapi-
dement, la dimension des données a étudier est devenue trés grande. Nous verrons au paragraphe [2.4
que la grande dimension des données pose des problemes spécifiques en apprentissage statistique et
particulierement en classification. Le probléme de la dimension est généralement appelé « fléau de la
dimension » et nous verrons dans ce paragraphe quelles solutions existent pour pallier cette limitation
des méthodes de classification. Ce chapitre sera illustré par la mise en ceuvre d’un certain nombre
des méthodes présentées sur données simulées ou sur données réelles. Les données réelles seront

principalement issues d’applications en analyse d’images.

2.1 Modélisation probabiliste en classification

Les premieres approches qui ont été proposées en classification étaient algorithmiques, heuris-
tiques ou géométriques et reposaient essentiellement sur la dissimilarité entre les objets a classer.
L’approche statistique, plus récente, se base sur des modeles probabilistes qui formalisent 1’idée de
classe. Cette approche permet en outre d’interpréter de facon statistique la classification obtenue.
Nous présenterons tout d’abord le probleéme de la classification et I’approche probabiliste de la clas-

sification. Nous verrons ensuite que la modélisation la plus classique est celle du modele de mélange

21
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fini qui peut étre paramétrique ou non. Enfin, I’estimation des parametres des modeles de mélange

paramétriques sera abordée au travers de la méthode du maximum de vraisemblance.

2.1.1 Le probleme de la classification

Le probléme de la classification étant d’organiser un ensemble d’objets en classes homogenes,
il nous faut donc définir ce que sont une partition, une classe (on utilisera également la notion de
groupe) et ce que sont les éléments que 1’on cherche a classer. On définira ainsi le cadre d’étude de ce

mémoire.

Partition et classe

La question se pose alors de savoir ce qu’est une classe et quel type de structure va étre utilisé pour
modéliser I’espace des objets. D’un point de vue mathématique, une classe est un sous-ensemble de
I’ensemble E des objets a classer. Nous verrons qu’il existe deux approches différentes pour décrire
une classe : I’approche générative et I’approche discriminative. La premiere décrit une classe par les
propriétés caractéristiques des objets qui la composent alors que la seconde décrit une classe par sa
frontiere avec ses voisines. La structure la plus couramment utilisée est celle de la « partition » qui se

définit de la facon suivante :

Définition 2.1.1. L’ensemble P = {C1, ..., C} } est une partition de I’ensemble E en k classes si et

seulement si :
() C;#Dpouri=1,..,k,
(i) Uiz Ci = B,
(iii) C; N Cy = 0 pour tout i # £.

On remarque tout de suite que le paramétre k£ jouera un rdle important dans les problemes de
classification. Dans ce mémoire, la structure de classes employée sera celle de la « partition » que nous
venons de définir. Notons toutefois qu’il existe d’autres structures de classes qui s’obtiennent a partir
de la « partition » par relaxation des contraintes (ii) et (iii). En effet, la relaxation de la contrainte (ii)
fournit une structure de classes qui permet de ne pas étre contraint de classer des points aberrants.
D’autre part, si I’on relache la contrainte (iii), alors chaque objet peut appartenir a plusieurs classes
et I’on a ainsi des classes empictantes. Cette notion de classes empietantes est par exemple tres utile
en bio-informatique. On pourra consulter [4] pour une mise en ceuvre de cette structure 2 classes

empictantes en classification automatique.

Cadre théorique

Dans ce mémoire, un objet de I’ensemble F des objets a classer sera modélisé par le vecteur X,
décrit lui méme par p variables quantitatives. Le but de la classification étant d’associer ce vecteur X

a une des k classes, nous introduisons la variable auxiliaire Z a valeurs dans {1, ..., k} et telle que
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Z = i si X appartient a la ieme classe. Ainsi, le probleme de la classification revient a établir une

régle de décision 0 qui associe au vecteur X € RP un vecteur Z € {1, ...k} :

0:RP — {1,.. Kk},
X — Z.

Cette régle de décision est généralement construite a partir d’un jeu de données (dit d’apprentissage)
et c’est la nature de ce jeu de données qui différencie les deux types d’apprentissage possibles :

I’apprentissage supervisé et I’apprentissage non supervisé.

L’apprentissage supervisé Les données utilisées pour I’apprentissage supervisé, notées y1, ..., Yn
sont dites « complétes » car elle contiennent a la fois les valeurs x1, ..., x,, prises par les p variables
explicatives et leur appartenance aux k classes 21, ..., z, . Les données complétes sont donc 1’ensemble

des couples observations—labels, i.e. {y1, ..., yn} = {(z1,21), ..., (Tn, 2n) }-

L’apprentissage non supervisé Les données utilisées pour I’apprentissage non supervisé ne sont
pas « compleétes » car elles ne contiennent que les valeurs x1, ..., x,, prises par les p variables explica-

tives.

2.1.2 La classification probabiliste

Nous allons a présent formaliser de facon probabiliste le cadre théorique de la classification que
nous avons défini au paragraphe précédent. Cela nous permettra notamment d’introduire la régle de

classification optimale au sens probabiliste.

Modélisation probabiliste

La classification probabiliste suppose que les observations z1, ..., z,, de I’ensemble £ des obser-
vations a classer sont des réalisations d’un vecteur aléatoire X a valeurs dans RP. Elle suppose en
outre que les valeurs 21, ..., 2, , décrivant 1’origine des observations 1, ..., x,,, sont des réalisations de
la variable aléatoire Z a valeurs dans {1, ..., k}. Ainsi, le fait de dire que z est une réalisation de la
variable aléatoire X conditionnellement au fait que Z = ¢ revient a dire que I’observation x appartient
a la iéme classe C;. Nous introduisons également le vecteur aléatoire S € {0, 1}" tel que si Z = i

alors S = (0,...,0,1,0,...,0) ol le i¢me terme vaut 1,et ce pouri =1, ..., k.

La régle de Bayes

Ce cadre probabiliste permet de construire la régle de décision optimale ¢*, dite également regle

de Bayes, qui minimise le risque conditionnel R(d|z) pour chaque observation x. En associant un cofit
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F1G. 2.1 — Principe du maximum a posteriori pour un mélange a 2 composantes en dimension 1.

nul a une bonne affectation et un cofit de 1 a une mauvaise affectation, le risque conditionnel s’écrit :
R(S|z) =1—-P(Z =6(z)|X = z).
La regle 6* consiste donc a affecter 1’observation x a la classe la plus probable a posteriori :

0*(z) = argmax P(Z = i|X = x).
i=1,....k
Cette regle porte également le nom de MAP pour maximum a posteriori. La figure 2.1 illustre la régle
de décision du maximum a posteriori dans le cas d’un mélange a 2 composantes en dimension 1. La
courbe bleue et la courbe rouge représentent respectivement la probabilité a posteriori que I’observa-
tion x appartienne a la premiere composante et a la seconde composante du mélange, cela en fonction
de la valeur de x. On peut observer que si I’observation x a une valeur inférieure a 0 alors la probabi-
lité a posteriori la plus forte est celle associée a la premiere composante et I’observation x sera donc
affectée a la classe C'y. A I’inverse, si x est supérieure a 0 alors la probabilité a posteriori la plus forte

est celle associée a la seconde composante et 1’observation x sera donc affectée a la classe Cf.

Approches génératives et discriminatives

En classification probabiliste, la régle de décision repose donc sur les probabilités a posteriori
et c’est la maniere de calculer ces probabilités qui différencie les deux approches de la classification
probabiliste : I’approche discriminative et I’approche générative. La premi¢re modélise directement
la probabilité a posteriori P(Z|X) en cherchant a définir la frontiere entre les classes. L’approche

générative, quant a elle, cherche tout d’abord a modéliser la distribution jointe P(X, Z) et en déduit
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ensuite la reégle de classification en utilisant la formule de Bayes :

P(Z)P(X|Z)

PEIX) = =55

x P(Z)P(X|Z).
Les méthodes de classification que nous proposerons dans ce mémoire reléveront de cette derniere

approche qui modélise donc chacune des classes par une densité de probabilité.

2.1.3 Modélisation par mélange de lois

Les données multi-dimensionnelles que 1’on retrouve dans les applications modernes sont com-
plexes et elles ne peuvent généralement pas €tre modélisées par une loi classique. Le modele de mé-
lange est un moyen de modéliser des données complexes en s’appuyant sur des lois simples comme

des lois normales.

Le modéele de mélange

Le modele de mélange suppose que chaque groupe est caractérisé par une distribution de probabi-
lité. Nous verrons dans la suite que cette modélisation est tres souple et permet de prendre en compte
un grand nombre de situations. Dans un modele de mélange, on considere que les données 1, ..., T,
constituent un échantillon de n réalisations indépendantes du vecteur aléatoire X a valeur dans RP

dont la fonction de densité peut s’écrire de la fagon suivante :

k
fl@) =Y mifil),
i=1

ou k est le nombre de classes (connu dans le cas de 1’analyse discriminante mais inconnu dans le
cas de la classification automatique), f; est la densité de la distribution de X conditionnellement a
Z =i (de la i¢me composante du mélange) et les 7; sont les proportions du mélange (; € [0, 1] et
Z§:1 m; = 1). Notons que I’identifiabilité d’un modele de mélange est tout d’abord conditionnée a la
numérotation des classes. Dans le cadre de I’analyse discriminante, la numérotation des classes sera
évidente puisque I’on connait les labels des observations. En revanche, dans le cas de la classification

automatique, les labels ne sont pas connus et les classes sont donc numérotées de facon arbitraire.

Le modéele de mélange paramétrique

De plus, on suppose généralement que les densités f; des classes appartiennent a une famille

paramétrée, i.e. f;(.) = f(.,0;). Le modele de mélange s’écrit alors :

k
f@) =3 mif (.60,
i=1
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FI1G. 2.2 — Exemple d’un mélange gaussien (a) univarié et (b) bivarié.

ou 0 = {my, ..., 7, 01, ..., 0 } est ’ensemble des parametres du modele.

Le modéele de mélange paramétrique gaussien

Parmi les modeles de mélange paramétriques, le modele gaussien est certainement le plus utilisé
en classification et est de ce fait tres classique. Dans ce cas, les densités de probabilité des variables
explicatives conditionnellement aux classes f(z,0;), Vi = 1, ..., k, sont supposées étre celles de lois

normales N (1;, ;) de moyennes p; et de matrice de variance ; :

1
(27)P/2(det 33;

1

)1/2 eXp (—5(56 - Nl)tzil(x - Auz)> ) (21)

f(:C, 92) =

ot 0; = {u;,X;}. La figure 2.2 présente des exemples de mélanges gaussiens univariés et bivariés.
Une des raisons de la popularité de ce modele de mélange est que, au méme titre que les mélanges
exponentiels et de Poisson, il est identifiable alors qu’il est possible de vérifier qu'un mélange de lois

uniformes ou binomiales ne I’est pas (cf [42, chap. 9] pour plus de détails).

Regle de Bayes et modele de mélange paramétrique

Si I’on se place dans le cadre du modele de mélange paramétrique (gaussien ou non), la formule

de Bayes permet d’écrire :
4 0.
P(Z = i|X = 2,0) = TLL200)
/(@)
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ou f(z) = Z§:1 7 f (x,0;) est une quantité commune a chacune des classes. La régle de décision de

Bayes peut alors étre écrite de la facon suivante :

0% (z) = argmax{m; f(x,0;)}.
i=1,....k
A la vue de cette re-formulation, il apparait clairement que, dans le cadre du modele de mélange

paramétrique, le probleme de la classification se résume a I’estimation des parameétres du modele.

2.14 Estimation des parametres d’un modele de mélange

L’estimation des parametres du modele de mélange paramétrique (qu’il soit gaussien ou non) a
fait I’objet de nombreux travaux depuis I’introduction du modele de mélange par Pearson [71] en
1894 et la méthode la plus fréquemment utilisée aujourd’hui est celle du maximum de vraisemblance
(que nous noterons parfois MV). Nous allons tout d’abord définir dans ce paragraphe les notions de
données completes et de vraisemblance compléte, puis nous aborderons le probleme de 1’estimation

des parametres par la méthode du maximum de vraisemblance.

Données complétes et vraisemblance complete

Nous considérerons que les données observées 1, ..., x,, ne correspondent qu’a une connaissance
partielle des données compleétes y1, ..., y, qui sont supposées étre de la forme y; = (xj,2;), j =
1,...,n, ou z; est le numéro de la classe auquel appartient I’observation x;. Nous verrons que dans
le cas de la classification non supervisée cette derniere information sera absente et z; sera appelée
une donnée manquante. On appellera vraisemblance compleéte, la vraisemblance calculée a partir des
données complétes y1, ..., y, et elle sera notée L(y; ), ou plus simplement L(#), dans la suite de ce

mémoire.

Estimation par maximum de vraisemblance

La méthode du maximum de vraisemblance propose d’estimer le parametre § du modele par Oy

01y = argmax L(6), (2.2)

9
ot L(#) est la vraisemblance complete du modele. Les n données y;, j = 1,...,n, étant supposées
indépendantes, on peut exprimer la vraisemblance du parametre 6 par le produit de toutes les den-
sités marginales. Pour des raisons calculatoires, nous préférons dans la suite du document utiliser
le logarithme naturel de la vraisemblance du modele. Dans le cadre du modele de mélange, la log-

vraisemblance s’écrit alors de la facon suivante :

n k
log(L(0)) = Zlog(z mif(xj,0;)). (2.3)
j=1 =1
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Si de plus, les labels des observations sont connues, i.e. dans le cas supervisé, la log-vraisemblance

du modele de mélange peut également s’écrire sous la forme suivante :

n k
log(L(0)) = > > " sijlog(mi f (x5, 6:)), 2.4)

j=1i=1

ol s;; = 1 si I'observation x; appartient a la classe C; et s;; = 0 sinon. L’expression de la log-
vraisemblance étant différente que 1’on soit dans le cadre supervisé ou dans le cadre non supervisé,
il est alors clair que la technique d’estimation du parametre ¢ par maximisation de la vraisemblance
devra étre différente dans les cas supervisé et non supervisé. La méthode de calcul de Oy dans
le cas supervisé sera basée sur 1’expression (2.4) de la log-vraisemblance et sera détaillée au para-
graphe[2.2. Dans le cas non supervisé, 1’estimation de 1’ensemble des parameétres du modele utilisera

I’expression (2.3) de la log-vraisemblance et sera traitée au paragraphe |2.3.

Propriétés de I’estimateur du maximum de vraisemblance

Une des raisons de la popularité de la méthode d’estimation du maximum de vraisemblance est que
I’estimateur qu’elle fournit possede de nombreuses propriétés statistiques appréciables. En effet, il a
été montré que, sous certaines conditions, I’estimateur du maximum de vraisemblance est consistant,
i.e. il converge en probabilité vers les vraies valeurs du parametre, sans biais et asymptotiquement

gaussien. On pourra consulter [79, chap. 14] a titre de référence sur ce sujet.

2.2 Analyse discriminante

L’analyse discriminante est le nom donné a la classification dans le cadre supervisé. La classifi-
cation supervisée se distingue de la classification non supervisée par le fait que des observations dont
on connait I’appartenance aux classes sont disponibles pour apprendre la régle de décision (on parlera
aussi parfois de classifieur). Ces observations, dites d’apprentissage, « supervisent » la construction
du classifieur. Apres avoir rappelé les objectifs et le probleme de la discrimination, nous présenterons
les principales méthodes génératives dont la trés connue analyse discriminante linéaire. Enfin, nous
dresserons un panorama des méthodes discriminatives dont certaines présentent des performances de

prédiction remarquables.

2.2.1 Le probléme de la discrimination

On distingue classiquement deux objectifs principaux en analyse discriminante : I’aspect descriptif
et I’aspect décisionnel. L’aspect descriptif vise a trouver une représentation qui permette I’interpréta-
tion des groupes grace aux variables explicatives. Cette tache est rendue difficile quand le nombre de
variables explicatives est plus grand que 3. Toutefois, des techniques existent pour visualiser la clas-

sification de données ayant un grand nombre de dimensions. On peut citer par exemple la méthode de
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visualisation hiérarchique de Bishop et Tipping [11]. Dans le cas de 1’aspect décisionnel, on cherche
a définir la meilleure affectation d’un nouvel individu dont on ne connait que les valeurs des variables
explicatives. Cet aspect est particulierement apprécié dans des domaines ot la notion de diagnostic est
essentielle. Dans ce mémoire, nous nous intéresserons plus particulierement a 1’aspect décisionnel qui
est le plus important et souvent le plus délicat. Le probléme de I’analyse discriminante est de prédire
I’appartenance d’une observation x, décrit par p variables explicatives, a une classe parmi k classes
C1, ..., Cy définies a priori. Afin de prédire I’appartenance de 1’observation x a une des k classes,

nous disposons d’un ensemble d’apprentissage :
A={(z1,21), ..., (@, 2n), x; ERP, zj € {1, ..., k}},

ou le vecteur x; est la jéme observation et z; indique le numéro de la classe a laquelle x; appartient.
Nous allons donc utiliser 1’échantillon A pour construire une regle de décision § qui associe tout

vecteur x de R? a une des k classes C1, ..., C}.

2.2.2 L’approche générative

Nous allons nous intéresser dans ce paragraphe aux méthodes génératives d’analyse discriminante
qui, rappelons-le, proposent de modéliser la densité de chacune des classes. Les méthodes génératives
peuvent étre non-paramétriques et basées par exemple sur la méthode du noyau ou paramétriques
comme le sont les méthodes basées sur un modele de mélange gaussien. Il est en effet possible d’utili-
ser le mélange gaussien présenté précédemment pour modéliser les données des classes. Nous verrons
que son utilisation dans le cadre de I’analyse discriminante a d’ailleurs donné naissance aux deux
méthodes de discrimination les plus populaires : I’analyse discriminante quadratique et 1’analyse dis-

criminante linéaire.

Exemple d’approche non-paramétrique

L’approche non-paramétrique ne fait pas d’hypothese spécifique sur la densité de chacune des
classes et propose d’estimer les densités des classes grace a la méthode du noyau qui est une des
méthodes non-paramétriques d’estimation les plus utilisées. Les densités f;(z) sont donc estimées

par :

1 & T — T
fi(m):nihp;Sin< h >7

ou K est une densité multi-dimensionnelle (la densité gaussienne est fréquemment choisie), h est le
N : n N A [ . . -, .
paramétre de lissage et n; = » j—1 Sij- Ce parametre peut étre choisi par validation croisée sur le jeu

d’apprentissage. Si 1’on choisit le noyau K tel que :

K(z) = 1p(0,1)(7),
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ou B(0, 1) représente la boule unité de centre 0. La densité est alors estimée par :

1 n
fi(z) = vy > sijlpn (@),

=1

et la méthode consiste alors a rechercher, pour un nouveau point x a classer, les points du jeu d’ap-
prentissage appartenant a la boule de rayon h et de centre x et affecter I’observation x a la classe
majoritaire. Le choix du rayon h, qui joue alors le réle du parametre de lissage, est clairement pri-
mordial et celui-ci peut également &tre choisi par validation croisée sur le jeu d’apprentissage. Cette
méthode ne fournit généralement pas des résultats stables quand la taille d’échantillon est petite et la

recherche des voisins peut s’avérer longue si le rayon h est grand.

Analyse Discriminante Quadratique (QDA)

Nous allons a présent nous placer dans le cadre du modele de mélange gaussien et donc considérer
des méthodes paramétriques de discrimination. Nous avons vu au paragraphe 2.1.3, que la régle de
décision de Bayes se réduisait, avec les hypotheéses du modele de mélange paramétrique, a la maximi-
sation de la quantité 7; f (x, 0;) qui ne dépend que des paramétres du modele. Dans le but de faciliter

I’écriture des regles de décision par la suite, nous allons introduire la fonction de colit K :

Définition 2.2.1. La fonction de coiit K; est définie conditionnellement a la classe C;, Vi = 1, ..., k,

de la facon suivante :

K, :R' — R,
x — —2log(m; f(x,0;)).

Avec cette notation et dans le cadre du modele de mélange paramétrique, la regle du MAP s’écrit

simplement de la fagon suivante :

0% (x) = argmin{ K;(x)}.
i=1,....k
Si I’on suppose que les densités conditionnelles des classes f(z, 8;) sont gaussiennes, on obtient alors
I’ Analyse Discriminante Quadratique (QDA en anglais) qui doit son nom au fait qu’elle réalise des
séparations quadratiques entre les classes. La fonction de colit K; prend dans ce cas la forme suivante :

Ki(z) = (z — )27 (2 — i) + log(det ;) — 2log(m;) + C*,

(2

ou la constante représente une quantité commune a toutes les classes et n’intervient donc pas dans la

regle de décision. L’estimation des parametres par maximum de vraisemblance conduit aux estima-
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Fi1G. 2.3 — Frontieres de décision de 1’Analyse Discriminante Quadratique (QDA) et de 1’Analyse
Discriminante Linéaire (LDA) sur un méme jeu de données en dimension 2.

teurs classiques suivants :

N 2
T, = T,
n
1 n
fi = — > sy,
ni <
ji
Boo= Wim 13 - il - ) 235)
i = Z_ni.lszjx] i)\ L5 — i) .
J:

ou n; est le nombre d’observations de la classe C;, ¢ = 1, ..., k. En pratique, cette méthode est péna-
lisée par I’estimation des nombreux parametres quand la dimension p devient grande. Cette méthode
requiert en effet I’estimation de k matrices de covariance de taille p x p. La figure 2.3 montre la

frontiere de décision de QDA pour un jeu de données artificielles de dimension 2.

Analyse Discriminante Linéaire (LDA)

En anticipant sur la présentation des méthodes de régularisation, nous avons choisi de présenter
ici I’Analyse Discriminante Linéaire (LDA en anglais) car elle est généralement considérée comme
une méthode d’analyse discriminante a part entiere plutdt que comme une méthode de régularisation
de QDA. Pourtant, LDA est une régularisation de QDA car elle fait, par rapport a QDA, I’hypothese
supplémentaire d’égalité des matrices de variances, i.e. Vi = 1,....k, ¥; = 3. L’analyse discrimi-
nante linéaire doit également son nom au fait qu’elle réalise des séparations linéaires entre les classes.

Les termes log(det X2) et #'> "'z ne dépendant plus des classes, ils peuvent étre omis pour le calcul
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de la regle de décision et la fonction de cofit K; prend la forme suivante :

Ki(z) = S s — 202" e — 2log(mi) + C*°.

7

Les estimateurs des proportions et des moyennes sont les méme que ceux de QDA et I’estimateur du

maximum de vraisemblance de la matrice 3. est la matrice de covariance intra-classe empirique W :

k. n
S=W= % SO sily — fui)(x; — i) (2.6)
i=1 j=1
La figure [2.3 montre la frontiere de décision de LDA pour un jeu de données artificielles de di-
mension 2. En pratique, 1’analyse discriminante linéaire est fréquemment utilisée car elle offre un
bon compromis entre pertinence et complexité (voir le paragraphe 2.4.1 dédié au phénomene du sur-
apprentissage). D’autre part, elle fournit des résultats robustes aux fluctuations sur les hypothéses de
normalité des classes et d’égalité des matrices de variance (voir [33,66] a ce sujet). Pour toutes ces
raisons, elle doit étre considérée comme une méthode de référence et nous comparerons fréquemment

les méthodes de discrimination proposées dans ce mémoire a LDA.

2.2.3 L’approche discriminative

Au contraire de I’approche générative, les méthodes discriminatives estiment directement la pro-
babilité a posteriori P(Z|X) par la minimisation d’un coit de classification qui peut &tre pénalisé
afin d’éviter le sur-apprentissage (voir paragraphe 2.4.1). Nous allons présenter ici les principales
méthodes discriminatives qui s’averent étre souvent treés efficaces en pratique. Il est a noter en re-
vanche que ces méthodes ne sont généralement pas nativement multi-classes, i.e. elles ne considérent
que le cas binaire (de 2 classes). Au chapitre |5, nous comparerons a ce type de méthodes 1’approche

générative adaptée aux données de grande dimension qui sera proposée dans ce mémoire.

La régression logistique

Cette approche, que 1’on peut qualifier de semi-paramétrique, modélise donc directement la pro-
babilité a posteriori et non les densités de probabilité des groupes. L’hypothese qui est faite dans le
cas de la régression logistique est que la différence entre les logarithmes des densités des deux classes

est linéaire par rapport a x, c’est-a-dire que :

log (f1(x)) —log (f2(x)) = Bo + O,

ou fy et 3 = (i, ..., Bp) sont des coefficients réels a déterminer a partir du jeu d’apprentissage. Leur
estimation est généralement faite en utilisant la méthode du maximum de vraisemblance sur le jeu
d’apprentissage. Les équations de vraisemblance n’ayant pas de solution analytique, il est nécessaire

d’utiliser une méthode numérique de type Newton-Raphson. Une fois les 3 estimés, il est possible
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FI1G. 2.4 — Le classifieur SVM avec un noyau RBF : influence du parameétre .

d’appliquer la regle du MAP comme regle de décision. La regle de classification revient alors a assi-
gner la nouvelle observation x a la classe Cy si By + 3z > log(72) et de I'affecter a C'> dans le cas
contraire. Le principal avantage de la régression logistique est qu’elle est trés générale car elle ne fait
pas d’hypothese sur la distribution de chacune des classes. De plus, la régression logistique requiert
I’estimation d’un faible nombre de parametres (de 1’ordre de p) comparé a LDA (de I’ordre de p?).
En revanche, cette méthode de discrimination n’est pas nativement multi-classes et les estimateurs
des parametres n’ont pas de forme explicite. Pour de plus amples détails sur cette méthode, on pourra

consulter [79, chap. 18].

Les support vector machines

Les « machines a vecteurs supports », traduction de 1’anglais Support Vector Machines (SVM),
sont une famille de classifieurs binaires qui a ét€ introduite par Vapnik [89] au milieu des années
90 et qui connait un franc succeés dans la communauté du machine learning. Les SVM recherchent
le meilleur hyperplan séparant deux groupes de sorte que cette frontiere linéaire produise une marge
maximale, i.e. tel que la distance des deux groupes a la frontiére soit maximale. L’ originalité des SVM
est de ne pas contraindre cette recherche a ’espace d’origine. En effet, la recherche de 1’hyperplan
séparateur est en général faite dans des espaces de treés grande dimension. La régle de décision des

SVM affecte une nouvelle observation x en fonction du signe de la quantité M (z) :
n
M(z) = ajw;K (z,2;) + Bo,
j=1

ol les «; et By sont les coefficients des vecteurs supports, w; = 1 si 'observation d’apprentissage
appartient a la classe (1 et w; = —1 sinon. La fonction K est appelée le noyau et est définie par
K(z,2'") =< h(x),h(z") >, ou h(.) est I’opérateur de transformation des données. L estimation des
coefficients des vecteurs supports est un probléme d’optimisation convexe qui peut tre résolu par
des outils d’optimisation classique. Enfin, un parametre, usuellement noté -y, contraint le probleme

d’optimisation et doit étre réglé par I’utilisateur. Le succes de ce type de méthodes est principalement
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du a leur performance et a leur développement qui est tres actif. D’autre part, les SVM ne subissent
pas le fléau de la dimension (cf.|2.4.1) puisque le nombre de parametres d’un classifieur SVM est de
I’ordre de n et ne dépend pas de p. Ces méthodes ont pourtant quelques désavantages qui méritent
d’étre notés. La premiere limitation des SVM est la difficulté d’interprétation des regles de décision
produites qui sont uniquement basées sur les observations d’apprentissage. La figure [2.4 montre la
frontiere de décision d’un classifieur SVM avec un noyau RBF (Radial Basic Function) de variance 1,
ie. K(x,2") = exp(—vl||x—2'||?), et ce pour différentes valeurs de . On remarque que la frontiére de
décision d’une SVM peut étre tres dépendante des données d’apprentissage ce qui peut poser probleme
quand, par exemple, on ne dispose que de peu d’observations d’apprentissage. D’autre part, comme
le fait remarquer Burges en conclusion de [15], les SVM sont des méthodes relativement coiiteuses en
temps de calcul et dont le paramétrage (choix du noyau, paramétres du noyau, contrainte de violation)
est souvent difficile. Enfin, les SVM sont des classifieurs qui ne considerent que la discrimination
entre deux classes. Si I’on souhaite discriminer entre plus de deux classes, il est nécessaire d’utiliser
la procédure proposée par Friedman [39] qui consiste a construire tous les classifieurs possibles entre
deux groupes et ensuite d’affecter la nouvelle observation au groupe qui aura remporté le plus de

matchs « un contre un ».

Les autres méthodes discriminatives

Il existe bien siir un grand nombre d’autres méthodes discriminatives dédiées a la classification
supervisée. Parmi ces dernieres, on peut notamment citer la méthode des & plus proches voisins, les
arbres de décision et le perceptron multi-couche. La méthode des k plus proches voisins [31] est
certainement une des méthodes les plus anciennes de discrimination et est basée sur une stratégie
locale similaire a celle de la méthode non-paramétrique d’estimation par noyau présentée au para-
graphe [2.2.2. Cette méthode consiste pour une nouvelle observation a rechercher ses & plus proches
voisins et a I’affecter au groupe majoritaire. Le parametre k, dont le choix peut s’avérer crucial, peut
étre trouvé par validation croisée sur le jeu d’apprentissage. Cette méthode s’avere étre stable et effi-
cace dans le cas ou I’on dipose d’un grand nombre d’observations d’apprentissage mais la recherche
des voisins est alors relativement coliteuse. Les arbres de décision sont quant a eux plus utilisés en
data mining et en économie et se basent sur un enchainement de décisions binaires. La principale
qualité des arbres de décision est la facilité d’interprétation de la regle de décision due a la hiérarchie
des décisions. En revanche, ils fournissent des régles de décision relativement instables (car dépen-
dantes du choix du premier noeud) et sont relativement lents. L’instabilité des arbres de décision peut
étre palliée par une approche, appelée boosting [37], qui consiste 2 appliquer la méthode de discrimi-
nation de maniere répétée sur 1I’échantillon d’apprentissage en donnant de plus en plus d’importance
aux points mal classés. Enfin, le perceptron multi-couche est une méthode neuronale qui recherche
directement la meilleure séparation entre les groupes par minimisation d’un critére des moindres car-

rés. Cette méthode est également assez sensible a I’initialisation et doit étre pénalisée pour éviter le
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phénomene du sur-apprentissage (voir le paragraphe 2.4.1). Ces méthodes et leurs développements
récents sont détaillés dans [42, chap. 7].

2.3 La classification automatique

La classification automatique, ou clustering en anglais, est la partie non-supervisée de la classi-
fication. La principale différence avec la classification supervisée est que le jeu de données, a partir
duquel va étre appris la régle de décision, ne comprend pas I’information de I’appartenance des obser-
vations aux classes. Autrement dit, en utilisant les notations du paragraphe|2.1, le jeu d’apprentissage
ne contient que les observations x1, ..., x,, et les données z1, ..., z,, sont manquantes. Apres avoir pré-
senté le probleme de la classification automatique, nous nous intéresserons a 1’approche générative
basée sur le modele de mélange. Nous verrons que 1’estimation des parametres du mélange nécessite
dans ce cas I'utilisation d’un algorithme itératif dénommé EM. Enfin, nous étudierons les limitations
et extensions de cet algorithme. Nous décrirons enfin brievement les méthodes discriminatives exis-

tantes.

2.3.1 Le probleme de la classification automatique

Le probleme de la classification automatique est de prédire les labels z1, ..., 2, des observations
x1,...,T, € RP sur la seule connaissance des valeurs prises par les p variables explicatives. Au
contraire de I’analyse discriminante, la classification automatique ne dispose pas d’un jeu d’appren-
tissage pour apprendre les caractéristiques des classes. Une difficulté supplémentaire en classification
automatique est que 1’on ne connait pas nécessairement le nombre & de groupes (nous y reviendrons
au chapitre |4). Nous considérons principalement dans ce mémoire la classification automatique dans
le cadre du modele de mélange introduit précédemment. Il existe bien entendu d’autres approches
que celles des modeles de mélange pour la classification automatique. De méme qu’en analyse dis-
criminante, les méthodes de clustering peuvent étre divisées en méthodes génératives et méthodes
discriminatives. Les méthodes génératives de clustering sont, de facon quasi-exclusive, basées sur le
modele de mélange et I’algorithme d’estimation EM. Les méthodes discriminatives, quant a elles,

utilisent toutes une structure de classification hiérarchique.

2.3.2 Le modéle de mélange et I’algorithme EM

La maximisation de la log-vraisemblance d’un mode¢le de mélange dans le cas non-supervisé
conduit en général a des équations de vraisemblance qui ne possédent pas de solutions analytiques. Il
existe toutefois différents algorithmes permettant de maximiser la log-vraisemblance quand les labels
sont inconnus. Le plus utilisé d’entre eux est I’algorithme itératif Expectation-Maximization (EM) de

Dempster, Laird et Rubin [26] que nous allons détailler dans ce paragraphe.
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L’idée de I’algorithme EM

L’algorithme EM repose sur 1’idée qu’il est plus facile de maximiser la vraisemblance complete

L(y; 0) que la vraisemblance L(x; 6) et se base sur la relation suivante entre les deux vraisemblances :
L(x;0) = L(y; 0) — log f(ylx, 0). 2.7)

Cependant, la vraisemblance compléte n’est pas non plus calculable du fait que y n’est pas totalement
connue. Dempster, Laird et Rubin [26] ont proposé, pour maximiser cette vraisemblance, une procé-
dure itérative qui se base sur la maximisation de I’espérance conditionnelle de la vraisemblance pour
une valeur du paramétre courant §’. L’algorithme consiste donc simplement a construire une suite
(0@), qui vérifie :

glatl) = argznax Q(0, H(q)),

o Q(0,0") = E[L(y;0)|z,0']. Silon note t;; = E[S;|X = x;,0'] I'espérance du iéme élément du

vecteur aléatoire S conditionnellement & X = x; et a 6, on peut alors écrire :

n k

QO,0) =Y > tijlog(mif(x;,6:)).

7=11i=1

De plus, il a été montré que la suite ainsi générée fait croitre la vraisemblance L(x;0) et converge
vers un maximum local de la vraisemblance sous certaines conditions de régularité. On pourra consul-

ter [42, chap. 9] pour un plus ample développement du principe de cet algorithme d’estimation.

Les étapes de I’algorithme EM

Partant d’une solution initiale 6(°), Ialgorithme EM alterne entre deux étapes baptisées respecti-

vement E, pour expectation, et M, pour maximisation :

Etape E : cette étape consiste a calculer, a I’itération ¢, I’espérance de S; sachant la valeur du
parametre estimé a I’étape précédente et que X = x; :

(@)
tij

E[Si|X = x;,007V)]
= P(Z=ilX = x;,0l ),

puisque S; est a valeurs dans {0, 1}. La formule de Bayes permet finalement de formuler les probabi-
lités ¢;; d’appartenance des x; aux classes, et ce conditionnellement au parametre courant 01 de
la facon suivante :
t(Q) ( 7 )
ij —1)
Zé 1 77@ (%7 )
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Etape M : cette étape consiste quant a elle & maximiser, a chaque étape ¢, I’espérance de la vraisem-

blance complete conditionnellement aux tz(jq). Les proportions du mélange sont obtenues simplement

par la relation :

(a)
ﬁl(q) _ 7
n

ou ngq) =3 i1 t(q)et les estimateurs des parameétres 61, ..., ,, sont obtenus en résolvant les équations

de vraisemblance correspondantes au modele de mélange retenu.

L’algorithme EM pour le mélange gaussien

De la m&me maniére qu’en analyse discriminante, le modele de mélange gaussien est fréquem-
ment utilisé en classification automatique. L’algorithme EM est utilisé pour estimer les parametres du

mélange gaussien et I’étape M revient alors a calculer, a I’étape ¢, les estimateurs suivants :

(@)

7}@(‘]) — n; ,
n
NG R (@),
i = 72_)5 &l
. 1 o . -
o= Wi =g 3ot g - m?) s — w0
N =1

La figure 2.6 présente quelques étapes de 1’algorithme EM pour I’estimation des paramétres d’un
mélange de trois densités gaussiennes en dimension 2. La figure 2.5 montre 1’évolution de la log-

vraisemblance au cours des itérations de 1’algorithme EM.

Limitations et extensions de I’algorithme EM

L’algorithme EM, que nous venons de présenter, découle naturellement des équations de vraisem-
blance et posséde de bonnes propriétés statistiques. En effet, Wu [93] a établi que sous des condi-
tions suffisantes de régularité 1’algorithme EM assure une convergence vers un maximum local de la
vraisemblance. Cependant, I’algorithme EM posseéde un certain nombre de limitations. La premiére
limitation est que la valeur de I’estimateur a la convergence peut étre fortement dépendante de I’initia-
lisation. Une autre limitation de I’algorithme EM est que la convergence peut étre lente et I’algorithme
peut méme se trouver bloqué dans un point selle de la vraisemblance. Des solutions a ces problemes

ont également été proposées dans le passé.

Stratégies d’initialisation Pour pallier la limitation de la dépendance de la solution vis a vis de
I’initialisation, il est courant dans la pratique de lancer plusieurs EM pour quelques itérations depuis
des initialisations aléatoires et de choisir la valeur de € associée a la plus grande vraisemblance comme

initialisation d’un autre EM qui lui itérera jusqu’a convergence. McLachlan et Peel [58] proposent
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FIG. 2.5 — Evolution de la log-vraisemblance au cours des itérations de ’algorithme EM.

Etape 1 Etape 6 Etape 11

Etape 16 Etape 21 Résultat final

F1G. 2.6 — Quelques étapes de 1’algorithme itératif EM en classification automatique. Le modele de
mélange utilisé est un mélange gaussien en dimension 2.
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quant a eux une stratégie d’initialisation de @ dans le cas gaussien. Ils proposent de fixer les proportions
du mélange a étre égales et de générer les moyennes du mélange suivant une loi normale N (m, S), ot
m et S sont respectivement la moyenne et la matrice de covariance de 1’échantillon entier. Les matrices
de covariance des composantes du mélange seront également initialisées a la matrice de covariance
S de I’échantillon entier. En pratique, la stratégie consistant a initialiser a plusieurs reprises de fagon
aléatoire et a choisir ensuite ’initialisation associée a la plus grande vraisemblance de 6 est le plus

souvent préférable.

Algorithme CEM Pour accélérer la convergence de ’algorithme, on peut choisir d’utiliser 1’algo-
rithme modifié CEM (Classification EM) [20] qui maximise la vraisemblance classifiante. L algo-
rithme CEM est obtenu a partir de 1’algorithme EM classique en lui ajoutant une étape C de classifica-

tion. Cette étape C affecte a chaque itération chacune des observations x; a une des classes courantes
(a)
ij
0 les plus proches. Cette approche, dite classification, fournit une estimation biaisée et inconsistante

grace a la regle de MAP. Cela revient en fait a modifier les ¢;” en les remplacant par les valeurs 1 ou
de 6 et, d’un point de vue théorique, il est donc préférable d’utiliser 1’approche mélange et 1’algo-
rithme EM. Cependant, la convergence de CEM est beaucoup plus rapide que EM et peut s’avérer
utile lorsque 1’on a des contraintes de temps ou pour traiter des jeux de données de tailles importantes.
Il est intéressant de remarquer que 1’algorithme des k-moyennes (k-means), qui est une méthode tres
populaire du fait de sa simplicité d’utilisation, peut étre vu comme une méthode de classification au-
tomatique basée sur un modele de mélange gaussien dont les matrices de covariance 2; sont toutes
égales a la matrice identité et dont les proportions 7; sont également toutes égales. L’algorithme des

k-moyennes procede de la fagon suivante :

(i) Initialisation : on affecte aléatoirement les n observations dans les & classes,

(ii) Itération jusqu’a convergence :

(a) on calcule les moyennes empiriques des k classes avec la partition courante,

(b) on affecte chaque observation a la classe dont il est le plus proche de la moyenne.

(iii) Critere d’arrét : on arréte 1’algorithme quand il n’y a plus de changement d’affectation.

Algorithme SEM  Afin d’éviter que 1’algorithme EM se trouve bloqué dans un point selle de la
vraisemblance, Celeux et Diebolt [18] ont proposé une version stochastique de EM qui évite que
I’algorithme converge vers des cols de la vraisemblance et que le résultat soit trop dépendant de I’ini-
tialisation. L’algorithme SEM (Stochastique EM) s’obtient en ajoutant une étape S a 1’algorithme EM
classique qui modifie aléatoirement, a chaque étape ¢, I’appartenance des points aux classes en tenant
compte des probabilités tgg). Pour cela, on tire pour chaque point son appartenance a une des classes
selon une loi multinomiale d’ordre 1 et de paramétre (tgg), i =1,..., k). Cet algorithme, qui est en fait
plutdt une version stochastique de I’algorithme CEM, ne peut pas converger ponctuellement a cause

des perturbations aléatoires de I’étape S mais Celeux et Diebolt ont toutefois montré qu’il converge
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en loi. L’algorithme SEM doit donc étre arrété aprés un nombre d’itérations choisi par I’utilisateur. Il
est également possible d’utiliser 1’algorithme SAEM [19] qui diminue a chaque itération ¢ I’influence
des perturbations aléatoires de I’étape S grace a une suite (fy(q))q qui décroit vers 0 quand ¢ — 0.

Cette approche permet a I’algorithme de s’arréter a la stationnarité de la vraisemblance.

2.3.3 Autres méthodes de classification automatique

Parmi les autres méthodes utilisées en classification automatique, la plus connue est la méthode de
clustering hiérarchique. Cette méthode consiste a construire une hiérarchie de partitions en classes de
moins en moins fines. Cette hiérarchie, représentée par un dendrogramme ou arbre de classification,
est obtenue en regroupant successivement les points les plus proches au sens d’une certaine métrique.
Cette stratégie, dite ascendante, regroupe tout d’abord les deux individus les plus proches au sein
d’une premicre classe. A I’étape suivante, il ne reste alors plus que n — 1 points a classer et I’on itére
jusqu’au regroupement complet. Il ne reste plus alors qu’a définir a quelle profondeur il faut « couper »
I’arbre pour obtenir la classification finale. Le lecteur pourra consulter [79, chap. 12] et [42, chap. 8]

pour plus de détails sur ce type de méthodes.

2.4 Classification des données de grande dimension

Comme nous I’avons dit dans I’introduction de ce document, le monde scientifique d’aujourd’hui
fournit des données qui sont chaque jour plus nombreuses et de plus grande dimension. On peut
citer par exemple, le probleme de la catégorisation du sol de la planéte Mars (voir chapitre |7) pour
lequel nous disposons a I’heure actuelle de 310 Go de données en dimension 256. Cependant, dans
les mois a venir, le spectrometre imageur de nouvelle génération de 1’orbiteur Mars Reconnaissance
Orbiter devrait envoyer aux centres d’études spatiales 10 To de données multi-angulaires contenant
quatre fois plus de dimensions que les données actuelles. On peut également citer 1’analyse d’image
ou les données sont également de grande dimension, voir de trés grande dimension si I’on considere
les résolutions actuelles des appareils photos numériques (12 mégapixels). Dans ce paragraphe, nous
allons étudier les différents problémes posés par les données de grande dimension dans le contexte de

la classification. Un exemple issu de I’analyse d’image illustrera ce paragraphe.

24.1 Le fléau de la dimension en classification

Dans la littérature, le terme de « fléau de la dimension » est abondamment utilisé pour caractériser
les différentes manifestations de la grande dimension. Le « fléau de la dimension » est un terme que
I’on doit a Bellman [6] qui I'utilisa comme principal argument en faveur de la programmation dyna-
mique. La plupart des auteurs font référence au livre de Bellman intitulé « Adaptive Control Process :
A Guided Tour » de 1961 comme la premiere apparition de ce terme, mais en réalité Bellman a utilisé

la notion du « fléau de la dimension » des 1957 dans la préface de son livre « Dynamic programming »
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FI1G. 2.7 — Nombre d’observations nécessaires a 1’approximation d’une distribution gaussienne quel-
conque avec des noyaux gaussiens fixés avec une erreur maximale de 10% (voir [84]).

introduisant la programmation dynamique. Le site (trés controversé€) books.google.com nous a permis

d’avoir acces a la préface de cet ouvrage dont voici la partie la plus intéressante pour notre propos :

All this [les probleémes li€s a la dimension]| may be subsumed under the heading « the
curse of dimensionality ». Since this is a curse, [...], there is no need to feel discouraged

about the possibility of obtaining significant results despite it.

Nous verrons en effet dans la suite de ce mémoire qu’il existe des solutions a ce « fléau de la dimen-
sion » et qu’il peut méme faciliter certaines taches (dont la classification sous certaines conditions).
Nous allons voir dans la suite de ce paragraphe quelles sont les principales manifestations de la grande
dimension des données. Le lecteur pourra consulter [47, chap. 1], [82, chap. 7] oi I’ Aide-Mémoire de

Donoho [27] pour plus de détails sur ces phénomenes.

Le fléau de la dimension a proprement parlé

Bellman utilisa le terme « fléau de la dimension » dans [6] pour parler de la difficulté d’optimiser
une fonction par une recherche exhaustive de 1’optimum dans un espace discrétisé. En effet, Bellman
nous rappelle que si I’on considere une grille réguliere de pas 1/10 sur le cube unité dans un espace
a 10 dimensions, nous obtenons 10'° points. Ainsi, pour rechercher ’optimum d’une fonction sur
ce cube unité, il faut effectuer 10'° évaluations de la fonction. Si le cube unité en dimension 20

020 évaluations de la fonction. Silverman [84]

est considéré, alors il faudra effectuer évidemment 1
a également observé ce phénomene dans le cadre de I’approximation d’une distribution gaussienne
quelconque avec des noyaux gaussiens fixés. Ses résultats montrent que le nombre /N d’observations

nécessaires a cette tdche avec une erreur maximale de 10% croit exponentiellement avec la dimension
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F1G. 2.8 — Phénomene de I’espace vide : (a) volume de la sphere unité en fonction de la dimension de
I’espace, (b) rapport entre le volume des spheres de rayon 0.9 et 1 en fonction de la dimension.

et peut étre approché par la relation suivante :
logg N(p) ~ 0.6(p — 0.25).

La figure 2.7 montre I’évolution du nombre N d’observations nécessaires a 1’approximation d’une
distribution gaussienne quelconque avec des noyaux gaussiens fixés en fonction de la dimension p de

I’espace.

Le phénomene de I’espace vide

Le « phénomene de I’espace vide », dont la paternité est usuellement attribuée a Scott et Thomp-
son [83], met en évidence un des effets surprenants de la grande dimension et qui va a I’encontre de
la représentation habituelle. En effet, nous allons voir que ce qui est naturel en dimension 1, 2 ou 3,
ne peut pas €tre généralisé aux espaces de plus grande dimension. L’exemple dit du « volume de la
boule » est classiquement utilisé pour illustrer ce phénomeéne. Le volume de la boule unité dans un

espace de dimension p est donné par la relation :

P/2
Vip) = T2t
ot I est la fonction gamma usuelle. Le graphique de gauche de la figure 2.8 montre 1’évolution du
volume de la boule unité en fonction de la dimension de I’espace dans lequel elle se trouve. Il apparait
que le volume de la boule unité devient quasiment nul quand la dimension devient grande. Afin de
mieux appréhender ce phénomene, il est préférable de comparer le volume de la boule a une autre
valeur qui soit naturelle pour nous. Il est par exemple possible de comparer le volume de la boule de

rayon 0.9 2 celui de la boule unité. Le graphique de droite de la figure 2.8 présente 1’évolution de ce
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rapport en fonction de la dimension de I’espace. Naturellement, ce rapport décroit vers O quand la
dimension augmente. Cet exemple a également été considéré par Huber [49] qui propose de simuler
des réalisations d’un vecteur aléatoire suivant la loi uniforme dans la boule unité de R”. La probabilité
qu’un point se trouve dans I’espace compris entre les boules de rayon 0.9 et 1 s’exprime de la facon

suivante en fonction de la dimension p :
P(p) =1-0.9".

En particulier, la probabilité de trouver un point dans la coquille comprise entre les boules de rayon
0.9 et 1 dans un espace de dimension 20 est a peu pres €gale a 0.88. Ces exemples montrent que
I’espace de dimension p est presque vide puisque la trés grande majorité des points se situe aux
alentours d’un espace de dimension p — 1. Certains auteurs, dont Verleysen [90], utilisent d’ailleurs
le phénomene de I’espace vide pour définir la limite entre les espaces de petite dimension et ceux de
grande dimension. L’ observation du graphique de gauche de la figure|2.8 permettrait alors de conclure
que les espaces dont la dimension est plus grande que 5 sont des espaces de grande dimension. Plus
simplement, certains pensent que si la dimension d’un espace est plus grande que 3, alors c’est un

espace de grande dimension puisque I’humain ne peut pas naturellement se le représenter.

Le fléau de la dimension en classification générative

De maniere générale, les méthodes génératives de classification requierent I’estimation d’un nombre
de parametres qui croit avec le carré de la dimension. Cela est principalement du a I’estimation des ma-
trices de covariance qui concentrent la plus grande part des parametres des méthodes. En particulier,
nous avons vu au paragraphe [2.1.1 que si le modele de mélange gaussien est choisi pour discriminer
des données, alors la regle de décision repose en partie sur I’inverse des matrices de covariance des
classes (cela est également vrai dans le cadre de la classification automatique). En effet, le calcul de la
fonction de colit K; requiert I’inversion des k£ matrices X; pour QDA ou de 1’unique matrice ¥ pour
LDA. 1l est donc clair que la qualité de la classification dépend directement de 1’estimation de ces

matrices.

Singularité des matrices de covariance Il est clair que si le nombre d’observations est trop petit de-
vant la dimension de I’espace, alors les estimations de ces matrices seront singulieres et leur inversion
sera numériquement impossible. En effet, lorsque n < p, I’estimation de la matrice > est singuliere
etles p — n + 1 plus petites valeurs propres sont estimées par 0. Les vecteurs propres correspondants

sont alors arbitraires. En particulier, LDA ne pourra tout simplement pas étre utilisée dans ce cas.

Mauvais conditionnement des matrices de covariance Si les estimations des matrices de cova-
riance sont mal conditionnées, leur inversion entrainera un important biais sur le calcul de la regle de

décision et donc une importante erreur de prédiction. Pavlenko et al. [70] ont proposé un exemple dans
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FI1G. 2.9 — Influence de la taille du jeu d’apprentissage sur la régle de décision des classifieurs QDA
(en haut) et LDA (en bas). Les données vivent dans un espace de dimension 50 et sont projetées sur
les axes principaux uniquement pour la visualisation.

le cas gaussien illustrant ce phénomene. Considérons la trace normalisée de I’inverse de la matrice de

covariance Y. d’une distribution gaussienne multivariée N (u, Y) de dimension p :

1
(%) = —tr(X7H).
p
Considérons d’autre part que nous disposions d’un jeu d’observations indépendantes x1, ..., x,,. Clas-
siquement, la matrice de covariance X est estimée par son équivalent empirique 3= % Z?Zl(:cj —
f)(z; — @)t ou i = 2?21 xj/n est lui aussi I’équivalent empirique de .. Nous pouvons en déduire

un estimateur de 7(X%) :
— N 1 N
7(Z) = 7(2) = —tr(X7h),
p

et son espérance est :
. —1
Er®)]=(1-2) 7(®)

n

A~

Alinsi, si le rapport p/n — 0 quand n — oo alors E[7(X)] — 7(X). L’estimateur de 7(X) est alors
asymptotiquement sans biais. Par contre, si la dimension p est comparable au nombre d’observations
n, alors E[7(2)] — ¢7(X) quand n — oo, oll ¢ = lim,, o, p/n est une constante. L’estimateur
de 7(X) est alors biaisé. On pourra consulter [70, 69] pour une étude théorique de I’effet de la dimen-
sion sur la classification dans un cadre strictement asymptotique, i.e. la dimension augmente quand

le nombre d’observations augmente. Des méthodes de régularisation dédiées a la classification ont
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F1G. 2.10 — Phénomene du sur-apprentissage : erreur de prédiction en fonction de la complexité du
classifieur.

aussi été proposées et nous les présenterons au paragraphe|2.4.3. La figure 2.9 met en évidence 1’in-
fluence de la taille de 1’échantillon d’apprentissage sur la regle de décision de classifieurs génératifs.
On remarque notamment que QDA est beaucoup plus sensible que LDA a la taille de 1’échantillon

d’apprentissage.

Sur-apprentissage

Dans le cadre supervisé, le phénomene du sur-apprentissage peut survenir si le classifieur (généra-
tif ou discriminatif) est trop complexe, i.e. s’il tient compte d’un trop grand nombre de parametres. En
effet, si le classifieur est trés complexe, il va parfaitement « épouser » la forme des données d’appren-
tissage et du coup devenir trés dépendant de ces données. Il aura sur-appris la forme de ces données.
Dans le cas ou les données d’apprentissage ne seraient pas représentatives du processus qui les a
générées, le classifieur ne pourra pas étre efficace pour traiter de nouvelles données, différentes des
données d’apprentissage. La figure|2.10 montre le comportement typique des erreurs de prédiction des
jeux d’apprentissage et de validation. Le taux d’erreur du jeu d’apprentissage a tendance a décroitre
quand le degré de complexité du classifieur croit : le classifieur épouse de mieux en mieux la forme
des données d’apprentissage. En revanche, si le modele tend a étre trop complexe, il n’est alors plus
assez général et I'erreur de prédiction sur le jeu de validation croit de nouveau. D’autre part, si le
classifieur est trop simple, il ne pourra ni étre efficace sur les données d’apprentissage ni sur les don-
nées de test. On parle dans ce cas de « sous-apprentissage ». Il est donc important de trouver le bon
degré de complexité du classifieur pour obtenir un classifieur efficace. Ce phénomene est bien entendu
accentué par la grande dimension des données puisque la complexité du classifieur est en général liée

a la dimension de I’espace.



46 Chapitre 2. Etat de I’art

500

300 - q

200 - q

4

100 - q

-100 -

—-200 [ q

-300 - 1

—400 I I I I I
—-400 -200 0 200 400 600 800

FI1G. 2.11 — Projection sur les deux premiers axes principaux des données « visages » associées au
sujet 1 et dont la dimension originale est 1024.

Le fléau de la dimension : un faux probleme ?

Certains problemes modernes, tels que la reconnaissance de visages, fournissent des données en
tres grande dimension (un millier de dimensions) et le nombre n d’observations disponibles est gé-
néralement beaucoup plus faible que la dimension p. Il est clair que, dans ce cas, la dimension des
données est artificiellement augmentée par le processus d’acquisition. En effet, d’un point de vue géo-
métrique, n points vivent dans un espace de dimension au plus (n — 1). Cet exemple met en évidence
le fait que la dimension acquise est, en général, nettement supérieure a la dimension intrinseque des
données. Ce raisonnement induit qu’une grande part des variables est corrélée et donc qu’une grande
part de I’information est redondante. Par conséquent, si nous parvenons a nous ramener a un systeme
de d variables indépendantes, alors le fléau de la dimension sera fonction de la dimension intrinseéque
d qui peut étre tres faible devant p. La dimension intrinseque des données est directement liée au
nombre de degrés de liberté du processus qui a généré les données. Par exemple, le jeu de données
« visages »h est composé d’images de résolution 32x32 représentées dans un espace de dimension
1024. Pour chacun des 13 sujets, nous disposons de 75 images associées a différentes expressions
du visage. La figure[2.11 montre la projection des données correspondantes au sujet 1 sur les deux
premiers axes principaux. Il apparait que ces données dont la dimension originale est 1024 vivent en
réalité dans une variété dont la dimension intrinseéque est proche de 1. Cela correspond en effet au
nombre de degré de liberté du processus qui a généré ces données : chaque sujet devait faire évoluer
son expression faciale en ne modifiant qu’un seul « parametre » de son visage (ouverture de la bouche,

froncement des sourcils, ...).

!disponible a 1’adresse http ://amp.ece.cmu.edu/downloads.htm.
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F1G. 2.12 — Taux de classification correcte du classifieur optimal de Bayes sur le jeu de validation et
en fonction de la dimension de I’espace original. Ces résultats ont été obtenus sur données simulées
(voir le texte pour plus de détails).

D’autre part, on observe généralement un phénomene intéressant dans le cadre de la classification :
plus la dimension de I’espace est grande, plus la classification des données est facile avec un classifieur
adapté. La figure|2.12 met en évidence ce phénoméne en observant le taux de classification correcte du
classifieur optimal de Bayes, i.e. basé sur les densités réelles, en fonction de la dimension de I’espace
original. Pour cette étude, nous avons simulé des données issues de trois densités gaussiennes dans
RP, p = 20,...,250. Les données de chacun de ces trois groupes vivent dans des sous-espaces de
dimensions intrinseques respectives 2, 5 et 10 et leurs moyennes sont trés proches. Ces données ayant
été simulées par nos soins, nous connaissons la densité réelle de chacun des groupes et nous sommes
donc en mesure de calculer le taux de classification correcte du classifieur optimal de Bayes (voir
paragraphe|2.1.2). Afin de moyenner les résultats obtenus, nous avons répété 1’expérience a 50 reprises
et chacun des jeux de validation utilisés était composé de 1000 observations. On observe clairement
sur la figure 2.12 que le taux de classification correcte du classifieur de Bayes, qui est le classifieur le
plus adapté a ces données, croit avec la dimension de I’espace original. Cela traduit le fait que, avec
un classifieur adapté, la tache de classification est plus facile dans un espace de grande dimension
que dans un espace de faible dimension. Ce phénomene est en particulier exploité par les méthodes
de discrimination SVM, présentées au paragraphe|2.2.3, qui augmentent artificiellement la dimension

des données pour faciliter leur discrimination.
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F1G. 2.13 — Principe des méthodes de réduction de dimension par extraction et sélection de caracté-
ristiques.

24.2 Réduction de dimension

Une des solutions qui peut &tre mise en ceuvre pour limiter les effets du « fléau de la dimension »
est de réduire la dimension des données avant de les traiter. C’est en effet la solution la plus naturelle
puisqu’elle prend le probleéme a la source : la dimension est trop grande, alors réduisons-la ! Nous
avons vu au travers de I’exemple des « visages » du paragraphe 2.4 que la dimension de I’espace d’ob-
servation des données est le plus souvent bien supérieure a la dimension intrinséque d des données.
De fait, il est théoriquement possible de réduire la dimension de 1’espace a d dimensions et ce sans
entrainer de perte d’information. L’enjeu est donc d’identifier les dimensions (ou les combinaisons de
dimensions) qui sont porteuses d’informations redondantes. Les techniques de réduction de dimen-
sion sont traditionnellement divisées en deux catégories : les méthodes d’extraction de caractéristiques
(feature extraction) et les méthodes de sélection de caractéristiques (feature selection). Les méthodes
d’extraction de caractéristiques construisent, a partir des p variables (dimensions) originales, d nou-
velles variables qui contiennent la plus grande part possible de I’information initiale. Parmi toutes
les techniques d’extraction de caractéristiques existantes, la plus connue et la plus utilisée est tres
certainement I’analyse en composantes principales (ACP ou PCA en anglais) qui est une méthode li-
néaire. Les méthodes de sélection de caractéristiques, quant a elles, cherchent un sous-ensemble de d
variables parmi les p variables originales. La recherche peut-étre optimale en utilisant une méthode de
sélection exhaustive si le nombre de dimensions de I’espace original n’est pas trop grand. En pratique,
ces méthodes de recherche exhaustive ne sont pas utilisables avec les données modernes qui sont dé-
crites par un trop grand nombre de dimensions. En effet, le nombre de sous-ensembles possibles est
égal a C’g :

d P!
=
On comprend vite la nécessité d’introduire des méthodes sous-optimales. D’autre part, les différentes
méthodes de sélection de variables se différencient les unes des autres de par le choix du critere

mesurant la pertinence du sous-ensemble de variables. Ces méthodes sont détaillées dans [43] et [91,
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chap. 9]. Il est a noter que la sélection de variables dans le cadre de la classification automatique a été
notamment considérée dans [74]. Dans la suite de ce paragraphe, nous allons nous focaliser sur les
méthodes d’extraction de caractéristiques qui sont certainement les plus utilisées. On pourra trouver

un « tour d’horizon » détaillé des méthodes de réduction de dimension existantes dans [35] et [16].

L’analyse en composantes principales (ACP)

On doit trés certainement 1’analyse en composantes principales a Pearson [72] qui cherchait a
approcher « un systéme de points dans 1’espace », selon sa terminologie, par un sous-espace linéaire
de dimension inférieure. Plus précisément, Pearson €tudiait le probleme d’approcher des données
multivariées par une droite telle qu’elle minimise la somme des écarts des points a la droite au carré.
Nous allons dans ce paragraphe présenter brievement le fondement théorique de I’ACP. Le lecteur
désirant de plus amples détails pourra consulter [50] ou [79, chap. 8]. Le probleme de I’ACP est de
trouver le sous-espace affine E de dimension d < p, souvent d = 2, tel que I’inertie J de I’ensemble

des points du nuage par rapport £ soit minimum. L’inertie J s’exprime de la facon suivante :
1 n
2
J=- >y = Pe(a)l?,
j=1

ol Pg(x;) est la projection de x; sur le sous-espace E. Généralement, M est la métrique identité.
Cela revient a rechercher les axes le long desquels la variance est maximale. Nous allons donc recher-
cher les axes qui maximisent la variance des vecteurs dans 1’espace de projection. Le long d’un axe

représenté par le vecteur unitaire w, la variance totale est :
n
t —\12
V= E [u'(x; — )],
j=1

ol T est le barycentre de I’ensemble des vecteurs z;, j = 1, ..., n. Il a été montré [79] que le vecteur u
qui réalise cette maximisation est le vecteur propre associé a la plus grande valeur propre de la matrice
de covariance empirique e = % z;l:l(xj —Z)(x; — ). On les note respectivement u; et A1. De
méme, dans I’espace orthogonal a u1,1’axe qui maximise la variance est supporté par le vecteur propre
associé a la seconde plus grande valeur propre de f]tomle, et ainsi de suite pour les p axes principaux.
Les vecteurs u; sont appelés les facteurs principaux. De méme, les variables artificielles définies
comme projections sur les facteurs principaux par la relation ¢; = X w;, sont appelées composantes
principales. Le fait que f)wtale soit une matrice symétrique semi-définie positive nous assure que les
valeurs propres sont toutes réelles, positives ou nulles et les vecteurs propres sont orthogonaux entre
eux. De plus, la valeur propre ¢, ¢ = 1, ..., d, étant égale a la part de la variance totale portée par la
composante principale associée, cela permet de sélectionner les axes formant I’espace de projection.
11 suffit de retenir les d premiers vecteurs propres tels que Z?Zl A¢ représente une certaine proportion

de la variance initiale (par exemple, 90%). Ainsi, les composantes principales sont les combinaisons
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linéaires des variables initiales de variance maximale. L’ACP étant une méthode de réduction de
dimension, il est important de savoir qu’elle ne peut pas retenir la totalité de I’information contenue
dans le nuage de points initial. Enfin, I’ACP prend uniquement en compte les dépendances linéaires
entre les variables et ne peut donc pas fournir une projection fidele pour une distribution non-linéaire

de points.

Combien de dimensions faut-il retenir ?

Ce point essentiel de la réduction de dimension, par extraction ou sélection de variables, ne pos-
sede malheureusement pas de solution explicite. Nous allons présenter uniquement ici des criteres
permettant de déterminer le nombre de dimensions a retenir dans le cadre de I’ACP. La plupart des
techniques de recherche du nombre d’axes a retenir sont basées sur les valeurs propres de la matrice
de covariance > des données. Cette approche se justifie par le fait que chaque valeur propre de X

représente la variance portée par le vecteur propre associé.

Criteére théorique 1l est tout d’abord possible de tester, d’un point de vue statistique, si les (p — d)
derniéres valeurs propres ne sont pas significativement différentes. Si elles ne le sont pas, on peut
alors retenir les d premiéres dimensions. On fait pour cela I’hypothése que les n observations sont les
réalisations d’un vecteur aléatoire gaussien dont les (p — d) dernieres valeurs propres Agy1, ..., Ap de
la matrice de covariance ¥ sont égales. Sous cette hypothese, la moyenne arithmétique m, des (p —d)

dernieres valeurs propres doit étre peu différente de leur moyenne géométrique m,,. On définit = :

2p+ 11 Mg
E=(n-2"")(p—d)log|—=
(n 5 )(p )0g<mg>7

a w degrés de liberté. On rejettera 1I’hypothese d’égalité des (p—d)

qui suit une loi du x?
dernieres valeurs propres si = est trop grande. Notre expérience nous permet de dire que ce critére est
rarement utilisable en pratique car il a tendance a surestimer le nombre de dimensions a retenir et ce,

méme pour une valeur élevée du seuil de confiance du test.

Critére empirique Dans la pratique, le critére empirique du scree-test de Cattell [17] est couram-
ment utilisé. Ce critere est basé sur I’analyse des différences entre les valeurs propres consécutives
et permet de détecter un « coude » dans 1’éboulis des valeurs propres. La dimension sélectionnée par
la méthode est celle pour laquelle les différences entre les valeurs propres suivantes sont toutes plus
petites qu’un certain seuil. La figure|2.14 illustre cette technique : I’image de gauche présente les va-
leurs propres de X ordonnées de facon décroissante et a droite on peut observer les différences entre
les valeurs propres consécutives. Dans cet exemple, le seuil a été fixé a 10% de la plus grande diffé-
rence et le scree-test de Cattell identifie un coude au niveau de la 4éme dimension. L’observation de

I’éboulis des valeurs propres (a gauche) confirme ce choix.
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F1G. 2.14 — Choix du nombre de dimensions a retenir grace au critere empirique du scree-test de Cat-
tell [17] : (a) éboulis des valeurs propres de X et (b) différences entre les valeurs propres consécutives.

Méthodes non-linéaires d’extraction de caractéristiques

Récemment, de nombreuses méthodes de réduction de dimension non-linéaire ont été propo-
sées. Une premiere catégorie de méthodes se proposent d’étendre I’ACP linéaire classique au cas
non-linéaire. Parmi ces méthodes, Kernel-PCA (KPCA) [80] utilise les fonctions noyaux des SVM
(voir paragraphe 2.2.3) pour transformer les données originales avant d’appliquer une ACP classique
sur les données transformées. Les méthodes dites de « courbes principales » ou de « surfaces prin-
cipales » [24,/41, 46] recherchent, non plus un hyper-plan comme en ACP, mais une hyper-surface
paramétrée et lisse qui approche au mieux les données. La seconde catégorie de méthodes de réduc-
tion de dimension non-linéaire est basée sur I’idée que les données sont disposées sur une variété
non-linéaire de dimension intrinseque d dans I’espace de dimension p. Ces méthodes ont générale-
ment comme principal objectif de permettre la visualisation des données de grande dimension. Pour
cela, elles cherchent a « déplier » la variété sur laquelle vivent les données. Ces méthodes font parties
des méthodes neuronales dans le sens ol les points (qui jouent le role de neurones) cherchent leur
position dans I’espace de sortie tout en respectant (tout au moins localement) la topologie d’entrée.
La premiere méthode de ce type qui a été proposée est le Multi-Dimensional Scaling (MDS) dont
on pourra trouver la technique détaillée dans de nombreux livres tels que [47]. Ces dernieres années,
plusieurs méthodes dérivées ont vues le jour qui s’opposent principalement sur la question du critere
de similarité entre les topologies d’entrée et de sorties. Parmi ces extensions, nous pouvons citer Ana-
lyse en Composante Curviligne (CCA) [25], la Locally Linear Embedding (LLE) [76] et la méthode

Isomap [86].
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Analyse Factorielle Discriminante (FDA)

Les méthodes de réduction de dimension présentées précédemment ne prennent cependant pas en
compte I’objectif de classification qui est a I’origine de la nécessité pour nous de réduire la dimension.
L’ Analyse Factorielle Discriminante (FDA en anglais) combine quant a elle la réduction de dimension
et la discrimination. En effet, effectuer une analyse factorielle discriminante consiste a projeter les
données de R? sur les d = (k — 1) axes discriminants qui maximisent le rapport de la variance inter-
classe et de la variance intra-classe, puis d’apprendre la régle de décision ¢* sur les données projetées.

Nous avons donc besoin de définir la matrice de variance inter-classe empirique B :

k n
B= % oD sl — i) — @)

i=1 j=1

ou fi = % Zle Z;‘L:1 sijft; . Le théoreme de Huyghens nous permet d’obtenir la relation suivante

liant les matrices de variance inter et intra-classe a la matrice de variance totale empirique X;otq7e -
Etotale =B+ W.

Nous souhaitons trouver une représentation des données qui permette de discriminer les groupes le
mieux possible. Pour ce faire, il faut que les projections des k centres de gravité soient les plus séparées
possible, tandis que les données de chaque classe doivent se projeter de facon groupée autour du centre
de gravité de leur classe. Nous recherchons donc une représentation des données qui maximise la
variance inter-classe et qui minimise la variance intra-classe. Avec les notations et résultats précédents,
les axes de la projection recherchée satisfont le probleme d’optimisation suivant :

u'Bu

max ————. 2.8)
u ulztomleu

-1

totale B 880Ci€ a sa plus grande valeur

On sait que ce maximum est atteint pour u vecteur propre de by
propre. La figure 2.15 illustre le choix d’un axe de projection permettant de discriminer au mieux les
classes. Une fois la projection déterminée, on peut alors effectuer une analyse discriminante linéaire.
Cette stratégie qui combine réduction de dimension et discrimination est souvent profitable car les
données de chaque classe n’occupent en général pas la totalité de I’espace et cela permet de réduire
le nombre de parametres a estimer. Cette méthode se révele relativement efficace sur des données de
grande dimension comme on peut le constater sur la figure 2.16 qui présente la projection des données
USPS (voir chapitre 5) sur les axes principaux d’une part, et sur les axes discriminants d’autre part.
En revanche, on peut remarquer que cette approche nécessite toutefois I’inversion de la matrice de

variance totale empirique f]tomle, ce qui peut poser probleme si celle-ci est mal conditionnée (voir
paragraphe 2.4.1).
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(2) (b)

F1G. 2.15 — L’axe principal de la figure (a) ne permet pas de discriminer efficacement les deux groupes
alors que celui de la figure (b) posséde un bon pouvoir discriminant (figures extraites de [47]).

08

2éme axe principal
2eme axe discriminant

-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 -15 -1 -0.5 0 0.5 1
1er axe principal 1er axe discriminant

(2) (b)

FIG. 2.16 — Projection des données correspondantes aux chiffres 3, 5 et 8 de la base USPS sur (a) les
2 premiers axes principaux et (b) les 2 premiers axes discriminants.
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2.4.3 Méthodes de régularisation

Comme nous I’avons dit, 1’analyse discriminante linéaire peut &tre considérée comme une mé-
thode de référence du fait de sa robustesse. Toutefois, cette propriété de robustesse n’est plus vérifiée
quand la taille de 1’échantillon devient trop faible devant la dimension de I’espace. Cette remarque
est encore plus vraie en ce qui concerne I’analyse discriminante quadratique. Au début des années
1990, des méthodes dites d’analyse discriminante régularisée ont vues le jour, ayant comme but de
stabiliser les résultats de 1’ Analyse Discriminante dans ce cas limite. On pourra consulter [62] pour
une synthése sur le sujet. Nous avons vu au paragraphe [2.4.1 que dans le cas de petits échantillons
les matrices de covariance sur lesquelles se basent les méthodes classiques d’analyse discriminante
sont mal conditionnées voir non inversibles. Cela entraine évidemment une détérioration de la perfor-
mance du classifieur. Nous allons présenter dans ce paragraphe les principales méthodes existantes de
régularisation dans le cadre de la classification. Une récente étude [53] a évalué les performances de
ces méthodes de régularisation ainsi que des méthodes basées sur des modeles de mélange gaussien

parcimonieux dans le cadre de la classification de puces ADN.

Régularisation simple

Pour pallier les problemes liés au mauvais conditionnement ou a la singularité des estimations des
matrices de covariance des classes, il est tout d’abord possible d’utiliser le pseudo-inverse a la place
de I’inverse classique. On peut également ajouter une constante o2 positive 2 la diagonale des matrices
de covariance estimées :

ii = il +o ZQ I P

Cette régularisation numérique simple est du méme type que la régularisation ridge utilisée en ré-
gression. Zhong et al. [95] ont également proposé d’utiliser cette régularisation simple en régression
inverse pour la détection de motifs en génétique. Enfin, il est important de noter que ce type de régu-
larisation est généralement effectué dans les logiciels de statistique (c’est notamment le cas pour la

fonction LDA de Matlab) sans que cela soit notifié a I'utilisateur.

Analyse discriminante régularisée (RDA)

Historiquement, on doit & Friedman [38] la premiére méthode régularisée d’analyse discrimi-
nante qu’il baptisa d’ailleurs Regularized Discriminant Analysis (RDA). Friedman propose de faire
dépendre I’estimation des matrices de covariance des groupes de deux parameétres de régularisation,

A et 7y, et ce de la facon suivante :

tr(2(\))
p

1

s

Si(A7) = (1= 7)i(A) +v
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F1G. 2.17 — Analyse discriminante régularisée (RDA) : le parametre A permet de faire varier le clas-
sifieur entre QDA et LDA tandis que le parametre v contrdle I’estimation des valeurs propres des
matrices de covariance.
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o (=N = D+ A — k)X
A T Vo Yy

Le parametre de complexité A € [0,1] contrdle la contribution des estimateurs 3; et 32, qui sont
donnés respectivement par les équations (2.5) et (2.6). Ainsi, I’Analyse Discriminante Régularisée
engendre une regle de décision qui « varie » entre I’ Analyse Discriminante Linéaire et I’ Analyse Dis-
criminante Quadratique. D’autre part, le parametre y € [0, 1] controle I’estimation des valeurs propres
des matrices de covariance. En effet, si v = 0 alors les valeurs propres de >2; peuvent étre différentes
les unes des autres tandis que si v = 1 alors les valeurs propres sont supposées étre toutes égales.
Dans ce dernier cas, cela revient a supposer que les densités des classes sont de forme sphérique. La
figure[2.17 montre I’influence des deux paramétres de régularisation de RDA. On observe que, fixant
~ a0 et faisant varier A, on obtient une méthode qui va de QDA (A = 0) a LDA (A = 1). A I'inverse,
en fixant \, la variation de ~y conduit a des estimations plus ou moins biaisées des valeurs propres des
matrices de covariances des classes. En particulier, si A = 0, la régularisation grace au parametre
est du méme type que la régularisation simple présentée au paragraphe précédent. Enfin, pour A = 1
et v = 1, on obtient la méthode simpliste qui consiste a affecter tout nouveau point a la classe dont
il est le plus proche de la moyenne au sens de la distance usuelle. Cette méthode donne généralement
des résultats un peu meilleurs que QDA et LDA quand la taille de I’échantillon d’apprentissage est
petite comme le fait remarquer Celeux dans [42, chap. 7]. En revanche, nous avons remarqué en ex-
périmentant RDA que sa paramétrisation était rendue difficile par le peu de sensibilité des résultats
de classification par rapport aux parametres de régularisation. Une application de cette méthode a la

reconnaissance de visage est proposée dans [73].

Régularisation de LDA par augmentation de la matrice intra-classe

Krzanowski er al. [52] ont proposé différentes techniques pour pallier les problemes posés par
le mauvais conditionnement des matrices de covariance dans le cadre de la discrimination de don-
nées spectroscopiques. Ce travail est tout a fait en lien avec le sujet qui nous intéresse ici puisque les
données spectroscopiques sont des données de grande dimension et que la méthode de discrimination
considérée est LDA. Les auteurs partent de I’hypothése que la matrice de covariance intra-classe em-
pirique W est singuliére et que son rang est d < p. Leur idée est de construire un nouvelle matrice 17/
de rang p , et donc non-singuliére, qui soit une bonne approximation de W au sens de la préservation
de I’'information originale. C’est I’idée inverse de I’ACP qui au contraire cherche le sous-espace de
dimension d qui permet la meilleure approximation des données de dimension p. Pour construire cette

nouvelle matrice, il nous faut tout d’abord considérer la décomposition spectrale de W' :
W = LDL,

ou D est la matrice diagonale composée de valeurs propres ordonnées de W, A1 > ... > A\g > A\g1 =

... = Ap = 0O et L est la matrice orthonormale contenant les vecteurs propres correspondants. Si on
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appelle D, la matrice diagonale composée des d premieres colonnes de D, on peut alors écrire :

W = (LiLy) ( l())l 8 ) (L1 L)Y,

ou L contient également les d premieres colonnes de L et ou Ly contient les (p — d) dernieres

colonnes. Les auteurs proposent alors comme matrice W la matrice suivante :

o1 Dital 0 .
W= C(L1L2) ( 0 (o + ) ) (L1L2)",

ol « et J satisfont les conditions suivantes :

a>0, <A, at+8>0.

Enfin, ¢ est une constante de normalisation telle que tr(1¥') = tr(W). Les parametres de régulari-
sation « et 3, par analogie avec RDA, sont a estimer sur le jeu d’apprentissage et Krzanowski et al.
recommandent de les estimer par validation croisée. Les expérimentations sur données simulées que
nous avons mené ont montré que cette méthode devait étre réservée a des cas ol les autres méthodes
de régularisation échouent tant la paramétrisation est difficile et la différence avec LDA est petite dans

le cas standard.

Analyse discriminante pénalisée (PDA)

L’ Analyse Discriminante Pénalisée (PDA) [45] a ét€ proposée pour traiter des données dont les
variables sont trés corrélées ou dont la taille est petite devant le nombre de variables. PDA est au
méme titre que RDA une méthode de régularisation de LDA. La pénalisation introduite dans PDA est
du méme type que la régularisation simple présentée précédemment, a la différence que PDA pénalise

également les corrélations entre les prédicteurs. L’estimateur pénalisé de > utilisé dans PDA est :
Y=3+ a2Q,

oul la matrice €2, de taille p x p, permet de pénaliser les corrélations entre les prédicteurs. Les auteurs
recommandent d’utiliser une matrice « lisse », i.e. deux coefficients voisins doivent avoir une valeur
proche. L’ensemble des paramétres de pénalisation, o2 et les coefficients de (2, peuvent étre appris sur
le jeu d’apprentissage par validation croisée. Ils peuvent aussi traduire des a priori de I’expérimenta-
teur. Hastie ef al. proposent également de coupler cette pénalisation a la projection des données sur
les axes discriminants de Fisher (voir paragraphe [2.4.2) avant d’appliquer la régle de décision. Les
auteurs proposent également d’effectuer une transformation préalable des données par 1’application

d’un opérateur de type noyau puis d’appliquer PDA.
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. Nombre de Ordre Nb de prms pour

Modele .
parametres asymptotique k=4etp=100

Full-GMM p+kplp+1)/2 kp?/2 20603
Com-GMM p+plp+1)/2 p?/2 5453
Diag-GMM p+kp 2kp 803
Com-diag-GMM p+p P 503
Sphe-GMM p+k kp 407
Com-sphe-GMM p+1 D 404

TAB. 2.1 — Propriétés des modeles gaussiens : p = kp+ k — 1 est le nombre de parametres nécessaires
a I’estimation des moyennes et proportions. Pour le calcul des ordres asymptotiques, nous supposons
que k£ < p.

244 Modeles parcimonieux

La seconde solution permettant de pallier le probleme du fléau de la dimension dans le cadre de
la modélisation par modeles de mélange gaussien est 1’utilisation de modeles parcimonieux, i.e. des
modeles qui requierent un nombre « raisonnable » de parametres a estimer. Rappelons tout d’abord que
le modele gaussien général (matrices de covariance X; pleines) de QDA, noté full-GMM dans la suite,
requiert I’estimation de 20603 parametres pour des données comportant 4 classes dans un espace de
dimension 100. Dans ce méme cas de figure, LDA — qui est en fait déja une méthode de régularisation
de QDA - requiert quant a elle I’estimation de 5453 parametres. Le modele gaussien parcimonieux
utilisé dans LDA sera noté dans la suite com-GMM. Le tableau [2.1 donne notamment le détail du
nombre de parameétres pour ces deux modeles gaussiens. Dans ce paragraphe, nous présenterons les
modeles parcimonieux dans le cadre supervisé (analyse discriminante) par souci de simplicité. Une
vue d’ensemble de I'usage des modeles parcimonieux en classification automatique est disponible
dans [36].

Modeles de mélange gaussien diagonaux et sphériques

Les modeles parcimonieux simples que nous allons détailler dans ce paragraphe sont obtenus en
faisant des hypotheses supplémentaires par rapport aux hypotheses classiques du modele de mélange

gaussien présenté au paragraphe |2.1.3.

Modele de mélange gaussien diagonale Sil’on fait I’hypothese supplémentaire, par rapport au mo-
dele de mélange gaussien classique full-GMM (matrices de covariance Y; pleines), que les matrices
de covariance X; sont diagonales, i.e. >; = diag(a?l, e afp),i =1,..., k, on obtient alors un nouveau
modele parcimonieux qui sera noté diag-GMM. Ce mode¢le ne requiert que ’estimation de 803 para-
metres si I’on considere toujours des données comportant 4 classes dans un espace de dimension 100.

Ce modele fait en réalité I’hypotheése que les variables sont indépendantes (les termes de covariance
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des matrices de variance-covariance sont tous nuls). Cette hypotheése peut toutefois s’avérer trop res-
trictive dans certains cas. En revanche, il peut étre couplé avec succes a une ACP qui fournira des
données dont les variables seront indépendantes sous hypothese gaussienne. Dans le cadre supervisé
et sous cette hypothése, QDA donne naissance a une nouvelle méthode de discrimination que 1’on

peut appeler QDA et dont la régle de décision revient a minimiser la fonction de coft :
P
=1

Cette hypothese d’indépendance des variables peut également étre combinée a I’hypothese d’égalité

4
()) —{—ilo ) —21 te
g zé Og(ﬂ-l) + C™.
/=1

des matrices de covariances (cas de LDA). Le modele de mélange résultant, que 1’on notera com-diag-
GMM, ne nécessite alors que 1’estimation de 503 parametres dans le cas de I’exemple précédent. Lee
et al. [53] ont montré que le modele gaussien diagonal utilisé dans QDA et LDA fournit des résultats
trés satisfaisants en comparaison d’un grand nombre d’autres classifieurs. Toutefois, il est important
de noter que la dimension des données de puces ADN utilisées pour cette évaluation avait été réduite

par une procédure spécifique.

Modéle de mélange gaussien sphérique Il est également possible de faire 1’hypothése que les
densités des classes sont de forme sphérique en supposant que >; = O'Z-ZI ,i = 1,...,k, ou I, est
la matrice identité de taille p X p. Ce modele, que 1’on notera sphe-GMM, ne requiert alors que
I’estimation de 407 parametres si I’on considere toujours le cas de données comportant 4 classes en
dimension 100. Dans le cadre supervisé et sous cette hypothese, QDA donne naissance a une nouvelle
méthode de discrimination que 1’on peut appeler QDAs et dont la régle de décision revient a minimiser
la fonction de cofit :

1
Ki(x) = — 7 — pll® + plog(o?) — 2log(m) + C*

i

Il est 2 nouveau possible d’utiliser ce modele parcimonieux en combinaison avec I’hypothese d’égalité
des matrices de covariances. Cela engendre alors le modele le plus parcimonieux possible, noté com-
sphe-GMM, qui ne requiert que 1’estimation de 404 parametres dans le cas de I’exemple précédent.
Enfin, si I’on fait I’hypothése supplémentaire que les proportions sont égales m; = 1/k, alors on
obtient dans le cadre supervisé la regle géométrique de ’analyse discriminante linéaire qui consiste a
minimiser la fonction de cofit :

Ki(z) = ||l — uil]® + C*, 29)

qui affecte le point x a la classe dont il est le plus proche de la moyenne. Ce classifieur a été bap-
tisé nearest-means classifier par Friedman [38]. Toutefois, cette régle simple conduit a des erreurs

d’affectation quand la dispersion des classes est trop différente.
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Modéles de mélange gaussien a décomposition spectrale

Nous avons vu au paragraphe précédent que le modele de mélange gaussien était a la téte d’une
famille de modeles plus ou moins parcimonieux. La décomposition spectrale des matrices de co-
variance [5, 21] permet de paramétrer de maniére unique les matrices de covariance des modeles
parcimonieux précédents :

¥ = MD; A; DL,

ou D; est la matrice des vecteurs propres de ¥;, A; est une matrice diagonale contenant les valeurs
propres normalisées et ordonnées de 3J; et \; = det(Ei)l/ P Les quantités \;, D; et A; contrdlent
respectivement le volume, 1’orientation et la forme de la distribution de la classe C;. En permettant ou
non a ces trois parametres de varier, entre et a 'intérieur des classes, les auteurs mettent en évidence
14 modeles particuliers qui vont du modele le moins parcimonieux, le modele gaussien classique, au
modele le plus parcimonieux. Cette paramétrisation permet de proposer de nouvelles modélisations
intermédiaires qui n’étaient pas connues auparavant. Cette paramétrisation peut €tre naturellement
utilisée en classification supervisée et non supervisée. Dans le cas supervisé, cette paramétrisation
donne naissance a ’'EDDA (Eigenvalue Decomposition Discriminant Analysis) [7] qui permet notam-
ment d’éviter le recours aux parametres de régularisation de la RDA. L’EDDA choisit, par validation
croisée, parmi ces modeles celui qui possede le plus petit taux d’erreur. Dans le cas non supervisé, le
choix du modele se fait grace au critere BIC [81]. Les estimateurs des paramétres de certains modeles

n’ont pas une forme explicite et sont alors estimés par des méthodes itératives.

24.5 Classification dans des sous-espaces

Une récente extension de la classification traditionnelle consiste a rechercher les sous-espaces
dans lesquels vivent les données de chacun des groupes. En effet, le phénomene de I’espace vide nous
a permis de nous convaincre qu’un espace de dimension p est quasiment vide et que les données se
trouvent dans des sous-espaces de dimension inférieure. De plus, il est assez naturel de penser que les
données provenant de classes différentes vivent dans des sous-espaces différents. Etrangement, cette
approche a plutdt été développée dans le cadre de la classification non-supervisée (clustering). Par
conséquent, ce paragraphe sera principalement présenté dans le cadre du clustering. Les méthodes
de subspace clustering peuvent étre divisées en deux grandes familles de méthodes : d’une part, les
méthodes heuristiques qui recherchent les dimensions permettant d’obtenir le meilleur clustering et,
d’autre part, les méthodes basées sur des modeles de mélange qui modélisent le fait que les données

vivent dans des sous-espaces.

Méthodes heuristiques

De nombreuses méthodes de subspace clustering utilisent des techniques heuristiques de re-
cherche pour identifier les sous-espaces des classes. Parmi ces méthodes, on peut distinguer deux

types d’algorithmes de recherche des sous-espaces : les méthodes de recherche dites « bottom-up » et
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celles dites « top-down ». Les méthodes dites « bottom-up » utilisent des histogrammes pour sélection-
ner les dimensions permettant de séparer efficacement les groupes. CLIQUE [3] fut I’'un des premiers
algorithmes « bottom-up » proposés pour rechercher des groupes dans des sous-espaces de 1’espace
original. D’autre part, les techniques de recherche de type « top-down » sont des méthodes itératives
qui, partant de I’espace entier comme solution initiale, ponderent a chaque itération les dimensions ne
semblant pas contenir de groupe. La premiére méthode de ce type fut Proclus [2] qui évalue a chaque
itération la qualité du clustering en calculant la distance moyenne entre les centres des groupes. Une

vue d’ensemble des méthodes heuristiques est disponible dans [68].

Méthodes basées sur des mélanges de factor analyzers

Dans le méme temps, de nombreuses méthodes basées sur les mélanges de factor analyzers ont
vu le jour. Ces méthodes génératives proposent de se placer dans les espaces propres des classes afin
de prendre en compte le fait que les données vivent dans des sous-espaces de faible dimension. Pour
cela, elles se basent sur le modele de I’analyse factorielle [44]. Une vue d’ensemble de ces méthodes
est notamment disponible dans [75]. Une évaluation d’une partie des méthodes présentées ci-dessous
est faite dans [63].

Le modéele de ’analyse factorielle Ce modele suppose que les observations sont des réalisations
indépendantes d’un vecteur aléatoire X', de dimension p, qui est la combinaison de la transformation

d’une variable latente Y, non observée, de dimension d < p et d’un terme d’erreur e :
X=HY +p+e

La variable latente Y; est appelée le « facteur » et est supposée suivre une loi normale N(0, I), ou
1; est la matrice identité de taille d. La matrice H, de taille p X d, est une matrice de transformation
contenant les poids des facteurs. L’erreur € est quant & elle supposée suivre une loi normale N (0, D)
ou la matrice p X p de covariance D est diagonale :

D= diag(a%,...,aﬁ).

Sous ces hypotheses, le vecteur aléatoire X suit une loi normale AV(u, X), ot la matrice de covariance
> a la forme suivante :
Y =HH"'+D.

Ainsi, I’estimation de la matrice ¥ ne requiert que I’estimation de pd — d(d — 1)/2 + p paramétres.
Mélange de factor analyzers Rubin et al. [78], puis Ghahramani et al. [40] et McLachlan et al. [59],

ont proposé d’utiliser ce modele de variables latentes pour modéliser chacun des groupes et d’utiliser

I’algorithme EM pour estimer les paramétres du modele. La densité f(.,0;),7 = 1, ..., k, de chacun
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des groupes est alors supposée étre celle d’une loi normale N (p;, 3;), olt la matrice de covariance ¥;
a la forme suivante :
¥ = H;H! + D;.

Ainsi, le nombre de parameétres a estimer a chaque étape de I’algorithme EM est contr6lé par la
dimension d de I’espace latent. McLachlan et al. [59] ont notamment appliqué ce modéle de mélange

pour la classification automatique de puces ADN.

Mélange de principal component analyzers Sil’on fait I’hypothése supplémentaire que D = azlp,
ou I, est la matrice identité de dimension p, alors I’analyse factorielle se réduit a I’analyse en compo-
santes principales (cf. paragraphe 2.4.2). Cela a été en particulier montré par Tipping et Bishop [87].
Lutilisation du mélange de principal component analyzers pour la classification non-supervisée a en-
suite été proposée simultanément par Roweis [77] et Tipping et al. [88]. Ce mélange suppose donc
que la densité f(.,0;),i = 1,..., k, de chacun des groupes est celle d’une loi normale N (y;, ¥;), ol

la matrice de covariance X; a la forme suivante :
Y = H;H! + 0?1,
7 1tdg 1P

Tipping et al. ont notamment appliqué cette technique a la compression d’images par regroupement
des zones d’images similaires. Ces derniers ont également utilisé dans [11] cette modélisation en
combinaison avec une approche hiérarchique pour la visualisation de données de grande dimension.
La modélisation par mélange de principal component analyzers a également été considérée dans [13]
pour le cas de la classification automatique de données de dissimilarité et par Moghadam et al. [64]

dans le cadre supervisé pour la reconnaissance de visages.

Le sous-espace de discrimination de Flury et al.

Dans le cadre supervisé, Flury er al. [34] ont proposé une méthode de discrimination sous la
contrainte que toutes les différences entre les populations ont lieu dans un sous-espace de dimension
d < p. Cette méthode est basée sur le modele DSM (Discrimination Subspace Model) et est un classi-
fieur intermédiaire entre la discrimination quadratique (QDA) et la discrimination linéaire (LDA). Le
modele DSM combine, comme le mélange de factor analyzers, les idées de réduction de dimension
et de contraintes sur le modele. Pour simplifier, Flury et al. ont considéré uniquement le cas de deux
classes. Dans ce cas, le modele DSM suppose que X est un vecteur de dimension p distribué selon
une loi normale N (p;, ;) pour la i¢me population, i = 1,2, et qu’il existe une matrice p X p non

singuliere Q = [Q : Q], out Q et Q sont respectivement de taille p x d et p x (p — d), et telle que :
(i) Q'3;Q soit diagonale pour i = 1,2,
(i) Q'31Q = Q'%2Q,
(i) Q'u1 = Qpa.



Chapitre

Modeles de mélange gaussien pour les

données de grande dimension

Dans ce chapitre, nous ménerons tout d’abord au paragraphe|3.1 une analyse critique des solutions
proposées jusqu’alors pour résoudre le probléme de la classification des données de grande dimen-
sion et, sur cette base, nous proposerons une approche qui exploite les bienfaits de la dimension. Au
cours du paragraphe [3.2, nous proposerons une re-paramétrisation du modele de mélange gaussien
permettant de combiner les idées de réduction de dimension et de modeles parcimonieux. Cette re-
paramétrisation donnera naissance a un modele de mélange gaussien qui sera baptisé [a;;b;Q;d;], du
nom de ses parametres, et dont la complexité sera controlée par la dimension intrinséque des données.
En suivant I’approche de Celeux et Govaert [21], nous verrons au paragraphe |3.3 qu’en contraignant
les parametres du modele [al-j b;Qid;], celui-ci générera une famille de modeles allant du modele le
plus général au modele le plus parcimonieux. Enfin, au paragraphe [3.4, nous montrerons que notre
modélisation permet une approche unifiée de la classification des données de grande dimension dans
le cadre gaussien. Pour cela, nous étudierons les liens existants entre les modeles proposés dans ce

chapitre et les modeles gaussiens classiques.

3.1 Motivation de notre approche

Nous avons vu au chapitre 2 que la majorité des méthodes d’apprentissage souffre du « fléau de la
dimension » et voit leur performance décroitre quand la dimension des observations augmente. Nous
allons tout d’abord analyser les principales limites des solutions existantes aux problémes posés par la
grande dimension des données en classification. Cette analyse nous permettra ensuite d’élaborer une
approche adaptée a la classification de telles données dans le cadre du modele de mélange gaussien

en exploitant les « bienfaits de la dimension ».

63
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F1G. 3.1 — Un des « dangers » de la réduction de dimension dans le cadre de la classification.

3.1.1 Les limites des approches existantes

Les solutions proposées jusqu’alors pour pallier le probleme de la classification des données de
grande dimension sont de réduire la dimension des données de fagon globale, de régulariser les esti-
mations des matrices de covariance ou d’utiliser une modélisation des données qui soit parcimonieuse.
Ces approches permettant le plus souvent d’améliorer les performances des méthodes de classification

possedent toutefois un certain nombre de limitations.

Les « dangers » de la réduction de dimension

La premiere des solutions existantes pour contrer le fléau de la dimension est de réduire la dimen-
sion des données. La réduction de dimension est généralement réalisée préalablement a la classifica-
tion et par une approche globale qui ne tient pas compte de I’objectif de classification. Cette technique
permet aux méthodes de classification de fonctionner correctement mais au prix d’une perte d’infor-
mation qui aurait pu étre discriminante. De plus, si I’on se place dans le cadre de la classification,
cette approche est paradoxale puisque les p variables ne sont certes pas toutes nécessaires pour dé-
crire chacune des classes mais I’ensemble des variables est le plus souvent nécessaire pour discriminer
les classes les unes par rapport aux autres. La figure [3.1 illustre cela en présentant une situation ca-
ricaturale ou les 4 classes ne peuvent étre discriminées qu’en conservant I’ensemble des dimensions
initiales. Les données originales, représentées en bleu, vivent dans un espace a 3 dimensions. Les
projections des données originales sur les 3 sous-espaces de dimension 2 sont respectivement repré-
sentées en rouge, vert et violet. On observe qu’aucune des trois projections ne permet de séparer les 4
groupes et que leur discrimination n’est possible que dans I’espace d’origine. En outre, le phénomene

de «1’espace vide » nous a permis de nous rendre compte que les espaces de grande dimension sont
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quasiment vides et que les données vivent dans des sous-espaces de 1’espace original. En étendant
cette réflexion au cadre de la classification, il est assez naturel de conjecturer que les données de
classes différentes vivent dans des sous-espaces différents. Il est alors clair qu'une approche globale
de réduction de dimension ne peut pas prendre en compte cette spécificité des données de grande
dimension. Une approche qui réduirait la dimension pour chaque classe indépendamment aurait donc
déja plus de sens qu’une approche globale. D’autre part, nous avons vu au chapitre|2 qu’il est plus aisé
de discriminer, avec un classifieur adapté, des classes dans un espace de grande dimension que dans
un espace de faible dimension. Les méthodes de discrimination a noyaux SVM, présentées également
au chapitre 2, font cette hypothése puisqu’elles augmentent artificiellement la dimension de 1’espace
de départ afin de faciliter la discrimination. Pour toutes ces raisons, nous pensons qu’il est préférable
de ne pas réduire la dimension des données au préalable mais d’utiliser un modele qui prennent en

compte le fait que les données de classes vivent dans sous-espaces de dimensions intrinseques faibles.

Les restrictions des méthodes de régularisation

Nous avons vu au chapitre précédent que la seconde solution pour que les méthodes de classifi-
cation basées sur le modele de mélange gaussien ne soient pas sujettes a la dimension des données
est de régulariser a posteriori les estimations des matrices de covariance. Cependant, cette approche
introduit un biais dans I’estimation des matrices de covariance qui améliore certes le conditionne-
ment de la matrice estimée mais qui influe également sur la régle de décision du classifieur. De plus,
si la dimension des données est tres grande devant le nombre d’observations, alors la régularisation
devra étre importante et, par conséquent, la perturbation induite sur la régle de décision ne sera pas
négligeable. D’autre part, cette approche ne fait que contourner le probleme puisque le mauvais condi-
tionnement des matrices de covariance des classes est également lié au fait que les classes vivent dans
des sous-espaces de dimension intrinséque faible. En effet, les données de chaque classe vivant dans
un sous-espace de faible dimension, une grande partie des variables ne sert pas a décrire les données
et les termes de la matrice de covariance associés a ces dimensions seront, dans le pire des cas, nuls
ou mesureront, dans le meilleur des cas, la variance due au bruit. On comprend donc la nécessité de

modéliser les données de chaque classe dans leur sous-espace spécifique.

Les limites des modeles parcimonieux

Le dernier « remede » possible au « fléau de la dimension » est I’utilisation de modeles parcimo-
nieux. Les modeles parcimonieux, rappelons-le, font des hypotheses supplémentaires sur le modele
général afin de limiter le nombre de parametres a estimer. Il est vrai que le modele gaussien général
requiert pour chaque classe 1’estimation d’un nombre de parametres qui croit avec le carré de la dimen-
sion. On comprend alors vite la nécessité de recourir aux modeles parcimonieux pour pouvoir traiter
des données de grande dimension, en particulier quand le nombre d’observations devient petit devant
la dimension. Cependant, les modeles parcimonieux les plus utilisés sont soit encore trop complexes

(com-GMM)), soit trop parcimonieux (diag-GMM et sphe-GMM). En effet, le nombre de paramétres a
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estimer dans le cas du modele com-GMM est encore de 1’ordre du carré de la dimension. D’autre part,
I’hypothese d’indépendance conditionnelle des variables des modeles diag-GMM et sphe-GMM est
le plus souvent trop restrictive pour modéliser correctement des données de grande dimension. Parmi
les 14 modeles plus ou moins parcimonieux que propose leur re-paramétrisation, Celeux et Govaert
recommandent d’ailleurs, dans [21], I'utilisation de ces deux modeles. Ils recommandent également
I’utilisation d’un modele moins parcimonieux, basé sur le modele com-GMM, qui suppose que cha-
cune des matrices de covariance des classes est proportionnelle a une méme matrice B. L’utilisation
des modeles parcimonieux dans le cadre de la classification de données de grande dimension peut
s’avérer fructueuse car ils permettent aux méthodes génératives de fonctionner correctement. Cepen-
dant, I’utilisation des modeles parcimonieux n’est pas adaptée a la classification de données de grande
dimension car ces modeles ne peuvent le plus souvent pas modéliser efficacement la structure com-
plexe de données de grande dimension et nécessitent encore 1’inversion des matrices de covariance

estimées.

3.1.2 Notre approche : combiner réduction de dimension, modeles parcimonieux et
régularisation

Nous avons vu précédemment que la baisse de performance des méthodes de classification dans les
espaces de grande dimension est principalement due au fait que les modeles requierent I’estimation
d’un nombre trop grand de parametres devant le nombre d’observations disponibles. De plus, les
approches proposées pour s’affranchir de ce probléme ne peuvent pas le résoudre efficacement car
les données de grande dimension vivent dans des sous-espaces dont les dimensions intrinseques sont
inférieures a la dimension de I’espace original. Cependant, le phénomene du « fléau de la dimension »
posséde un antagoniste que Donoho dans [27] a baptisé les « bienfaits de la dimension ». Parmi ces
aspects positifs des espaces de grande dimension, nous avons vu précédemment que la discrimination
est plus aisée dans un espace de grande dimension que dans un espace de dimension plus faible. Nous
allons par conséquent proposer une paramétrisation du modele de mélange gaussien qui permette
d’exploiter cette caractéristique des espaces de grande dimension. Notre idée est d’utiliser le fait que
les données de grande dimension vivent dans des sous-espaces dont les dimensions intrinséques sont
faibles pour limiter le nombre de parameétres du modele et régulariser I’estimation des matrices de
covariance des classes. Pour mettre en ceuvre cette idée, nous allons proposer une re-paramétrisation
du modele de mélange gaussien qui prenne en compte le fait que les données de chacune des classes
vivent dans des sous-espaces différents dont les dimensions intrinseques peuvent étre différentes. Cela
permettra notamment de contrdler la complexité du modele par les dimensions des sous-espaces des
classes et non plus par la dimension de 1’espace d’origine. En outre, les matrices de covariance ne
dépendant plus directement de la dimension totale de 1’espace, leur estimation sera régularisée et ne

conduira donc plus a des matrices mal conditionnées ou singulieres.
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3.2 Le modele de mélange gaussien [a;;b;(Q);d,;]

Nous allons proposer dans ce paragraphe une re-paramétrisation du modele de mélange gaussien
qui permette de combiner les idées de réduction de dimension, de contraintes sur le modele et de régu-
larisation. Nous étudierons ensuite les caractéristiques et la complexité du modele engendré par cette
re-paramétrisation. Nous expliciterons et interpréterons également la fonction de cofit sur laquelle est

basée la reégle de décision associée a ce modele.

3.2.1 Re-paramétrisation du modele de mélange gaussien

Nous nous placons dans le cadre du modele de mélange gaussien, i.e. nous supposons que les
densités de probabilité des classes f(z,6;), Vi = 1,..., k, sont celles de lois normales N '(y;, ;) de

moyennes ji; et de matrices de variance X3; :

k
fl@) = mif(x,6:).
i=1
En suivant la re-paramétrisation de Banfield et Raftery [5], basée sur la décomposition spectrale de ¥;,

on peut écrire :

Y= QiNQY,

ou (Q; est la matrice orthogonale de taille p x p contenant les vecteurs propres de X; et A; est la
matrice de covariance de la classe C; dans son espace propre. La matrice A; est alors une matrice

diagonale contenant les valeurs propres de ;.

Re-paramétrisation de A; et définitions

Afin de modéliser le fait que les données de chacune des classes vivent dans des sous-espaces de
dimensions inférieures a la dimension de 1’espace, nous proposons d’écrire la matrice diagonale A;

sous la forme suivante :

0 bi

olta;; > b;,j=1,...,d;,etd; < ppourtouti = 1, ..., k. Nous supposons donc implicitement que les

d; plus grandes valeurs propres de chaque classe C;,i = 1, ..., k, sont distinctes et que les (p—d;) plus
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\ 4

FIG. 3.2 — Les parametres du modele [a;;b;Q);d;] pour le cas de deux classes.

petites valeurs propres sont égales. Remarquons qu’il est toujours possible de faire cette hypothése car
dans le cas o toutes les valeurs propres de A; seraient distinctes, nous pouvons choisir d; = (p — 1).
Nous allons également définir les sous-espaces E; et IEZl de la classe C; respectivement associés aux

valeurs propres a1, ..., @;q,et b;.

Définition 3.2.1. Le sous-espace affine E; est le sous-espace engendré par les d; vecteurs propres
associés aux valeurs propres a;1, ..., a;q; et tel que p; € ;. Le sous-espace IEZl est le sous-espace

supplémentaire de [E; dans R”,i.e. E; & IEZL = RP, et tel que p; € I[?lzl

On définit en outre les opérateurs P; et Pf de projection sur les sous-espaces E; et IEZL respecti-

vement.
Définition 3.2.2. ’opérateur P; de projection sur le sous-espace E; est défini par :
Vo € RP, P(z) = QiQ}(x — i) + i,

ou (); est la matrice p X p contenant les d; premicres colonnes de (); complétée par des zéros. De

méme, I’opérateur Pf de projection sur le sous-espace IEZL est défini par :
Pt (z) = QiQl(x — i) + pa,

ot Q; = Q; — Q; est la matrice p x p contenant les (p — d;) derniéres colonnes de (); complétée par

des zéros.

La figure 3.2 illustre la paramétrisation proposée ci-dessus et permet de se représenter les sous-

espaces E;, 7 = 1, ..., k, des classes.
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Le modele [a;;b;Q;d;] et ses parameétres

En suivant le systéme de notation introduit par Celeux et al. dans [21], nous proposons d’utiliser la
notation [a;;b;Q;d;] pour faire référence au modele de mélange gaussien associé a la paramétrisation
que nous venons de présenter. Cette paramétrisation permet de contrdler les caractéristiques de la
ieme composante du mélange gaussien grace a quatre types de parametres : le vecteur (a1, ..., @;q, ), le
scalaire b;, la matrice (); et la dimension d;. Les parametres a1, ..., a4, €t b;, contenus dans la matrice
diagonale A;, controlent la forme de la classe C;. Plus particulierement, les d; valeurs a;1, ..., @;q,
parametrent la forme de la densité dans le sous-espace E; ou vivent les données de la classe. Ces
d; parametres représentent donc la dispersion réelle des données de la iéme classe. Le parametre b;
modélise quant a lui la variance en dehors du sous-espace E; qui est par conséquent supposée étre
isotropique. Ce parametre représente donc la variance qui n’est pas due aux données de la classe et
qui pourrait étre due au bruit. La matrice orthogonale (); contrdle quant a elle 1’orientation de la
classe C; par rapport au systeéme des axes originaux. En particulier, les d; premiéres colonnes de la
matrice (Q; engendrent le sous-espace [E; ou les données de la classe C; sont sensées vivre. Enfin, le
parametre d;, qui représente la dimension intrinseque du sous-espace de la ieéme classe, joue un rdle
clé dans la paramétrisation que nous avons présentée. Nous verrons en effet au paragraphe [3.2.3 que

c’est ’ensemble des paramétres d; qui controle la complexité du modele [a;;b;Q;d;].

3.2.2 Fonction de coiit /{; associée au modele [a;;b;();d;]

Nous avons vu au chapitre|2 que la reégle de décision du MAP est entierement déterminée dans le
cadre du modele de mélange gaussien par la fonction de colt K;(x) = —2log(m; f(z,0;)). Nous
allons donc donner dans ce paragraphe I’expression de la fonction de cofit K; associée au mo-
dele [a;;b;Q;d;]. Nous interpréterons ensuite d’un point de vue géométrique 1’effet de cette fonction
de coit sur la régle de décision du modele [a;;b;Q;d;].

Expression de la fonction de coiit /; pour le modele [a;;b;Q;d;]

La proposition suivante donne 1’expression de la fonction de cofit K; en fonction des parametres
du modele [awleldl]

Proposition 3.2.1. La fonction de coiit K; associée au modéle [a;;b;Q;d;] a la forme suivante :
d;
() = e — P12 1+ il — P12 3 4 N N4 ote
Ki(z) = |lpi = Pi()a, + 3-llz = B(@)[I” + > log(aij) + (p — di) log(bi) — 2log(m;) + C*°,
1 ]:1

ou ||.|| 4, est une norme sur E; telle que ||x\|?41 = 2! Az avec A; = Q; A7 Qt et o C'¢ = plog(2r).

Démonstration. En écrivant la densité f(z, ;) en fonction de la matrice A;, on obtient :

—2log(f(x,0:)) = (z — pi)" (QiNiQ}) ™ (x — i) + log(det A;) + plog(27).
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Or, Q1Q; = I, etdonc Q; ' = Q. Tl est alors possible d’écrire :
—2log(f(x,0;)) = (xz — ,ui)tQiA;ng(x — i) + log(det A;) + plog(2m).

D’autre part, on peut écrire ; = Ql + Q; ol QZ est la matrice p X p contenant les d; premieres
colonnes de Q; et complétée par des zéros et ot Q; = Q; — Q;. En remarquant que QZA;lQ_it =
QiA;1Q§ = O, ou O,, est la matrice nulle, on obtient :

QAT Q= Qi Qi + QAT QL
La quantité —2log(f(x,0;)) peut alors &tre écrite comme suit :

—2log(f(z,6:) = (v — ) Qi Qi(w — i) + (z — 1) Qi Qi (& — )
+log(det A;) + plog(2m).

Les relations Q; [Qﬁ@l] = Q, et Q; {Qf@,} = Q; permettent de re-formuler —2log(f(z,6;)) de la
facon suivante :

—2log(f(2,60:) = (v — )" QiQIQiA; ' QiQiQl(x — ps)
(7 — 1)'QiQLQi A ' QLQiQ (z — 1)
+ log(det A;) + plog(2m).

Cela peut également s’écrire :
A At t A A=15t [A.At
—2log(f(x,0) = |QiQi(x— )| QAT Q[ QuQiw — )]

+[QiQ4(x — 1)) QAT QL [QiQN(x — i)
+ log(det A;) + plog(27).

On introduit a présent la notation A; = Q;A;'Q? et I'on définit la norme ||.|| 4, sur E; telle que

)%, = =" Ajx. Ainsi :

(@0t — )] @1 [0 — )] = 10:Qk — o),
D’autre part,on a:

Qi — o)) Qi@ QM — )] = - 1QuQU e — )|
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et par conséquent :
- 1 - _
—2log(f(x,0:)) = |QiQi(x — wi)|%, + gHQiQﬁ(w — )| + log(det A;) + plog(2m).
(]

En utilisant les définitions des opérateurs de projection FP; and PiL et en remarquant que |[u; —

PH(2)|? = ||x — Pi(z)||? (voir la figure 3.3 pour s’en persuader), nous obtenons finalement :
1
=210g(f(x,0:)) = llus = Pi(@)|%, + 7 llw = Pa(@)[|* + log(det A;) + plog(2m).
(2

La relation log(det A;) = Z?"Zl log(ai;) + (p — d;)log(b;) permet d’obtenir I’expression finale de

la fonction de cofit associée au modele [a;;b;Q;d;]. O

Sur la base de I’expression de K; dans le cadre du modele [a;;b;Q;d;], nous allons faire deux
remarques qui mettent en évidence les qualités de ce modele et qui seront tres utiles dans la suite de

ce chapitre.

Remarque 3.2.1. Nous avons vu au chapitre |2 que la fonction de colit K; des classifieurs associés aux
modeles gaussiens classiques, qu’ils soient supervisés ou non, nécessite I’inversion de la matrice de
covariance >3; et que cela peut s’avérer difficile si I’estimation de cette matrice est mal conditionnée.
Or, en examinant I’expression de K; associée au modele [a; j b;Qid;], on s’apercoit qu’elle ne nécessite
pas I’inversion de ;. En effet, les termes de variance étant résumés dans les parametres a;; et b;, il
n’est plus nécessaire d’inverser pour chaque classe la matrice de covariance ;. Ainsi, le classifieur
associé au modele [a;;b;Q;d;] ne rencontrera pas les problemes posés par ’inversion des matrices de

covariance des classes.

Remarque 3.2.2. De méme, il est particulicrement intéressant de noter que la fonction de colt K; du
modele [a;;b;Q;d;] n’utilise jamais la projection sur le sous-espace IEZl et de ce fait ne requiert pas la

détermination des (p — d;) derniéres colonnes des matrices Q;,7 = 1, ..., k.

Interprétation de la fonction de coiit ; associée au modele [a;;b;Q;d;]

Nous allons a présent nous intéresser a I’interprétation géométrique de la fonction de colit K;
qui, dans le cadre supervisé, détermine totalement la régle de décision du MAP. Rappelons que dans
le cadre non supervisé, I’étape E de 1’algorithme EM qui calcule a chaque étape les probabilités
conditionnelles d’appartenance aux classes repose également en totalité sur la fonction de cotit K;. La
figure 3.3 permet de visualiser les quantités présentes dans I’expression de la fonction de cotit K;. Il
apparait tout d’abord que la fonction de cofit &; associée au modele [a;;b;Q;d;] dépend principalement
de deux distances : la distance ||p; — Pz(a:)||f41 associée a la matrice A; = Q;A; ' Q! et la distance
euclidienne b—lle — P;(z)||* pondérée par la variance en dehors du sous-espace de la classe. Ainsi, la
fonction de cofit K; favorisera I’affectation d’une observation x a la classe dont I’observation est a la

fois proche du sous-espace [E; de la classe et dont sa projection sur ce sous-espace est proche du centre
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de la classe. Evidemment, Les variances dans les sous-espaces [E; et IEZL entrent aussi en compte pour
pondérer I’importance relative de ces deux distances. Par exemple, si les données sont tres bruitées,
i.e. b; est grand, il est naturel de pondérer la distance ||z — P;(z)||? du point au sous-espace E; par
1/b; afin de prendre en compte la grande variance en dehors du sous-espace de la classe. L’action de

la fonction de colit K; est finalement assez naturelle et elle réalise ce que nous ferions intuitivement.

3.2.3 Complexité du modele [a;;b;Q;d;]

Le modgle [al-jbiQidi], né de notre re-paramétrisation du modele de mélange gaussien, nécessite
donc uniquement 1’estimation de k& sous-espaces de dimensions dy, ..., d;. En effet, comme il a été
noté a la remarque |3.2.1, la fonction de coiit K; ne nécessite pas d’estimer les (p — d;) dernieres
colonnes des matrices QQ;,¢ = 1, ..., k, et la complexité du modele est de ce fait directement liée aux
dimensions d;. Ainsi, plus les dimensions d; sont petites comparées a la dimension de 1’espace, plus
le modele [a;;b;Q;d;] est parcimonieux. Nous allons a présent calculer le nombre total de parametres
a estimer pour ce modele. Cette information sera en particulier tres utile pour la sélection du modele

le plus approprié aux données dans le cadre de la classification non supervisée.

Nombre de parametres a estimer

Le nombre de paramétres nécessaires a I’estimation des moyennes et des proportions des k classes
est égal a p = kp + k — 1. Les matrices (); requierent quant a elles chacune I’estimation de 7; =
d;[p — (d; + 1)/2] parametres puisque nous n’avons que les d; premiéres colonnes a estimer et que
les colonnes de (); sont orthonormées. Il reste encore a estimer les paramétres a;;, b; et d;, pour tout

7 =1,..d;eti =1,... k, ce qui représente Z?:l d; + 2k parameétres. Finalement, le nombre de
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parametres a estimer pour le modele [a;;b;Q;d;] est égal a :

1—d;
2

k
v=k(p+3)—1+> dilp+ ).

i=1

On remarque que le nombre de parametres a estimer pour le modele [a;;b;Q;d;] est linéaire en p au

contraire des modeles gaussiens classiques dont le nombre de paramétres a estimer croit avec p?.

Ordre asymptotique et cas particulier

En notant d = % Zle d; la dimension intrinseque moyenne et en supposant que k < d; < p,
pour tout ¢ = 1, ..., k, "ordre asymptotique du nombre de parametres a estimer est kpd. Sil’on consi-
dére le cas de données composées de k = 4 classes de dimension intrinséque moyenne d = 10 et dont
la dimension de 1’espace original est p = 100, alors le modele [a;;b;(Q;d;] nécessite ’estimation de
4321 parametres. Rappelons que dans ce méme cas, le modele gaussien classique full-GMM requiert
I’estimation de 20603 parameétres et le modele com-GMM nécessite lui I’estimation de 5453 para-
metres. I est donc intéressant de remarquer que le modele [a;;b;Q;d;] requiert I’estimation en grande
dimension d’un plus petit nombre de parametres qu’un modele donnant naissance a une regle linéaire

alors que nous verrons au chapitre suivant qu’il engendre une régle de décision quadratique.

3.3 Les sous-modeles de [a;;b;Q;d;]

En suivant I’approche de Celeux et Govaert [21], il est possible de générer un ensemble de sous-
modeles du modele [a;;b;(0;d;] en contraignant certains parameétres a étre communs a I’intérieur d’une
classe ou entre les classes. Par exemple, si 1’on fixe les dimensions d; a étre communes entre les
classes, on obtient alors un sous-modele noté [a;;b;Q;d] de notre modele général [a;;b;Q;d;]. Nous
verrons d’ailleurs au paragraphe [3.4.2 que ce modele est lié aux méthodes basées sur les mélanges
de factor analyzers. Dans la suite du mémoire, « (Q; libres » signifiera que chaque classe C; a une
matrice Q; spécifique et « (); communes » traduira le fait que pour tout i = 1, ..., k, Q; = @ et donc
que ’orientation des classes est la méme. La famille du modele [a;;b;Q;d;], qui compte 28 modeles,
peut ainsi étre divisée en trois catégories de modeles : les modeles a orientations libres (Q); libres), les
modeles a orientations communes ((); communes) et les modeles a matrices de covariance communes.
Le tableau 3.1 recense I’ensemble des modeles issus de la re-paramétrisation du modele de mélange

gaussien, proposée au paragraphe|3.2, ainsi que leurs principales propriétés.

3.3.1 Modeéeles a orientations libres

Cette catégorie de modeles suppose que les groupes vivent dans des sous-espaces dont les orien-
tations sont différentes, i.e. les matrices (; sont spécifiques a chaque classe. Naturellement, le modele

principal [a;;b;Q;d;] appartient a cette catégorie qui en compte 14 au total.
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Moddle Nombre de Ordre NP de prms k = 4, Estimation
parametres asymptotique d=10,p =100 par MV
[aijbiQidi] p+k(F+2+d) kpd 4231 CF
[ai;6Qid;]  p+k(F+d+1)+1 kpd 4228 CF
[aibiQid,) p+k(7+3) kpd 4195 CF
[abiQd;] p+EF+2)+1 kpd 4192 CF
[a:bQ:d;] pHk(F+2)+1 kpd 4192 CF
[abQ:d;] pHk(F+1)+2 kpd 4189 CF
[aib;Qid]  p+k(r+d+1)+1 kpd 4228 CF
[a;b;Q:d] prk(r+1)+d+1 kpd 4198 CF
[ai;bQ:d] p+k(r+d)+2 kpd 4225 CF
[a;bQ:d] p+kr+d+2 kpd 4195 CF
[a:b;Q:d] ptk(r+2)+1 kpd 4192 CF
[ab;Q;d] p+k(r+1)+2 kpd 4189 CF
[a:bQ;d] ptk(r+1)+2 kpd 4189 CF
[abQ:d) p+kr+3 kpd 4186 CF
[aijb;Qd;] p+T+k(d+2) pd 1396 FG
[ai;bQd;] p+T+k(d+1)+1 pd 1393 FG
[a:b:Qd;) p+ 71+ 3k pd 1360 FG
[a;:bQd;) p+T+2k+1 pd 1357 FG
[ab;Qd;] p+7+2k+1 pd 1357 FG
[abQd;] p+1T+k+2 pd 1354 FG
[aijb; Qd] p+7+kd+k+1 pd 1393 FG
[a;b:Qd] p+7TH+k+d+1 pd 1363 FG
[ai;bQd] p+7+kd+2 pd 1390 FG
[a:b:Qd] p+7+2k+1 pd 1357 P
[ab;Qd) p+T+k+2 pd 1354 P
[a:bQd] p+T+k+2 pd 1354 1P
[a;bQd] p+74+d+2 pd 1360 CF
[abQd] p+T+3 pd 1351 CF
Full-GMM p+kp(p+1)/2 kp? /2 20603 CF
Com-GMM p+plp+ DR p?/2 5453 CF
Diag-GMM p+kp 2kp 803 CF
Sphe-GMM p+k kp 407 CF

TAB. 3.1 — Propriétés du modele [a;;b;Q;d;] et de ses sous-modeles : p = kp + k — 1 est le nombre
de parametres nécessaire a I’estimation des moyennes et proportions, 7 = 1 Sk dilp— (di +1)/2]
est le nombre moyen de paramétres nécessaire i 1’estimation d’une matrice Q; et 7 = dlp — (d+
1)/2] est le nombre de paramétres nécessaires 2 I’estimation de la matrice Q. Nous notons également
d = %Zle d; et supposons que k < d; < p, pour tout ¢ = 1,..., k, pour le calcul des ordres
asymptotiques. CF signifie que les estimateurs du MV sont explicites, IP signifie qu’ils nécessitent le

recours a une procédure itérative, FG signifie qu’ils nécessitent 1’utilisation de I’algorithme FG.
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Caractéristiques des modeles a orientations libres

Les modeles de cette catégorie sont obtenus a partir du modele principal en contraignant sa para-
métrisation par le biais des parametres a;;, b; ou d;. Tout d’abord, il est possible de fixer les d; pre-
miéres valeurs propres a étre communes et ce dans chacune des classes, i.e. a;1 = ... = a;q, = a;, pour
tout ¢ = 1, ..., k. Cela revient a régulariser 1’estimation des d; premiers coefficients de chaque matrice
A;. En suivant le syst¢éme de notation introduit au paragraphe [3.2, ce modele sera noté [a;b;Q;d;].
Nous verrons dans les chapitres |5 et/6 que ce modele donnera des résultats trés satisfaisants dans la
pratique. Cela permet de penser que I’hypothése selon laquelle chaque matrice A; ne contient que 2
valeurs propres différentes est un moyen efficace de régulariser 1’estimation de A;. Notons que cela
revient a supposer que les densités des classes sont de forme sphérique a la fois dans les sous-espaces
[E; et dans les sous-espaces IEZl Un autre type de régularisation possible est de fixer les parametres b; a
étre communs entre les classes. Nous obtenons alors le modele [a;;6Q;d;] qui suppose donc que la va-
riance en dehors du sous-espace spécifique de chaque classe est commune. Cela peut étre vu comme
une facon de modéliser le fait que le bruit est commun aux classes, ce qui est assez naturel si les
données ont été obtenues selon le méme protocole d’acquisition. Cette catégorie de modeles contient
également les modeles [a;0Q;d;], [ab;Q;d;], [abQ;d;] et tous les modeles a orientations libres et di-
mensions communes. La figure[3.4 permet d’observer I’influence de ces contraintes sur la forme des
densités des classes. La représentation étant faite en dimension 2, les dimensions intrinseques d; des
classes sont fixées et égales a 1. Les modeles de la premiere ligne font I’hypothése que les variances
dans et en dehors de leur sous-espace spécifique sont propres pour chacune des deux classes. A la
seconde ligne, les modeles supposent que les variances dans les sous-espaces spécifiques sont égales.
A P'inverse, les modeles de la troisiéme ligne supposent que la variance en dehors des sous-espaces
des classes est commune. Enfin, la derniére ligne de la figure présente les modeles faisant I’hypothese

que les variances dans et en dehors des sous-espaces sont communes entre les classes.

Fonction de coiit /; associée aux modeles a orientations libres

Les fonctions de colit K; associées aux modeles a orientations libres s’expriment facilement a
partir de la proposition 3.2.1 qui donne I’expression de K; pour le modele général [a;;b;Q;d;]. Nous
allons donner dans ce paragraphe 1’expression de K; pour deux modeles a orientations libres dont la

fonction de cofit est interprétable de facon géométrique.

Cas du modéle [a;b;Q);d;] La fonction de coiit K; associée au modele [a;b;Q;d;] s’exprime de la

facon suivante :
1 1
Ki(w) = —llpi = Pi(@)I” + oo = B@)[* + dilog(ai) + (p — di) log(b;) — 2log(m:) + C**.

Avec les hypotheses de ce modele, la distance ||; — PZ(SC)H?L‘I entre la projection de z sur le sous-

espace [E; et la moyenne de la classe est alors une distance euclidienne pondérée simplement par
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R% o =

modele [a;b; Q:d] modele [a;b; Qd) modele [a;b; I2d]
modele [ab; Q;d] modele [ab; Qd] modele [ab; I2d)
modele [a;bQ;d] modele [a;bQd] modele [a;bl2d)

SRS AS

modele [abQ;d) modele [abQd) modele [ablad)

FIG. 3.4 — Influence des parametres a;;, b; et (); sur les densités des classes. La représentation étant
faite en dimension 2, les dimensions intrinseques d; des classes sont fixées et égales a 1.
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I’'unique parametre a; modélisant la variance dans le sous-espace de la classe C;. Ainsi, si la variance
dans le sous-espace de la classe est importante, i.e. a; est grand, il est naturel de pondérer cette distance
par 1/a; afin de ne pas affecter trop facilement a cette classe des observations dont les projections sur
[E; sont certes relativement proches de j; mais dont les distances au sous-espace de la classe sont tres

grandes.

Cas du modele [abQ;d] L’expression de la fonction de cofit K; associée au modele [ab@;d] s’ex-

prime de la fagon suivante :
1 1
Ki(w) = ~|lpi = Pi@)|* + S llz = Pi(2)I|* + dlog(a) + (p — d) log(b) — 2log(m:) + C*.

Afin de simplifier ’écriture de la fonction K associée au modele [abQ®;d], nous introduisons les

notations suivantes :

o? o?

Sy N
P (1—a)’

avec v €]0,1[. En supprimant les valeurs qui ne dépendent plus des classes et en supposant de plus

que les proportions 7; sont égales, on peut ré-Ecrire la fonction de colit K; associée au modele [abQ;d]

sous la forme suivante :
Ki(z) = ol — P(2)|> + (1 — a)llx — Pi(x)|* + C*°.

11 apparait alors trois cas de figure :

(i) « est proche de 0 : la fonction de coflit K; entrainera généralement 1’affectation de I’observa-

tion x a la classe dont elle est la plus proche du sous-espace de la classe.

(ii) o est égal 2 0.5 : dans ce cas, K;(z) = ||u; — z||*> + C* et la régle de décision affecte alors

I’observation x a la classe dont elle est la plus proche du centre.

(iii) o est proche de 1 : dans ce cas, la fonction de colit /; entrainera généralement 1’ affectation de
I’observation x a la classe dont la projection sur le sous-espace de la classe est la plus proche

du centre.

Complexité des modeles a orientations libres

Le nombre de parametres a estimer pour les modeles de cette catégorie est naturellement du méme
ordre que le modele principal [al-jbl-Qidi]. La seconde colonne du tableau|3.1 donne le nombre de
parametres a estimer pour chacun de ces modeles. La troisieme colonne fournit I’ordre asymptotique
du nombre de parametres a estimer (en supposant k < d; < p, pour i = 1,...,k) et la quatriéme
colonne donne ce nombre pour le cas particulier de données composées de 4 classes de dimension
intrinseque moyenne égale a 10 et dans un espace original de dimension 100. Ce tableau nous indique

que le nombre total de parameétres (incluant proportions, moyennes et matrices de covariances des k
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classes) est asymptotiquement de 1’ordre de kpd en supposant que k < d; < p,pouri = 1,...,k, et
que le nombre de parametres a estimer pour les modeles a orientations libres est de 1’ordre de 4200
pour le cas particulier & = 4, p = 100 et d = 10. Il apparait clairement que les modeles de cette
catégorie sont, comme le modele [a;;b;Q;d;], beaucoup moins pénalisés en grande dimension que les
modeles gaussiens classiques dont le nombre de parameétres a estimer est proportionnel au carré de la
dimension. Enfin, en anticipant sur le prochain chapitre, la derniére colonne du tableau|3.1 indique
que les estimateurs du maximum de vraisemblance des parameétres des modeles a orientations libres

sont explicites.

3.3.2 Modeéeles a orientations communes

Les 12 modeles de cette catégorie supposent que les classes ont méme orientation en forcant les

matrices (); a &tre communes, i.e. ); = Q pouri = 1,... k.

Caractéristiques des modeles a orientations communes

11 faut tout d’abord noter que supposer les orientations communes ne signifie pas nécessairement
que les données des différentes classes vivent dans le méme sous-espace. En effet, si les dimensions
d; et les moyennes p; ne sont pas contraintes a étre égales, alors les sous-espaces sont différents et
utilisent seulement le méme syst¢me de coordonnées. La figure 3.4 permet d’observer I’influence du
parametre matriciel (Q; sur les orientations des classes. Les modeles de cette catégorie sont destinés
a modéliser des groupes ayant a la fois des propriétés communes et des caractéristiques spécifiques.
Par exemple, les données « visages », présentées au chapitre |2, ont été obtenues en faisant varier les
mémes traits d’expression chez chacun des 13 sujets. Pour I’analyse de ces données, un modele a
orientations communes pourrait &tre tout a fait adapté car il prendrait en compte a la fois le fait que
la nature de la variation est commune pour tous les sujets et que I’expression de cette variation est

spécifique a chacun des sujets.

Fonction de coiit /; associée aux modéles a orientations communes

L’expression de la fonction de colit K; associée aux modeles a orientations communes s’obtient
facilement a partir de de la proposition [3.2.1 qui donne 1’expression de K; pour le modele général
la;;b;Q;d;]. La fonction de cott K; associée au modele [a;;b;Qd;], le plus général de cette catégorie,

est de la forme suivante :

d,

1 i .

Ki(x) = [lni — Pia)|%, + 5 lle = Pi@)|I* +log(aig) + (p — di) log(b;) — 2log(m;) + C*,
i =1

ott ||.[|.4, est une norme sur E; telle que [|z[|% = 2'A;x avec A; = QA 'Q etol Py(z) = QQ(z —
i) + i
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Complexité des modeles a orientations communes

Le nombre de parametres a estimer pour cette catégorie de modele est globalement k fois moins
important que pour les modeles a orientations libres. En effet, les matrices Q;, ¢ = 1,..., k, étant
supposées égales, il est alors nécessaire d’estimer qu’une seule matrice (). La complexité asympto-
tique des modeles A orientations communes est donc égale a pd. Ces modeles sont ainsi particuliére-
ment parcimonieux par rapport aux modeles full-GMM et com-GMM. Le tableau 3.1 indique que le
nombre de parametres a estimer pour ces modeles est inférieur a 1400 pour le cas particulier de don-
nées composées de 4 classes de dimension intrinseque moyenne égale a 10 et dans un espace original
de dimension 100. Parmi ces modeles a orientations communes, plusieurs nécessitent, pour estimer
leurs parametres, I’ utilisation d’une méthode numériquement cofiteuse basée sur I’algorithme FG [32]

et qui rend leur utilisation difficile (voir chapitre |4).

3.3.3 Modeéeles a matrices de covariance communes

Cette catégorie de modeles ne contient que les deux modeles [a;bQd] et [abQd] qui supposent que

les classes ont méme matrice de covariance ¥ = QAQ".

Caractéristiques des modeles a matrices de covariance communes

On peut tout d’abord remarquer que, si d = (p — 1), le modele [a;bQd] est équivalent au modele
gaussien classique com-GMM qui, rappelons-le donne naissance a la trés populaire méthode LDA
dans le cadre de I’analyse discriminante (voir chapitre [2). Ainsi, si d < (p — 1), le modele [a;bQd]
peut étre vu comme la combinaison d’une réduction de dimension avec un modele gaussien sous
I’hypothese d’égalité des matrices de covariance, mais tout cela sans perte d’information. En effet,
I’information portée par les dimensions associées aux plus petites valeurs propres est conservée. Le
modele [abQd] est quant a lui trés proche du modele du classifieur nearest-mean qui suppose que
les matrices de covariance sont égales et proportionnelles a la matrice identité ,,. En effet, les seules
différences sont que le modele [abQd] ne suppose pas I’indépendance conditionnelle des variables et
réalise la classification en tenant compte des sous-espaces spécifiques des classes. Il est enfin possible
de contraindre 1’unique matrice d’orientation () a étre égale a 1’identité et de contraindre les valeurs

propres a et b a étre égales. Le modele ainsi obtenu est le modele gaussien du classifieur nearest-mean.

Fonction de coiit /; associée aux modeles a matrices de covariance communes

L’expression de la fonction de coiit K; associée aux modeles a matrices de covariance communes
s’obtient facilement a partir de la proposition [3.2.1 qui donne I’expression de K; pour le modele

général [aij bz‘ Qz dl] .
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Cas du modéle [a;6Q)d] La fonction de coit K; associée au modele [a;bQQd] s’exprime de la fagon
suivante : )
Ki(@) = |l = Pi@) 2 + 3 o = Po(@)|* = 2log(mi) + C*,

ot ||.||.4 est une norme sur E; telle que ||z[|% = 2! Az avec A = QATIQ! et Pi(z) = QQ'(x —
i) + ;. En effet, les termes z;l:l log(a;) et (p — d)log(b) ne dépendant plus des classes, ils n’in-

terviennent pas dans la fonction de cofit.

Cas du modele [abQd] La fonction de colit K; associée au modele [abQd], le plus parcimonieux de

la famille du modele [a;;b;Q;d;], a la forme suivante :

1 1 .
Ki(@) = ~|li = P@)|* + Iz = Pu(@)|* — 2log(m) + C*°,

ol Py(z) = QQ"(z — p1;) + . En utilisant 2 nouveau les notations ¢ = ‘;—2 eth = %, il possible

d’écrire la fonction de cofit K; associée au modele [abQd] sous la forme simplifiée :
Ki(z) = allui = P(2)|* + (1 = a)|lz = P(2)|* — 2log(mi) + C*,

avec toujours Pj(z) = QQ'(x — ;) + p;. On observe alors que la régle de décision associée au
modele [abQd], déterminée par la fonction de cofit K;, ne dépend alors plus que des moyennes et

proportions des classes ainsi que du rapport de a et b et de I’unique matrice Q).

Complexité des modeles a matrices de covariance communes

Ces modeles supposant implicitement que les matrices d’orientation (); sont communes entre les
classes, leur complexité est du méme ordre que la complexité des modeles a orientations communes.
Le nombre de parameétre a estimer est donc asymptotiquement €gal a pd. Si 1’on considere enfin le cas
particulier £ = 4, p = 100 et d = 10 alors les modeles [a;bQd] et [abQd] nécessitent respectivement
I’estimation de 1360 et 1351 parameétres ce qui confirme leur proximité avec les modeles diag-GMM
et sphe-GMM.

3.4 Liens avec les modeles gaussiens existants

Nous allons a présent montrer que la re-paramétrisation du modele de mélange que nous avons
proposée dans ce chapitre permet d’unifier les différentes approches existantes de classification des
données de grande dimension. Nous allons pour cela démontrer que les modeles gaussiens classiques

et les modeles de classification dans des sous-espaces appartiennent a la famille du modele [a;;b;Q;d;].
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3.4.1 Liens avec les modeles gaussiens classiques

Intéressons-nous tout d’abord aux modeles gaussiens classiques qui, comme nous I’avons vu au

chapitre 2, sont trés utilisés en pratique en classification.

Modéle gaussien full-GMM

Si I’on suppose que d; = p — 1, et ce pour ¢ = 1, ..., k, alors le modele [a;;b;Q;d] est équivalent
au modele de mélange gaussien classique fulllGMM. La matrice de covariance A; ayant alors p

valeurs propres distinctes, la fonction de cofit K; associée au modele [a;;b;(Q;d] s’exprime de la fagon

suivante :
1 pl
Ki(x) = |l — Pi@)|4, + 5l = Pi(@)|> + > log(as;) + log(b;) — 2log(m;) + C™
4 j=1

== x”éiA;lQﬁ + log(det A;) — 2log(m;) + C™.
Or%; = Q;A;Q! etdet A; = det X, par conséquent on a :
Ki(x) = (ui — )5, (1 — o) + log(det ;) — 2log(m;) + O™,

qui est en effet la fonction de cofit associée au modele full-GMM (cf. paragraphe 2.2.2).

Modele gaussien com-GMM

En supposant toujours que d; = p — 1 et ce pour ¢ = 1, ..., k, le modele [a;0Qd] est équivalent au
modele com-GMM qui suppose 1’égalité des matrices de covariance. En effet, la fonction de colit K;

associée au modele [a;bQd] s’exprime, sous la contrainte d = p — 1, de la fagon suivante :

1 p1
Ki(z) = |lpwi— Pia)|% + EHSU — Py(2)|” + Zlog(ag‘) + log(b) — 2log(m;) + C*

j=1
= lpi — nggtAlet + log(det A) — 2log(m;) + C™.

Or ¥ = QAQ! et log(det A) étant une constante indépendante de 1’indice de la classe, on peut alors

écrire K; sous la forme suivante :

Ki(x) = | — )5 — 2log(m) + C*°
= S - 203 e — 2log(m) + C*,

qui est en effet la fonction de cofit associée au modele com-GMM (cf. paragraphe 2.2.2).
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Autres modeles gaussiens classiques

De méme, si d; = p—1, pour tout i = 1, ..., k, le modele [a;;b;,d] est alors équivalent au modele
diag-GMM supposant I’indépendance conditionnelle des variables et, si de plus a;; = b;, pour tout
Jj=1,...,p— 1, alors le modele [a;;b;I,d] est équivalent au modele sphe-GMM. Enfin,si d; = p — 1
etm; = 1/k,pourtouti =1,....,k,eta; = b,pour tout j = 1,...,p — 1, alors le modele [a;bI,d] est
le modele du classifieur nearest-mean. En effet, la fonction de coit K; associée au modele [a;bl,d]

s’exprime, sous les contraintes d = p — 1 et m; = 1/k, pour tout ¢ = 1, ..., k, de la fagon suivante :

1 p1
Ki(z) = |lpwi— Pia)|%+ EHSU — Py(2)|” + Zlog(ag‘) + log(b) — 2log(m;) + C*
j=1

= lpi — xHi)A,lI;} + log(det A) — 2log(m;) + C™.

En notant 0 = a; = b,on a [,AI! = oI, et comme les quantités log(det A) et —2log(;) sont

indépendantes de I’indice de la classe, on obtient :
1
Ki(@) = [l = @llg-2y, = —llmi — 2| + C*.

Cette fonction de cofit est bien celle du classifieur nearest-mean puisqu’elle entraine 1’affectation de

I’observation x a la classe dont elle est la plus proche du centre.

3.4.2 Liens avec les modeles de classification dans des sous-espaces

Nous allons également montrer que les modeles de mélange gaussien des approches récentes de

classification dans des sous-espaces appartiennent également a la famille du modele [a;;b;Q;d;].

Mélange de probabilistic principal component analyzers

Les mélanges de probabilistic principal component analyzers (PPCA) [77,88] supposent que la
densité de chacun des groupes est celle d’une loi normale dont la matrice de covariance a la forme
suivante :

Y, = HH! + 0?1,

Les colonnes des matrices H;, de taille p x d, étant orthogonales deux a deux, on peut reformuler la

matrice de covariance du modele de mélange de PPCA dans notre formalisme :
i = QiliQ},

ou, pour j = 1,...,d, g;;, 1a jéme colonne de Q);, est égale a h;;/d;;, h;; étant la jéme colonne de
H; et §;; sa norme. Le reste de la matrice @; étant complété de sorte que Q;Q! = I,,. La matrice
A; est alors une matrice diagonale qui contient sur ses d premieres lignes les valeurs a;; = d;; + O'Z-2

et sur ses (p — d) derniéres lignes I’unique valeur b; = 2. Nous avons ainsi montré qu’en écrivant
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le modele de mélange de PPCA dans notre formalisme, il est équivalent au modele [a;;b;Q;d] et
appartient a la famille du modele [a;;0;Q;d;]. Il est intéressant de noter que ce modele, ayant été
proposé uniquement dans le cadre non supervisé, est désormais utilisable dans le cadre supervisé

grace a notre re-paramétrisation.

Modele DSM de Flury ef al.

Le modele parcimonieux discrimination subspace model (DSM), proposé par Flury et al. [34],
suppose que toutes les différences entre les populations, supposées gaussiennes, se produisent dans
un sous-espace de faible dimension. Il est alors assez évident qu’il existe une relation entre notre
paramétrisation du modele de mélange gaussien et le modele DSM. Le théoréme 2.2 de I’article [34]
présentant le modele DSM pour le cas de 2 classes peut étre ré-écrit, avec nos conventions, de la fagon
suivante. Le vecteur aléatoire X de RP, distribué selon N (u;,%;), ¢ = 1,2, satisfait & un modele
d-DSM si et seulement si il existe une matrice () = [Q : Q] non singuliére, de taille p x p, ot Q est

une matrice p X d telle que les trois conditions suivantes soient satisfaites :
(i) Q'>;Q soit diagonale pour i = 1,2,
(i) Q'21Q = Q"22Q,
(i) Q'p1 = Q" pa.
Ces hypotheses impliquent alors que les matrices de covariances des classes ont la forme suivante :

A, O
Ei: ' ta‘:1727
@<0 A)az

ou A;, i = 1,2, est une matrice diagonale comportant les valeurs a1, ..., a;q sur sa diagonale. Nous
pouvons alors établir que le modele DSM assorti des contraintes A = b1, 4 et a;; > b, pour j =

1,...,d, est équivalent au modele [a;;bQd] de notre paramétrisation avec la contrainte Q'111 = Q' puo.






Chapitre

Classification des données de grande

dimension

Au cours du chapitre |2, nous avons mis en évidence que la construction de la régle de décision
d’un classifieur basé sur un modele de mélange paramétrique (dont le mélange gaussien fait partie)
revient a estimer les parameétres de ce mélange. En effet, la regle de décision de Bayes affecte chaque
nouvelle observation a la classe la plus probable a posteriori et la formule de Bayes permet d’obte-
nir cette probabilité directement a partir des parametres du mélange. Ce chapitre va donc traiter de
la construction des classifieurs associés aux modeles présentés au chapitre précédent au travers de
I’estimation des parameétres de ces modeles. Ces classifieurs seront respectivement nommés HDDA
(High Dimensional Discriminant Analysis) et HDDC (High Dimensional Data Clustering) dans les
cadres supervisé et non supervisé. Pour ce faire, nous donnerons tout d’abord 1’expression de la vrai-
semblance associée au modele [al-jbin-di] et & ses sous-modeles au paragraphe [4.1. La construction
des classifieurs HDDA et HDDC fera I’objet du paragraphe |4.2. Le paragraphe [4.3 traitera de 1’es-
timation des parametres du modele [aijbiQidi] et de ses sous-modeles. L’estimation des dimensions
intrinséques des classes et du nombre de composantes du mélange sera abordée au paragraphe 4.4.

Enfin, le choix du modele fera I’objet du paragraphe(4.5.

4.1 Vraisemblance du modeéle [a;;b,();d;] et de ses sous-modeles

Afin de simplifier le calcul des estimateurs du maximum de vraisemblance des parametres du
modele [a;;b;Q;d;] et de ses sous-modeles, nous allons introduire dans ce paragraphe des expressions
de la log-vraisemblance associées au modeles a orientations libres, a orientations communes et a

matrices de covariance communes.

85
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4.1.1 Vraisemblance des modeles a orientations libres

Le lemme ci-dessous fournit I’expression de la log-vraisemblance compléte, notée [(6), pour le
modele [a;;b;Q;d;] qui est, rappelons-le, le modele le plus général parmi les modeles a orientations

libres.

Lemme 4.1.1. La log-vraisemblance compléte du modele [a;;b;Q;d;| vaut :
k d; P
1 L W-a. L W-a.
(0)=~5 ) mni > (log(aie) + qu;ng> + ) <1Og(bz') + w> —2log(m;) | +C*,
=1 =1 ! t=d;+1 ‘

on Wi = =570 sij(wj — i)' (x5 — pa) et ng = Y7_, sij.

Démonstration. La log-vraisemblance compléte, notée (), vaut :
n k
1(0) = Z Z sijlog(mi f (5, 0:)),
j=1 i=1

ol s;; = 1 si z; provient de la classe C; et s;; = 0 sinon. En remplagant f(z;, 6;) par son expression

en fonction des parametres 6; = {1;, >;}, on obtient :

n k
_ L 1 tyr—1
n k
_ y y_ 1 R S e TP te
= ZZS” log(m;) 2log(detEl) 2(x] wi) X (x5 — )| +C,
j=1i=1
ot C' = —Llog(2). En utilisant la paramétrisation du modele [a;;b;Q;d;], on obtient :
1 k d; p
0o) = —522% —2log(m;) +log([ [ae [] )
j=1i=1 =1 (l=d;+1
. N A—LINE . . te
+(j — i) QA Qi — i) | +C
1 n k d;
= —52 Sij —210g(7r,~)+210g(aig)+ Z log(b;)
j=1i=1 =1 t=d;+1
() — pa) Qi Qf( — i) | + C™.
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En notant n; = zyzl s;; le nombre d’éléments de la classe C;, la log-vraisemblance s’écrit :

k d; p
1
= -3 an —2log(m;) + Zlog(a,{) + Z log(b;) 4.1)
=1 (=1

l=d;+1

+ Zsm Mz Qz th( :U'Z) +Cte'

La quantité (z; — 11;)'Q; A7 Ql(x; — ;) étant un scalaire, elle est égale 2 sa trace et il est alors

possible d’écrire :
1 n
- Z sij (w7 — 1) QAT Qi — i) = — > syt (w7 — i) Qi Qilay — i)
7 (2 _]:1

Ortr ([(xj — ,U,Z)tQZ] X [A;le(Cﬂj — MZ)]) =1tr ([A;ng(xj — Nz)] X [(CC] — Mz)th}) et par consé-

1 & 1 — _
— D sijlws — 1) Qi Qh s — ) = - D sigtr (A7 Qg — ) (w5 — 1) Qi) -
=1 ‘=1
1 n
= tr | A7Q — > sijlay — i)' (x5 — i) | Qi
i
= tr (ATIQIWIQ))
ou W; = Z;‘ 1 8ij (@ — pi)*(zj — p;) est la matrice de covariance empirique a p; connue de la

ieme composante du mélange. La matrice A; étant diagonale, on peut encore écrire :

di 4 p t
4;:Wigie 2 Wigie
n_ 5 Sz] ,U'z Qz let(x] _,U'i) = § T + E ad bAZ - s
(3

o
=1 =1 2 (=d;+1 i

ol gy est la féme colonne de @;. Enfin, en remplagant dans (4.1), on obtient I’expression finale de la

log-vraisemblance 1(0). O

L’expression de la log-vraisemblance des autres modeles a orientations libres se déduit facilement
de I’expression du logarithme de la vraisemblance du modele [al-jbin-di] donnée au lemme |4.1.1.
Pour cela, il suffit de remplacer les parameétres fixés dans une classe ou entre les classes par un unique

paramétre. Ainsi, le logarithme de la vraisemblance du modele [a;b;Q;d;] s’écrit plus simplement :

k d;
0) = 15, |dslogla) + (p — dlog(b) + 37 BelVitie 5~ deWidie g cte
= =1 Lo b
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4.1.2 Vraisemblance des modeéles a orientations communes

L’expression du logarithme de la vraisemblance des modeles a orientations communes s’obtient
également a partir du lemme 4.1.1. Le logarithme de la vraisemblance du modele [a;;b;Qd;], le plus

général de cette catégorie, s’écrit :

o
- it t=di+1 i

:——Zn Z log(a )+q§Wiq’f v i o (b-)+q§Wiq’f — 2log(m;) | + Ct¢
£ i g il g\ 04 b, 27 .

Si les dimensions d; sont supposées différentes entre les classes ou que les matrices de covariances
sont supposées avoir plus de deux valeurs propres différentes, la maximisation de [(6) requiert alors
I'utilisation de I’algorithme itératif FG [32]. En revanche, le logarithme de la vraisemblance du modele

[a;b;Qd] prend une forme qui permet de s’affranchir de I’utilisation de 1’algorithme FG.

Lemme 4.1.2. La log-vraisemblance compléte du modeéle [a;b;Qd] vaut :

k d
um:—éb}n@mmm+@—@mam—m%wn+3%@)—zyMMZ+@a

i=1 (=1

N o k (1 1 -
on M =57 | n (b_i_a_i) Wi.

Démonstration. En partant de ’expression de [(6) donnée au lemme|4.1.1, on peut écrire que, dans

le cas du modele [a;b;Qd], [(#) prend la forme suivante :

1< d ngz(Jz z Qng(M te
1(0) = -3 2 n; LZ:; <10g(ai) + o > + Z:Zd;rl <log(bi) + b, > —2log(m;) | + C*,
En inversant les sommes sur ¢ et sur ¢, on peut écrire {(#) sous la forme :
1 k d 4
0)=—3 Lzl ni (dlog(ai) + (p — d)log(bi) — 2log(mi)) + ; qeAqe + g;l @Bae| +C*,

ot A=Yk, “WietB = Sk - W;. En remarquant de plus que 7., ¢;Bq, peut s’exprimer

en fonction de la trace de B :

P d
> 4iBa = tx(B) = qiBy,
(=1

l=d+1

on peut écrire :

d
10) = me%M(pﬁmM—%wn ~ S gi(B - A)ge + tx(B)| + ™.
/=1
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La relation tr(B) = S°F_, % tr(W;) conclut la preuve. O

Le logarithme de la vraisemblance des modeles [ab;Qd] et [a;bQd] s’exprime facilement a partir
de I’expression de {(f) donnée au lemme |4.1.2.

4.1.3 Vraisemblance des modeéles a matrices de covariance communes

L’expression du logarithme de la vraisemblance des modeles a matrices de covariance communes

s’obtient également a partir de I’expression de /() donnée au lemme|4.1.1.

Lemme 4.1.3. Le logarithme de la vraisemblance du modéle [a;bQd], le plus général de cette caté-

gorie, s’écrit :

d d
16) =~ | > togtar) + (= d)log) + “GH + 3 (o = ) v
(=1

(=1

k
—|—Z n; log(m)+(]t6,
=1

N 1k . . . ..
ounW = - > i—1 niWi est la matrice de covariance intra-classe empirique.

Démonstration. En partant de 1’expression de [(#) donnée au lemme [4.1.1, on peut écrire la log-

vraisemblance du modele [a;6Qd] de la fagon suivante :

1o~ [$ a4 Wiqe - a4 Wige
1) = 3 an Z <log(ag) + L) + Z <log(b) + ZTZ> —2log(m;) | + C*
=1 L= . (=d+1
k M d d i p t
1 W; Wi e
- =3 an Zlog(ag) + (p — d) log(b) + Z Q7i9e Z 2 2 a 2log(m;) | + C™.
=1 Le=1 - Y t=d+1
En inversant les sommes sur ¢ et sur ¢, on peut encore écrire [(6) sous la forme :
1 [ 1 "1 i
— t t . . te
1o) = —3n LZ; log(ar) + (p — d) log(b) + ; aWae+ szjﬂ AW ae +§; nilog(mi)+C*,

ou W = % Zle n; W est la matrice de covariance intra-classe empirique. De plus, le fait de remar-

quer que > /_, 1 q/W gy peut s’exprimer en fonction de la trace de W :

/4 d
> W =te(W) =Y qiWa,
{=d+1 /=1

permet de conclure la démonstration. U
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4.2 Construction des classifieurs HDDA et HDDC

Au cours du chapitre [2, nous avons vu que la construction d’un classifieur génératif, qu’il soit
supervisé ou non, passait par deux étapes : I’estimation des parametres du modele et le calcul des
probabilités conditionnelles. Nous proposons d’utiliser cette méme approche pour la construction du
classifieur supervisé HDDA et du classifieur non supervisé HDDC, associés au modele [a;;b;Q;d;]
et a ses sous-modeles. De la méme maniere que pour les modeles de mélange gaussien classiques,
la technique d’estimation des parameétres des modeles de notre famille est différente selon que 1’on
soit dans le cadre de I’analyse discriminante ou dans le cadre de la classification automatique. Nous
allons présenter dans ce paragraphe les approches générales de construction des classifieurs associés
aux modeles de notre famille dans les cadres supervisé et non supervisé. Dans le cadre supervisé, la
technique d’estimation des parametres consistera a maximiser directement la vraisemblance compléte
alors que dans le cas supervisé I’estimation des parametres nessecitera I’utilisation de I’algorithme
itératif EM. Toutefois, les expressions des estimateurs des parametres du modele [a;;b;Q;d;] et de ses
sous-modeles étant communs dans les cas supervisé et non supervisé, ils seront présentés au para-
graphe|4.3.

4.2.1 Construction du classifieur HDDA

Dans le cadre supervisé et de la méme facon que les autres classifieurs génératifs, la construction
du classifieur HDDA associé a notre famille de modeles nécessite ’estimation des parametres du

modele et le calcul des probabilités conditionnelles.

Expression des probabilités conditionnelles

Nous allons tout d’abord introduire 1’expression de la probabilité conditionnelles P(Z = i|X =
x,0) qu’une observation = appartienne a la classe C; sachant les parametres du mélange et ce, en
fonction de la fonction de coiit K; introduite au chapitre|3. La formule de Bayes permet tout d’abord

d’écrire :
ﬂ-if(x7 92)
Sk mef(x,600)

et comme K;(z) = —2log(m; f(z,0;)), on obtient ’expression suivante de P(Z = i|X = z,0) :

P(Z=1iX =uz,0) =

b 1
Pz =X = 0,6) =1/ S exp (5 (ile) ~ Kalo)) )
/=1

La probabilité conditionnelle P(Z = i|X = x,6) est donc entierement déterminée par la fonction
de colit K;. Nous rappelons que lors du chapitre 3, nous avons donné I’expression de K; en fonction
des parametres {7, /1, aij, bi, Qi,d;},i =1,....k, j = 1,...,d;, pour chacune des trois catégories de

modeles de notre famille.
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Estimation des parametres

11 apparait donc que I’affectation d’une observation x a une des k classes dépend directement de
I’estimation des parameétres du modele utilisé. Dans le cadre supervisé, les données d’apprentissage
étant completes, i.e. composées a la fois des observations x; et de leurs labels z;, la maximisation de la
vraisemblance peut étre faite directement. La proposition suivante donne les estimateurs du maximum

de vraisemblance des parametres 7; et p;, ¢ = 1, ..., k.

Proposition 4.2.1. Les estimateurs du maximum de vraisemblance des proportions m; et moyennes

w; des classes sont :

~ ng
T, = T,
n
n
. 1
i = — Sij &
ng; < I
J=1

oun; =) ") sij avec, rappelons-le, s;j = 1. _.

Démonstration. La maximisation de la log-vraisemblance sous la contrainte Zle m; = 1 est équiva-

lente a rechercher un point selle de la fonction de Lagrange suivante :

k
L=-20)-w|> m-1],
=1

oll w est le multiplicateur de Lagrange. En utilisant I’expression de la log-vraisemblance {(#) donnée

au lemme|4.1.1, on obtient :

oL
— =0 < 2n;4+wm =0.
or;

Cette relation étant vraie pour ¢ = 1, ..., k, on obtient en sommant sur ¢ que :
w = —2n.

En remplacant w dans 1’expression de la dérivée partielle de £ par rapport a 7;, on obtient 1’estimateur

de m; :

De méme,on a:
n

oL =
—=0 < Zszﬂj = Z Sijhis
Op; =

j=1

ce qui permet de conclure que [i; = ni z;'l=1 Sij ;. O
1
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Il ne reste alors plus qu’a estimer les paramétres a;;, b;, @; et d; des matrices de covariance des
classes. Les expressions des estimateurs de ces parametres étant similaires dans les cas supervisé
et non supervisé, ces estimateurs seront présentés au paragraphe |4.3. Dans le cadre supervisé, 1’es-
timation des parametres a;j, b;, (; s’appuiera sur 1’expression suivante des matrices de covariance

empiriques W;,pouri =1, ...k :
1 n
Wi=— > sigwy — fu) (@ — ),
7 ]:1

oun; = Z?=1 s;j. La matrice de covariance intra-classe empirique sera définie quant a elle de manicre

. . 1 —k
usuelle en fonction des matrices W; par W = = Zi:l n;Wi.

4.2.2 Construction du classifieur HDDC

Dans le cas de la classification automatique, les données disponibles pour apprendre le classifieur
n’étant pas completes, i.e. elles ne comportent que les observations x; et leurs labels z; sont man-
quants, il est nécessaire d’utiliser I’algorithme itératif EM pour estimer les paramétres du mélange et
les probabilités conditionnelles. La procédure de construction du classifieur HDDC alterne donc entre

les deux étapes suivantes :

Etape E de I’algorithme

Cette étape calcule a I’itération ¢ les probabilités a posteriori tz(jq) = P(Z =i|X = 2,00 )

que I’observation x; appartienne a la classe C; :
k 1 )
-1 -1
1 =1 e (GO - K@)
=1

ou K ZA(qfl) est la fonction de coiit associée au parametre #(9—1) de I'itération ¢ — 1.

Etape M de I’algorithme

L’étape M calcule quant a elle, a I’itération ¢, les estimateurs des parametres ng) par maximisa-
tion de I’espérance de la vraisemblance compléte conditionnellement aux tg?) (cf. chapitre[2.3.2). La
proposition suivante donne les estimateurs du maximum de vraisemblance des parameétres m; et u;,

i=1,..,k
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Proposition 4.2.2. Les proportions m; et les moyennes p; sont estimées, a l’étape q, par :

(2)
’ﬁ'. = s
n

n

(g 1 @ ..
B = WZ% i
=1

N

)

Démonstration. A chaque étape ¢, la maximisation de I’espérance de la vraisemblance condition-
nellement aux ?;; est similaire a la maximisation de la vraisemblance dans le cadre supervisé (cf.
démonstration de la proposition [4.2.1) et conduit a des équations similaires ol les s;; sont remplacés

parles t;j,pouri=1,...ketj=1,...,n. O

Les expressions des estimateurs des parameétres propres a notre paramétrisation, a savoir a;;, b;, Q;
et d;, seront présentées au paragraphe suivant dans une approche commune avec le cadre supervisé.
A Titération ¢, I’estimation de ces parametres s’appuiera sur 1’expression suivante des matrices de

)

covariance empiriques Wi(q ,pour : = 1, ..., k, qui seront alors des matrices de covariance floues :

avec n(q) = Z? 1 EJ) La matrice de covariance intra-classe empirique sera également définie de

maniere usuelle en fonction des matrices W( 9 par W@ = 1 ZZ_ (q)WZ 9

4.3 Estimation des parametres de la famille du modele [a;;0;Q);d;]

Nous allons maintenant présenter dans ce paragraphe les estimateurs du maximum de vraisem-
blance du modele [a;;b;Q;d;] et de ses sous-modeles. Les estimateurs donnés dans ce paragraphe sont
communs aux cadres supervisés et non supervisés sous réserve de choisir les expressions adaptées

de W; et de n;, pour ¢ = 1, ..., k (voir paragraphe précédent).

4.3.1 Estimateurs des modeles a orientations libres

Nous allons donner dans ce paragraphe les estimateurs du maximum de vraisemblance des pa-
rametres des modeles a orientations libres. Tous les estimateurs présentés dans ce paragraphe sont

explicites.

Proposition 4.3.1. Sous-espace E; : les d; premieres colonnes de la matrice QQ; sont estimées par les

vecteurs propres associés aux d; plus grandes valeurs propres \;j de W;.
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Démonstration. Nous avons donc a maximiser la vraisemblance sous la contrainte quqij =1, ce qui

est équivalent a rechercher un point selle de la fonction de Lagrange :

— _21 Zwlj qz]qu )7

ol w;; sont les multiplicateurs de Lagrange. En utilisant I’expression de la log-vraisemblance [(¢) du

lemme|4.1.1, on obtient :

d;
: W
Zn, —2log(m;) + Z <log aij) szu) n Z <log - z%])
7

J=1 j=di+1

- sz‘j(q;tj%j —1)+C*
Ainsi, le gradient de £ par rapport a g;; vaut :

V%E = 2 qulj 2wijQij7

0ij

oll 9;; est le jéme terme diagonal de la matrice A;. En multipliant cette quantité a gauche par qgj, on
obtient :

t i ¢
ij
Par conséquent, on obtient la relation :

w;i0;
Wiqij = SR

qij,

s 1585
et on peut conclure que g¢;; est le vecteur propre de W; associé a la valeur propre \;; = wljl—” =
7

qu Wi;q;;. Etant donné que les vecteurs g;j, j = 1, ..., p, sont vecteurs propres de la matrice symétrique
W;, cela implique que ¢!.q;y = 0si j # £. La log-vraisemblance peut alors étre écrite sous la forme
plique que g;;q J g p

suivante :

k d; p
Y A .
—21(0) = an Z <log a;j) ]> + Z <log(b )+ b—j) + Ce,

i=1 j=1 j=d;+1

et, en utilisant la relation 37, | Ay = tr(W;) — S

j=1 Aij» on obtient :

d;
—21(6 Zn Zlo ) 1og(b;) + FOVi) IR BV B Y
i g(aij) + (p — di) log(bi) + ——=+ ) | =) X | +C" @)

j=1 N
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Ainsi, la minimisation de la quantité —21(8) par rapport a g;; est équivalente a la minimisation de la

quantité Z N S il 1(%
les valeurs \;; doivent étre aussi grandes que possible. Ainsi, la jéme colonne ¢;; de la matrice (),

))\ij par rapport a \;;. Etant donné que (i — b%) <0,Vj=1,..,4d;,

Vj =1,...,d;,est estimée par le vecteur propre associé a la jéme plus grande valeur propre de W,;. [

Nous allons a présent donner les estimateurs du maximum de vraisemblance des parametres des
modeles a matrices d’orientations et dimensions libres. Les estimateurs des parametres des modeles a

matrices d’orientations libres et dimensions communes seront présentés dans un second temps.

Proposition 4.3.2. Modéle [a;;jb;Q;d;] : Uestimateur de a;j, j = 1,...,d;, est a;; = A et 'estimateur
de b; est la moyenne des (p — d;) plus petites valeurs propres de W et peut s’écrire de la fagon

suivante :
1 &
S S 43)
(p—di) =

>
&7

Modéle [a;;bQ;d;] : Uestimateur de a;j, j = 1, ...,d;, est a4;j = \;j et ’estimateur de b est :

. 1 k d;
b= tr(W) — i Aii |, 44
55 W) > J 4.4)

i=1  j=1

=

ou & = Zle md; et W = Zle ;W est la matrice de covariance intra-classe empirique.
Modeéle [a;b;Q;d;] : Uestimateur de b; est donné par (4.3) et I’estimateur de a; est :

1 d;
yzzz (4.5)

Modeéle [ab;Q;d;] : I’estimateur de b; est donné par (4.3) et I’estimateur de a est :

k
> o> i (4.6)

=1 i

2]>
£

&:

)

)
—

Modéle [a;bQ;d;] : les estimateurs de a; et b sont respectivement donnés par (4.5) et (4.4).
Modele [abQ;d;] : les estimateurs de a et b sont respectivement donnés par (4.6) et (4.4).

Démonstration. Modele [a;;b;(Q);d;] : en partant de I’expression de la log-vraisemblance du lemmel4.1.1,

la dérivée partielle de [(6) par rapport a a;; est :

8l(9) 1 Aij
=n; | —— —=
8a” aij a?j



96 Chapitre 4. Classification des données de grande dimension

et celle par rapport a b; est :

d;
—2 = - —= tr(VVZ-) — >\z'j
) =

al( ) oLo)

La condition = 0 implique que a;; = A;;,pour j = 1,...,d;. De méme, b, =0 implique que :

. 1
b; = oy Z)\

(p—di)

k d;
o) np-¢ 1 -
e S =D DL LUUORD DEY
=1 7j=1
oué = Z -, 7;d;. La condition 81(9) = 0 permet d’établir que :
1 k d;
b= t i i
(r-9 ; =

Modele [a;b;Q;d;] : 1a dérivée partielle de [() par rapport a a; est :

Sy
&

one)  nid;  ny

da;  ay 2, Aigs

—2

ouo)

et la condition 2a; =0 implique que :

Modele [ab;Q;d;] : la dérivée partielle de [(6) par rapport a a est :

k d;
al(0) n& 1 -
2 T T @
i=1  j=1
et la condition 8(9) = 0 donne I’estimateur de a :

d;

k
Z s )‘ija

=1 7=1

mlr—l
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et conclut ainsi la démonstration. Ol

Nous allons a présent donner les estimateurs du maximum de vraisemblance des parametres des

modeles a matrices d’orientations libres et dimensions communes.

Proposition 4.3.3. Modéles a dimensions communes : les estimateurs des modeles a dimensions d;
communes peuvent étre obtenus a partir des estimateurs des modeles précédents en remplacant d; par
d pour tout i =1, ..., k. Dans ce cas, les équations (44) et (4.6) peuvent s’écrire respectivement sous

les formes simplifiées suivantes :

1 d
a=- Z A, 4.7
7j=1
. 1
b= ) tr(W) — ZAJ» , (4.8)

J=1

ou \j est la jeme plus grande valeur propre de W'
Modéle [a;b;Q;d] : 'estimateur de aj est 4 = \; et 'estimateur de b; est donné par (4.3).
Modeéle [a;bQ;d] : I'estimateur de a; est a; = \j et I’estimateur de b est donné par (4.8).

Démonstration. Modele [a;b;Q;d] : en partant de I’expression de la log-vraisemblance dulemmel4.1.1,

la dérivée partielle de {(6) par rapport a a; est :

La condition %ﬁ = 0 et la relation Zle n;A\i; = nA; implique que a; = A;. U

4.3.2 Estimateurs des modeles a orientations communes

Nous allons donner dans ce paragraphe les estimateurs du maximum de vraisemblance des pa-
rametres des modeles a orientations communes qui ne requierent pas l’utilisation de I’algorithme
FG [32]. Les estimateurs présentés dans ce paragraphe nécessitent tout de méme 1’utilisation d’une

procédure d’estimation itérative mais tres simple comparée a I’algorithme FG.

Proposition 4.3.4. Sous-espace E; : pour les modéles [a;b;Qd], [a;bQd] et [ab;Qd], les d premiéres
colonnes de @) sont estimées, sachant a; et b;, par les vecteurs propres associés aux d plus grandes

valeurs propres de la matrice M définie par :

k
1 1
M(al, ...,ak,bl, ,bk) = E nz(b— — a_)WZ (49)
i=1 ! ¢
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Démonstration. Etant donné 1’expression de la log-vraisemblance [(#) des modeles a orientations
communes du lemme |4.1.2, on peut écrire le gradient de la fonction de Lagrange £ = —2I(6) —

2% wilgq; — 1) par rapport a g; comme suit :

quﬁ = —2qu‘ - 2(4)]‘(]]‘,

ou M = Zle ni(f — 2)W;, et w; est le jéme multiplicateur de Lagrange. La relation Vg £L=0
implique :

Mgj = —wjq;.

Cela signifie que g; est vecteur propre de la matrice M . Par conséquent, la minimisation de la quantité
—21(0) par rapport a g; est équivalente a la minimisation de la quantité z;l:l ng qj (cf. expression de
—2I(#) donnée au lemme 4.1.2). Or M est une matrice symétrique définie positive et par conséquent
les d premieres colonnes de () doivent étre les vecteurs propres associés aux d plus grandes valeurs

propres de M. U

Proposition 4.3.5. Modele [a;b;Qd)] : sachant Q, les estimateurs de a; et b; sont :

d
1
(Q) = 5> q;Wigj, (4.10)
j=1
. 1 d .
bi(Q) = g | (W) ~ ;quiqj : (@.11)

Modéle [a;bQd) : sachant Q, I’estimateur de a; est donné par (4.10) et I’estimateur de b est :

N 1 d
b(Q) = o d tr(W)—jzlqgwqj . (4.12)

Modéle [ab;Qd) : sachant Q, I’estimateur de b; est donné par (4.11) et I’estimateur de a est :

d

R 1

a(Q) = - > diWg;. (4.13)
j=1

Démonstration. Modele [a;b;Qd] : En partant de ’expression de la log-vraisemblance {(6) du lemme/4.1.2,

les dérivées partielles de [(6) par rapport a a; et b; sont :

d
BT D
i =1
d
ol(0) nip—d) n; '
2 S A (W) = > ¢iWig;
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Les conditions 1(9) =0et 81(9) = 0 donnent respectivement :

&Ir—*

ai(Q) =

d
T
Z 4 Wid»

. 1 d
bi(Q) = (p—d) Z Wig;

Modele [a;bQd] : 1a dérivée partielle de [(€) par rapport a b est :

d
dlog(L) n(p—d) n t
-2 = 5 5 tr(W) — Z ;W |

et la condition ala(b) = 0 implique que :

et la condition 8la( L) permet d’établir que :

et conclut ainsi la démonstration. O

Il est par exemple possible d’utiliser la procédure itérative suivante pour estimer les parametres
du modele [a;b;Qd)] :
(i) Initialisation : les d premidres colonnes de Q(?) sont les vecteurs propres associés aux d plus
grandes valeurs propres de .
(ii) Jusqu’a convergence :

(a) estimation de agz) et bgz) :
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(b) estimation de QU : les d premieres colonnes de Q) sont les vecteurs propres associés

aux d plus grandes valeurs propres de M (ag), ey a,(f), bgz), ey b,(f)).

4.3.3 Estimateurs des modeéles a matrices de covariance communes

Nous allons donner dans ce paragraphe les estimateurs du maximum de vraisemblance des para-
metres des modeles a matrices de covariance communes. Les estimateurs des deux modeles présentés

ici sont explicites.

Proposition 4.3.6. Sous-espace &; : les d premiéres colonnes de (Q sont les vecteurs propres associés

aux d plus grandes valeurs propres de W .

Démonstration. En partant de ’expression de la log-vraisemblance [(6) des modeles a matrices de
covariance communes donnée au lemme|4.1.3, on peut écrire le gradient de la fonction de Lagrange
L=-210)->", w;(qq; — 1) par rapport a g; de la fagon suivante :

1 1

quﬁ = 2TL( b)ij — 2ijja

a;
ou wj est le jeme multiplicateur de Lagrange. La relation V,, £ = 0 implique que g; est vecteur
propre de . Pour minimiser la quantité —2[(0), il est nécessaire que les premiéres colonnes de )
soient les vecteurs propres associés aux d plus grandes valeurs propres de W (cf. expression de —2(6)
donnée au lemme 4.1.3). O

Proposition 4.3.7. Modéle [a;bQd) : I'estimateur de a;, j =1, ...,d, est a; = \j et I’estimateur de b
est donné par (4.8).
Modele [abQd)] : les estimateurs de a et b sont respectivement donnés par (4.7) et (4.8).

Démonstration. Modele [a;bQd] : en partant de I’expression de la log-vraisemblance [(#) du lemme/4.1.3,

les dérivées partielles de () par rapport a a; et b s’écrivent respectivement :

—9 = — — —¢'Wyq;
da; aj a? 7
et »
o) np—-d) n '
Il i S I DR ALY
j=d+1
La condition %La@i) = 0 implique que a; = A;. De méme, la condition % = 0 et la relation

Z?:d-{-l Aj =tr(W) — Z;l:1 Aj donnent I’estimateur de b :

. 1
b:(p_d) (W)=Y N |-

j=1
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Modele [abQd] : 1a dérivée partielle de [(#) par rapport & a est :

Olog(L) mnd n '
0 T a2

j=1

et la condition % = 0 démontre que I’estimateur de a est :
1
a=5> N
j=1

et conclut ainsi la démonstration. O

434 Considérations numériques

Nous allons montrer dans ce paragraphe que la re-paramétrisation du modele gaussien, que nous
avons proposée et dont I’estimation des parametres a fait I’objet des paragraphes précédents, permet
aux classifieurs HDDA et HDDC d’étre a la fois stables numériquement et efficaces en temps de
calcul. D’autre part, nous allons voir que, dans le cas ol le nombre d’observations est inférieur a la
dimension de I’espace, notre paramétrisation permet d’utiliser une astuce de calcul matriciel portant
sur la détermination des vecteurs propres des matrices de covariance et 1’algorithme de classification

est alors extrémement rapide.

Stabilité numérique

Au paragraphe 3.2.2, nous avions fait remarquer au lecteur que la fonction de coiit K; associées
aux modeles de notre famille n’utilise pas la projection sur le sous-espace IEZL et de ce fait ne requiert
que la détermination des d; premiéres colonnes de la matrice ();,7 = 1, .., k. Au cours des paragraphes
précédents, nous avons montré que les estimateurs du maximum de vraisemblance des d; premieres
colonnes de la matrice (; sont, dans le cas des modeles a orientations libres, les vecteurs propres as-
sociés aux d; plus grandes valeurs propres de la matrice de covariance empirique W;. Par conséquent,
la regle de décision des classifieurs HDDA et HDDC ne dépend pas des vecteurs propres associés aux
plus petites valeurs propres de W; dont la détermination est numériquement instable quand le nombre
d’observations est petit devant le nombre de parametres a estimer. Ainsi, les méthodes de classifica-
tion HDDA et HDDC ne sont pas perturbées par le mauvais conditionnement ou la singularité des

matrices de covariance empiriques des classes.

Réduction de la durée de calcul

Nous avons pu remarquer que I’estimation des parametres des modeles de notre famille nécessite
uniquement la détermination des d; plus grandes valeurs propres ainsi que leur vecteur propre associé,

et ce pour ¢ = 1,..., k. Cette remarque peut en particulier étre mise a profit pour réduire la durée de
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calcul. En effet, certains logiciels de statistique comportent des procédures spécifiques permettant de
ne déterminer que les vecteurs propres associés aux plus grandes valeurs propres d’une matrice. Par
exemple, la fonction « eigs » du logiciel Matlab permet cela et se base sur la méthode de Arnoldi [54].
L’économie de temps réalisée est bien slir d’autant plus importante que la dimension d; est petite
devant p. Lors de nos expérimentations sur les données « visages », qui ont été présentées au chapitre 2
et dont la dimension de I’espace original est 1024, nous avons observé une diminution d’un facteur
60 du temps de calcul des vecteurs propres associés aux 4 plus grandes valeurs propres de la matrice
de covariance empirique de chacune des classes avec la méthode efficace « eigs » par rapport a la

méthode classique « eig ».

Cas ou le nombre d’observations est inférieur a la dimension de I’espace

En outre, le fait de n’avoir qu’a déterminer les d; plus grandes valeurs propres ainsi que leur
vecteur propre associé se révele tre d’un intérét crucial quand le nombre d’observations est plus petit
que la dimension de I’espace original. Dans ce cas, il est préférable d’un point de vue numérique
de calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice Y; Y au lieu de calculer ceux
de la matrice de covariance empirique W; = TfTi, ou Y, est la matrice n; X p contenant les n;
observations de la i€me classe vivant dans R? centrées. En effet, la matrice VW, étant de dimensions
p X p, la détermination des vecteurs propres associés aux d; plus grandes valeurs propres de W; est
beaucoup plus longue et instable numériquement que la détermination des vecteurs propres associés
aux d; plus grandes valeurs propres de la matrice Y;Y! si n; < p. Soit v;; le vecteur propre associé a

la jéme plus grande valeur propre \;; de la matrice Y; Y%, nous avons alors, pour j = 1,...,d;
Tinvij = A\ijVsj.
En multipliant & gauche par T, nous obtenons :
(T;?Ti) Tivi; = Ny Yhvg.

Ainsi, le vecteur propre de la matrice W; = TLY; associé a la valeur propre );; s’obtient a partir
du vecteur propre v;; de Y; Yt associé a \;; en le multipliant & gauche par Y. Typiquement, dans le
cas des données « visages », ot chacune des classes est représentée par 13 observations en dimension
1024 dans le jeu d’apprentissage, la détermination des vecteurs propres associ€s aux d; plus grandes
valeurs propres de T; Y% est 500 fois plus rapide que la détermination des vecteurs propres associés

aux d; plus grandes valeurs propres de W;.

4.4 Estimation des parametres discrets

Apres I’estimation par maximum de vraisemblance des différents parametres du mélange, il reste

encore a estimer les dimensions intrinséques des classes et le nombre de composantes du mélange.
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Toutefois, 1’estimation de ces parametres discrets ne peut pas &tre faite en utilisant la méthode du
maximum de vraisemblance. Dans ce paragraphe, nous allons donc traiter de 1’estimation des dimen-

sions intrinseques d; et du nombre de composantes du mélange k.

44.1 Estimation des dimensions intrinseques d;

La démarche adoptée dans ce mémoire fait I’hypotheése que les données de chaque groupes vivent
dans des sous-espaces dont les dimensions intrinseques d;, ¢ = 1, ..., k, sont plus petites que la dimen-
sion de I’espace total. Cependant, I’estimation de la dimension intrinseque d’un groupe de données ne
possede pas de solution explicite. Nous allons proposer ici une stratégie d’estimation des parametres
diy...,dg.

Notre approche de I’estimation des d;

Le probleme dont il est question ici est similaire au probléme du choix du nombre de composantes
a retenir en analyse en composantes principales (voir [79, chap. 8]). Par conséquent, notre approche
s’appuiera sur les valeurs propres de la matrice de covariance de chacune des classes sur lesquelles
sont basés des critéres théoriques et empiriques de détermination de la dimension intrinseque. Nous
avons détaillé ces criteres au paragraphe(2.4.2 de ce mémoire et notre choix s’est porté sur I’utilisation
d’un critére empirique. Ainsi, dans le cas ou les dimensions d; sont supposées différentes entre les k
classes, nous proposons d’utiliser le scree-test de Cattell [17] pour estimer la dimension intrinséque
du sous-espace de chaque classe. La méthode du scree-test de Cattell permet de déterminer un coude
dans I’éboulis des valeurs propres de la matrice de covariance de chaque classe en retenant la dimen-
sion pour laquelle les différences entre valeurs propres consécutives sont toutes plus petites qu’un
certain seuil s;. Par souci de simplicité, nous supposons que les seuils s;, ¢ = 1,..., k, sont égaux a
s et I’estimation des k dimensions intrinseques se résume alors a I’estimation de 1’'unique parametre
s. Dans le cas ou les dimensions d; sont supposées €gales a d entre les k classes, I’estimation des

dimensions intrinseques se réduit de méme a I’estimation d’un unique parameétre, le parametre d.

Estimation de s ou d dans le cadre supervisé

Dans le cadre supervisé, il est possible d’estimer s, ou d, par validation croisée sur le jeu d’ap-
prentissage (voir annexe|A) puisque 1’on connait les appartenances aux classes des observations du jeu
d’apprentissage. L’estimateur de s, ou d, sera la valeur pour laquelle le taux de classification correcte

par validation croisée du jeu d’apprentissage sera le meilleur.

Estimation de s ou d dans le cadre non supervisé

Dans le cadre non supervisé, il n’est en revanche pas possible de faire de la validation croisée sur
les données disponibles puisque seules les observations x;, j = 1, ..., n, sont disponibles. Le probleme

de I’estimation du parametre s, ou d, peut étre vu comme un probléme de choix de modele. En effet,
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le paramétre s, ou d, représentant les k& dimensions intrinséques d;, contrdle la complexité du modele
et I’estimation de ce parametre revient a choisir entre plusieurs modeles plus ou moins complexes. Il
existe de nombreux critéres permettant de choisir entre différents modeles. Dans notre cadre d’étude,
les criteres bayésiens qui choisissent le modele pour lequel la probabilité des observations est la plus
grande sont largement utilisés. Etant donné que ce probléme de choix se pose aussi entre les divers
modeles de notre famille, les différents critéres seront présentés au paragraphe [4.5. Nous dirons ici
juste que, dans le cadre non supervisé, I’estimation de s, ou d, sera faite par minimisation du critére
BIC [81] :

§ = argmin BIC(s) ou d= argmin BIC(d).
s€]0,1( d=1,...,p—1

4.4.2 Estimation du nombre de classes k

Le dernier parametre permettant la modélisation des données en vue de leur classification n’est
pas le moins important. Il est en effet trés important de connaitre en combien de groupes doivent
étre organisées les données. Dans le cadre de 1’analyse discriminante, le probleme de I’estimation
de k ne se pose pas car le nombre de classes est supposé étre connu. En revanche, dans le cadre de
la classification automatique, les données disponibles pour I’estimation des parameétres du mélange
n’étant pas completes, il n’est pas possible d’en déduire directement une estimation de k. En dehors
des cas bien particuliers ou 1’on sait par avance en combien de classes on souhaite organiser les
données (par exemple, males et femelles, ...), nous allons tout de méme devoir estimer k a partir des
données disponibles. L’estimation de ce parametre peut également &tre vue comme un probleme de
choix de modele : il faut choisir entre modéliser les données avec 1 classe, 2 classes, ..., n classes.
Nous dirons juste que I’estimation du nombre de classes dans le cadre non supervisé sera faite par
minimisation du critere BIC [81] :

k = argmin BIC (k).
k

=1,...,n

4.5 Choix du modele

Nous avons présenté dans ce mémoire un ensemble de modeles adaptés aux données de grande
dimension, plus ou moins parcimonieux, et traité de 1’estimation de leurs parametres. Il se pose alors
le probleme de choisir quel modele utiliser pour modéliser et classer au mieux un jeu de données
spécifique. Le but est donc de trouver un modele parmi 1’ensemble des modeles disponibles dont on
puisse estimer correctement les parametres avec les observations disponibles et qui soit suffisamment
flexible pour modéliser correctement les données. Par conséquent, il s’agit de trouver le modele ayant
le juste degré de complexité, qui permette d’obtenir le meilleur compromis entre le biais et la variance
des estimateurs de ses parametres. Nous allons donc voir dans ce paragraphe quelles techniques sont
a notre disposition pour choisir le « meilleur » modele parmi les 28 a notre disposition et ce dans les

cadres de I’analyse discriminante et de la classification automatique.
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4.5.1 Choix du modele dans le cadre supervisé

En classification supervisée, I’approche la plus simple est de choisir le modele le mieux adapté
aux données par validation croisée sur le jeu d’apprentissage. Le modele retenu pour classer ensuite
de nouvelles observations sera le modele qui aura fourni le classifieur le plus performant sur les
données completes d’apprentissage. Il est également possible de sélectionner ce « meilleur » modele
sur un critere probabiliste qui prenne a la fois en compte I’objectif de discrimination et celui de
modélisation probabiliste. Un tel critere a été proposé récemment par Bouchard et Celeux [14] et est
nommé Bayesian Entropy Criterion (BEC). Enfin, il est aussi possible de faire comme si les données
d’apprentissage n’étaient pas completes et de choisir le modele le plus adapté aux données sur un
critére qui prenne uniquement en compte 1I’aspect de modélisation probabiliste. On pourra alors utiliser
une des techniques proposées dans le cadre non supervisé et qui seront présentées au paragraphe
suivant. Toutefois, sur la base de notre expérience, nous conseillons d’utiliser la technique de ré-
échantillonage de la validation croisée qui donne le plus souvent des résultats satisfaisants lors du

classement des données de validation.

4.5.2 Choix du modele dans le cadre non supervisé

Comme nous I’avons déja dit brievement dans ce chapitre, de nombreux critéres ont été proposés
pour choisir entre différents modeles dans le cadre non-supervisé. Parmi ces modeles, les criteres
bayésiens qui choisissent le modele pour lequel la probabilité des observations est la plus grande sont
largement utilisés dans notre cadre d’étude. Le critere Bayesian Information Criterion (BIC) [81] est
certainement 1’un des plus connus et des plus utilisés. Le critére BIC est constitué de deux termes :
le terme de vraisemblance qui favorise la sélection d’un modele complexe et un terme de pénalité,
fonction croissante du nombre de parametres, qui favorise la sélection d’un modele parcimonieux. Le

principe du critere BIC est donc de choisir le modele qui minimise la quantité suivante :
BIC(m) = —2log(L) 4+ v(m)log(n),

ou v(m) est le nombre de parametres du modele m, L est la vraisemblance et n est le nombre d’obser-
vations. Pour les modeles adaptés aux données de grande dimension, présentés au chapitre précédent,
le nombre v est donné dans le tableau [3.1. En pratique, le critere BIC est a préférer au critere Akaike
Information Criterion (AIC) qui ne pénalise pas suffisamment la complexité des modeles et a, de
fait, tendance a surestimer le nombre de parametres a estimer. Dans les expérimentations qui seront
proposées dans le prochain chapitre, nous utiliserons le critere BIC pour le choix du modele. Notons
qu’il est également possible d’utiliser un critére probabiliste qui prenne en compte 1’objectif de discri-
mination si le clustering est effectué dans cet objectif. Le critere Integrated Classification Likelihood
(ICL) proposé par Biernacki er al. dans [9] réalise cela en maximisant la vraisemblance classifiante

intégrée.






Chapitre

Validation expérimentale

Dans ce chapitre, nous allons mettre en ceuvre et évaluer ’efficacité des méthodes de classifica-
tion HDDA et HDDC basées sur le modeles gaussiens introduits au chapitre [3 et dont I’estimation
des paramétres a fait 1’objet du chapitre [4. Nous mettrons tout d’abord en ceuvre, au paragraphe 5.1,
les méthodes supervisées et non supervisées HDDA et HDDC sur des données réelles et simulées
afin de permettre au lecteur de mieux appréhender le fonctionnement de ces deux méthodes. Le pa-
ragraphe |5.2 sera consacré a la validation expérimentale de 1’analyse discriminante de grande di-
mension (HDDA). Au cours de ce paragraphe, nous verrons que I’HDDA fournit des résultats tres
satisfaisants en grande dimension et avec des jeux d’apprentissage de petites tailles. La validation ex-
périmentale dans la classification automatique des données de grande dimension (HDDC) fera I’objet
du paragraphe |5.3. Nous pourrons y observer également le bon comportement de ’'HDDC en grande
dimension. Dans les paragraphes 5.2 et|5.3, les expérimentations seront menées sur des données si-
mulées et réelles. Une comparaison de grande ampleur du modele [al-j b;Qid;] et de ses sous-modeles
avec les modeles gaussiens classiques sera faite au chapitre suivant dans le cadre de I’application a la

reconnaissance d’objets dans des images.

5.1 Mise en ccuvre des méthodes HDDA et HDDC

Dans ce premier paragraphe, nous allons mettre en ceuvre les méthodes HDDA et HDDC sur des
données réelles de grande dimension afin de donner au lecteur une premiere idée du fonctionnement

et des performances de ces deux méthodes.

5.1.1 Mise en ccuvre de ’HDDA sur données simulées

Nous proposons tout d’abord d’appliquer ’HDDA a un jeu de données simulées afin d’observer
la forme de la régle de décision en fonction des différents modeles de mélange gaussien introduits
au chapitre 3. Nous comparerons également la forme de la régle de décision de 'HDDA avec celles

associées aux méthodes classiques de discrimination qui ont été présentées au paragraphe 2.2. Afin
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FIG. 5.1 — Données simulées dans R? et composées de deux classes de dimensions intrinséques res-
pectives 2 (classe bleue) et 1 (classe rouge). La frontiere de décision dessinée en pointillés est celle de
I’HDDA avec le modele [a;b;Q;d;].

de faciliter la visualisation des régles de décision associées aux différentes méthodes, nous utilise-
rons dans ce paragraphe des données dans R3 dont les dimensions intrinséques des classes seront

inférieures a la dimension de 1’espace original.

Données et protocole d’étude

Nous avons donc simulé pour les besoins de cette expérimentation 1500 données réparties en 2
groupes dans R? selon le modele [a;b;Q;d;]. Les paramétres de la premiére classe, qui sera représentée
en bleue par la suite, sont : 73 = 0.6, 41 = (0,0,0), a3 = 20, b7 = 3 et d; = 2. Les parametres de la
seconde classe, qui sera quant a elle représentée en rouge, sont : mo = 0.4, uy = (0,3,0), ay = 30,

bs = 1, dy = 1. Enfin, les matrices d’orientations des classes sont :

100 0.6 04 0
Qi=]10 10 et Qa=1 04 1 045
00 1 0 045 0.55

Ainsi, le sous-espace de la premiere classe est un plan parallele aux axes de I’espace original alors que
le sous-espace de la seconde classe est une droite qui n’est parallele a aucun des axes originaux. La
figure 5.1 montre les données qui ont été simulées pour cette expérimentation. Le plan représenté en
bleu et I’axe oblique sont respectivement les sous-espaces spécifiques de la premicre et de la seconde
classe. Nous avons également observé, sur ce jeu de données, les fronticres de décision générées

par les méthodes d’analyse discriminante basées sur les modeles gaussiens full-GMM (QDA), com-
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[aijbiQid;] [ai;bQ;id] [a;bQd]

FIG. 5.2 — Fronti¢res de décision de ’'HDDA avec les modeles [a;;b;Q;d;], [a;;6Q;d;] et [a;0Qd] sur
les données simulées. Les données sont projetées sur deux des axes originaux pour la représentation
uniquement.

GMM (LDA), diag-GMM et sphe-GMM. Nous avons également utilisé la méthode discriminative
SVM assortie du noyau classique RBF, i.e. K(x,2') = exp(—v|lz — 2'||?) avec v = 1.

Résultats expérimentaux

Tout d’abord, la figure 5.1 montre la frontiere de décision, dessinée en pointillés noirs, générée
par I’HDDA dans I’espace original a 3 dimensions. On observe que le modele [a;;b;Q;d;] de "THDDA
a correctement identifié le sous-espace spécifique de chacune des 2 classes et engendre une sépara-
tion quadratique entre elles. La figure [5.2 présente les frontieres de décision de 'HDDA associées
aux modeles [a;;0;Q;d;], [a;jbQ;d;] et [a;bQd] sur les données simulées. Les données ont été proje-
tées sur le premier et le troisieme axe de 1’espace original pour la représentation uniquement. Pour le
modele [a;;b;(Q;d;], on retrouve la séparation quadratique entre les classes observée sur la figure|5.1.
On remarque €galement que la régle de décision associée a ce modele donne 1’avantage a la pre-
miere classe (en bleue sur la figure) car sa dimension intrinséque est égale a 2. On remarque en outre
que ’HDDA a parfaitement identifié 1’orientation de la seconde classe qui n’est pas celle des axes
originaux. On peut également observer que la régle de décision associée au modele [a;;bQ;d;] est
également quadratique mais favorise moins la premicre classe que précédemment car ce modele fait
I’hypothese que le bruit est commun aux classes. Enfin, la frontiere de décision dessinée par ’'HDDA
associée au modele [a;bQd] est linéaire et cela confirme I’analogie que nous avions fait entre ce mo-
dele et celui de I’analyse discriminante linéaire (LDA). Nous avons choisi de ne représenter ici que
les frontieres de décision associées a ces trois modeles de notre famille car les autres modeles ont
des comportements similaires dans cet espace de faible dimension. La figure|5.3 présente quant a elle
les frontiéres de décision des méthodes classiques et permet de les comparer a celle de ’THDDA. On
peut constater que le modele [a;;b;Q;d;] de ’HDDA fournit un classifieur trés proche de QDA, qui
est basé sur le modele full-GMM, et qui est trés proche du classifieur optimal dans cet espace de
faible dimension. La méthode LDA, basée sur le modele com-GMM, fournit une regle de décision li-

néaire qui ne parvient naturellement pas a séparer les deux classes. L’hypothese d’égalité des matrices
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com-GMM

diag-GMM sphe-GMM SVM (noyau RBF)

F1G. 5.3 — Fronti¢res de décision de ’'HDDA et des méthodes d’analyse discriminante classiques sur
les données simulées. Les données sont projetées sur deux des axes originaux pour la représentation
uniquement.

de covariance faite par LDA explique I’inaptitude de ce classifieur a modéliser des données com-
plexes et ce méme dans un espace de faible dimension. Il est d’autre part particulierement intéressant
d’observer le comportement du classifieur associé au modele parcimonieux diag-GMM qui suppose
I’indépendance conditionnelle des variables. Cette hypothése empéche le classifieur a déterminer la
bonne orientation de chacune des classes et le contraint a fournir une régle de décision tres éloignée de
la vérité. La frontiere de décision que I’on observe pour ce classifieur est orientée selon les axes ori-
ginaux en accord avec son hypothese initiale. Le classifieur associé au modele gaussien sphe-GMM,
fidele a son hypothese de sphéricité des classes dans le systeme des axes originaux, fournit une regle
de décision sphérique autour de la seconde classe. Enfin, la méthode discriminative SVM produit une
frontiere de décision extrémement complexe et difficilement interprétable, au contraire de ’HDDA,
mais qui s’avere généralement tres performante sous réserve que les données d’apprentissage soient

bien représentatives des populations étudiées.

5.1.2 Mise en ceuvre de ’HDDA sur les données « visages »

Nous proposons a présent d’appliquer ’'HDDA a un probléme réel de reconnaissance de visages
ou les données sont de tres grande dimension. Le fait que les données utilisées dans ce paragraphe

soient des images, nous permettra de visualiser facilement 1’action de ’HDDA.
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FI1G. 5.4 — Quelques exemples de la base de données « visages » qui contient 13 sujets.

REE
€1 YRS

3@5\%

Sujet 1 2 3 4 5 6
- e B

4i —

a; 36000 50900 37300 49000 24300 50600

b; 6.2 20.5 14.7 3.1 2.8 16.3

d; 3 5 4 4 4 3

FI1G. 5.5 — Valeur des parametres des classes associées aux 6 premiers sujets.

Données et protocole d’étude

La base de données « visages >>h a été collectée par le Advanced Multimedia Processing Labora-
tory et est composée de 975 images des visages de 13 sujets. L’intérét de cette base est qu’il existe
une variation d’expressions faciales importante parmi les images d’'un méme sujet. Les images ont été
acquises dans les mémes conditions d’illumination et ont été recadrées en se basant sur la position
des yeux des sujets. Chaque observation de la base est une image en échelle de gris de taille 32 x 32
pixels et représentée par un vecteur de dimension 1024. Les jeux d’apprentissage et de validation
comprennent respectivement 10 et 65 images par sujet. La figure 5.4 présente quelques images tirées
de la base de données « visages ». Notre but est donc de faire de la reconnaissance de visages, i.e.
reconnaitre le sujet présent sur les images de validation en se basant sur la connaissance de 10 images
de chaque sujet. Pour discriminer ces données, nous avons choisi d’utiliser le modele [a;b;Q;d;] de
I’HDDA et le seuil s de la méthode d’estimation des dimensions a été déterminé par validation croisée
sur le jeu d’apprentissage. La méthode d’analyse discriminante HDDA étant programmée en langage
Matlab, le temps de calcul nécessaire a I’apprentissage du classifieur est de 22 secondes sur un ordi-

nateur récent (Pentium IV, 3Ghz).
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ler axe

2&éme axe

3eme axe

F1G. 5.6 — Images reconstruites correspondantes aux points le long des axes spécifiques du sujet 1,
i.e.les axes correspondants aux 3 premieres colonnes de la matrice ().
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F1G. 5.7 — Projection des données de validation sur les deux premiers axes spécifiques du sujet 1.
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Résultats expérimentaux

Tout d’abord, notons que cette base de données, qui est certes en trés grande dimension, est re-
lativement facile a discriminer puisque notre méthode obtient un taux de classification correcte égal
a 1 sur le jeu de validation. La figure [5.5 donne les valeurs des paramétres 1, a;, b; et d; pour les
6 premieres classes. Il est tout particulierement intéressant de remarquer que I’HDDA estime que la
dimension intrinseque moyenne des sous-espaces ou vivent les données est proche de 4. Ce chiffre
est particulierement petit quand on le compare a la dimension originale des données qui est 1024. Par
conséquent, le modele gaussien appris par ’HDDA est extrémement parcimonieux car sa complexité
est déterminée essentiellement par les dimensions d;. Il est assez naturel de trouver des dimensions
intrinseques de cet ordre de grandeur car le nombre de degré de liberté d’un visage n’est pas tres élevé.
Notons également que le rapport entre les valeurs des parameétres a; et b; est trés grand et cela traduit le
fait que les données ne sont que trés peu bruitées. Intéressons nous a présent a I’interprétation du sens
physique de chacun des axes spécifiques. Dans ce but, nous avons reconstruit les images associées aux
points de chacun des axes situés autour de la moyenne. La figure|5.6 présente ces images reconstruites
pour les 3 axes spécifiques de la classe du sujet 1. On peut observer que chacun des 3 axes représente
une expression faciale : I’axe 1 est associé a 1’étonnement, 1’axe 2 est associé a la gaieté et I’axe 3
est associé a la tristesse. Cela correspond en effet aux expressions faciales que chacun des 13 sujets
devaient mimer durant ’enregistrement des images. La figure [5.7 présente la projection des images
de la base de validation sur les deux premiers axes spécifiques de la classe du sujet 1. On observe
également qu’en se déplacant vers la gauche de 1’image et parallelement au premier axe, le visage
du sujet 1 traduit I’étonnement. De méme, en se déplacant parallelement au second axe spécifique
de la classe du sujet 1 et vers le haut de I’image, le visage du sujet apparait comme de plus en plus
joyeux. On peut remarquer enfin un certain « écrasement » des données en bas a droite de la figure
qui correspond a la projection des données évoluant le long du troisieme axe spécifique qui n’est pas

représenté sur cette figure.

5.1.3 Mise en ceuvre de ’HDDC sur les données « crabes »

Nous allons a présent mettre en ceuvre la méthode de classification non supervisée HDDC associée
au modele [aij b;Qid;] et a ses sous-modeles. De la méme fagon que dans le cas supervisé, nous allons
considérer la classification de données issues du monde réel. L’ objectif de cette expérimentation est

donc d’organiser en k groupes homogenes les données d’étude.

Données et protocole

Les données « crabes », utilisées dans cette mise en pratique de 1’algorithme de type EM qu’est
I’HDDC, sont composées de 5 mesures faites sur 200 individus équi-répartis dans 4 classes : les

crabes males et femelles a carapace orange, les crabes males et femelles a carapace bleue. Pour chacun

!disponible a 1’adresse http ://amp.ece.cmu.edu/downloads.htm.
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des sujets, 5 variables ont été observées : largeur de la levre frontale, largeur arriere, longueur de la
carapace, largeur maximale de la carapace et profondeur du corps de I’animal. Toutes ces observations
sont mesurées en millimetres. Les données que nous considérons ici ne sont donc pas, a proprement
parler, des données de grande dimension mais présentent I’intérét que les dimensions intrinseéques des
sous-espaces spécifiques des groupes sont égales a 1. Cette spécificité des données permettra donc une
visualisation aisée de la recherche des sous-espaces des classes par ’HDDC. Le seuil s du scree-test
de Cattell permettant de déterminer dans I’'HDDC les dimensions intrinseques des groupes a été choisi

grace au critere BIC et I’algorithme HDDC a ét¢ initialisé de fagon aléatoire.

Résultats expérimentaux

La figure|5.8 montre les 12 étapes de 1’algorithme d’estimation des parametres du modele [a;;b;Q;d;]
sur les données « crabes ». Les données sont projetées sur les deux premiers axes principaux pour la vi-
sualisation uniquement. Nous rappelons que ’HDDC, comme I"HDDA, ne réduit jamais la dimension
des données mais le modele gaussien sous-jacent tient compte du fait que la dimension intrinseéque
des données de chaque classe est plus petite que p. Les sous-espaces spécifiques des composantes du
mélange sont représentés sur la figure par des lignes bleues et les moyennes des classes floues sont
symbolisées par des disques de couleurs. On peut observer tout d’abord que le seuil s sélectionné par
le critére BIC a conduit a estimer les dimensions intrinseques des classes comme étant égales a 1. A
la premiére étape, on observe que les données sont encore réparties de facon quasi-aléatoire. Au fur
et a mesure des itérations, on découvre que I’estimation des moyennes et des sous-espaces des classes
s’affine jusqu’a convergence. A la 12éme et derniere étape, le sous-espace de chacune des classes
apparait étre parfaitement estimé. Etant donné que nous avons la connaissance des labels réels des
observations, nous avons pu vérifier que le clustering fournit par 'THDDC est treés proche de la réalité.
Le taux de classification correcte est en effet proche de 0.95. Nous reviendrons au paragraphe [5.3.4
sur la performance de ’HDDC sur ces données et nous la comparerons aux résultats obtenus avec une

technique de sélection de variables dans le cadre du modele de mélange gaussien.

5.2 Validation dans le cadre supervisé

Nous étudierons tout d’abord I’influence des différents facteurs étant a I’origine du fléau de la
dimension en classification sur les performances de ’'HDDA associée aux différents modeles propo-
sés au chapitre 3. Ces différentes expérimentations nous permettrons en outre de comparer 'HDDA
aux méthodes de référence en analyse discriminante. Nous menerons ensuite une étude comparative
sur données réelles entre ’HDDA et les principales méthodes d’analyse discriminante. Les méthodes
auxquelles nous comparerons I’HDDA sont I’analyse discriminante quadratique (QDA), I’analyse
discriminante linéaire (LDA), I’analyse discriminante a décomposition spectrale (EDDA) et la com-
binaison d’une réduction de dimension globale par analyse en composantes principales et de LDA
(PCA+LDA). Pour EDDA [7], qui est la méthode d’analyse discriminante basée sur les modeles par-
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FI1G. 5.8 — Les étapes de ’algorithme HDDC, de type EM, sur le jeu de données « crabes » et les
sous-espaces spécifiques des composantes du mélange (représentés par les lignes bleues).
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FI1G. 5.9 — Influence de la dimension sur les résultats de classification obtenus avec ’HDDA et les
méthodes classiques sur données simulées (voir le texte pour les détails de la simulation des données).

cimonieux de Celeux et Govaert [21], nous utiliserons le sous-modele [\ By| qui semble étre le mo-
dele le plus adapté pour ces données. Notons qu’une régularisation de type ridge a été nécessaire
afin d’inverser les matrices de covariance pour les méthodes QDA, LDA et EDDA. Ces expérimenta-
tions, menées sur données simulées et réelles, nous permettrons de mettre en évidence les principales
caractéristiques de ’HDDA.

5.2.1 Influence de la dimension

Nous avons mis en évidence au paragraphe [2.4.1 que la dimension de 1’espace d’origine est la
cause principale du mauvais comportement des méthodes de classification des données de grande
dimension. Nous allons donc étudier I’'influence de la dimension sur les résultats de classification

obtenus avec ’'HDDA et les méthodes classiques étudiées.

Données et protocole

Pour cette expérimentation, nous avons simulé des données réparties en 3 groupes dans R?, p =
15, ..., 100, selon le modele [a;bQ);d;] avec les paramétres suivants : {7y, 7o, m3} = {0.4,0.3,0.3},
{a1,a9,a3} = {150,75,50}, b = 10, {dy,da,ds} = {2,5,10}, avec des moyennes proches (||u; —
el ~ 10, pour tout ¢, ¢ € {1,2,3} tels que i # /) et des matrices d’orientation (); aléatoires.
Les matrices d’orientation (); ont été obtenues en effectuant la décomposition QR d’une matrice

symétrique aléatoire. Les jeux d’apprentissage et de test sont respectivement composés de 250 et
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1000 observations. La performance de chacune des méthodes €tudiées est mesurée par le taux moyen
de classification correcte calculé sur 50 répétitions. En outre, les données étant simulées, il a été
possible de calculer le taux optimal de classification correcte obtenu par le classifieur de Bayes basé
directement sur les densités réelles. Le nombre d’axes retenus pour la méthode PCA+LDA est égal
a 15 pour cette étude et correspond a un coude dans I’ébouli des valeurs propres de la matrice de
variance totale. Enfin, nous avons choisi d’utiliser le modele gaussien [a;b;Q;d;] dans ’'HDDA car il

nous semble réaliser un bon compromis entre complexité et parcimonie.

Résultats expérimentaux

La figure|5.9 met en évidence I’influence de la dimension sur les résultats de classification obtenus
avec I’HDDA et les méthodes classiques. Tout d’abord, cette figure montre que la dimension des
données n’a pas d’influence sur la performance de la méthode HDDA associée au modele [a;b;Q;d;].
En effet, le taux de classification correcte est constant et égal a 97% de la dimension 20 a la dimension
100. II est intéressant de remarquer que dans les premi¢res dimensions, i.e. d = 15, 20, 25, le taux
de classification correcte de HDDA augmente. Cela valide I’idée qu’il est plus aisé de discriminer
dans des espaces de grande dimension. On retrouve d’ailleurs ce comportement pour le classifieur
de Bayes (construit a partir des densités réelles) dont le taux de classification augmente 1égerement
au fur et 2 mesure que la dimension des données augmente. Remarquons aussi que la performance de
I’HDDA est tres proche du classifieur optimal de Bayes et que I’HDDA fournit des résultats similaires
a ceux de QDA en dimension 15. L’analyse discriminante quadratique (QDA), qui est connue pour
étre tres sensible a la dimension, voit en effet ses performances étre sévérement affectées des que la
dimension augmente. Le classifieur linéaire LDA est connu pour étre moins sensible a la dimension
des données et I’on remarque en effet que sa performance n’est affectée que pour des dimensions
supérieures a 60. En revanche, I’hypothése que les matrices de covariance des classes sont égales
semble trop restrictive pour ces données car les résultats montrent que LDA n’arrive pas a discriminer
correctement les classes, et ce méme dans des espaces de petite dimension. L’étape de réduction de
dimension de PCA+LDA permet au classifieur linéaire d’avoir des résultats constants en fonction de
la dimension mais sans donner lieu a une augmentation des performances de LDA. La réduction de
dimension est donc bien une technique permettant aux classifieurs d’étre appliqués a des données de
grande dimension mais qui n’améliore pas les résultats de classification. Enfin, le modele [\ By de
I’EDDA ne semble pas &tre sensible a la dimension des données mais est beaucoup moins performant
que 'HDDA. Cela est certainement dii au fait que le modele [\, By] est un modele trés parcimonieux
et il n’est donc pas capable de modéliser correctement de telles données. Pour récapituler, ’HDDA
s’est révélée ne pas €tre sensible a la dimension des données en fournissant de treés bons résultats aussi

bien en faible dimension qu’en grande dimension.
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F1G. 5.10 — Quelques caracteres manuscrits issus du jeu de données USPS.
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F1G. 5.11 — Influence de la taille du jeu d’apprentissage sur les résultats de classification obtenus avec
I’HDDA et les méthodes classiques sur données réelles (données USPS).

5.2.2 Influence de la taille de I’échantillon

Nous avons également vu au paragraphe 2.4.1 que si la taille du jeu d’apprentissage est petite
devant le nombre de parametres a estimer alors les méthodes d’analyse discriminante classiques ren-
contrent des difficultés. Ces difficultés sont liées au probleme posé par la nécessité d’inverser les ma-
trices de covariance des classes. Nous allons étudier dans ce paragraphe le comportement de ’HDDA

vis a vis de la taille de 1’échantillon.

Données et protocole

Pour cette expérimentation, nous avons choisi d’utiliser le jeu de données réelles USP§2 qui est
constitué de 9298 caracteres manuscrits recueillis par le United States Postal Service de la ville de
Buffalo. Les données sont divisées en 10 classes correspondant aux caracteres 0, 1, ..., 9. Chaque
caractere de la base est une image en échelle de gris de taille 16 x 16 pixels et représentée par un

vecteur de 256 dimensions. Les jeux d’apprentissage et de test sont respectivement composés de 7291

*disponible a I’adresse www.kernel-machines.org.
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et 2007 observations en dimension 256. La figure|5.10 donne un aper¢u des données USPS utilisées
dans ce paragraphe. Afin de mettre en évidence I’influence de la taille de I’échantillon d’apprentissage
sur les résultats de classification de ’HDDA et des méthodes classiques, nous avons utilisé successi-
vement une part croissante et aléatoirement déterminée du jeu d’apprentissage initial pour construire
le classifieur. Le nombre d’observations qui composaient les différents jeux d’apprentissage utilisés
lors de cette expérience variait entre 250 et 7250. La performance des méthodes étudiées est mesurée
par le taux moyen, calculé sur 50 répétitions, de classification correcte du jeu de validation. Le mo-
dele utilisé pour I’'HDDA est le modele [a;b;Q;d;] puisqu’il s’est avéré étre un modele efficace lors
de I’étude précédente. Le seuil s permettant de déterminer les dimensions intrinseéques des classes a
été déterminée par validation croisée sur le jeu d’apprentissage initial et a été fixée a 18. Rappelons
aussi que nous avons ajouté une régularisation de type ridge aux méthodes QDA, LDA et EDDA afin
qu’elles puissent traiter des données de grande dimension. Enfin, le nombre d’axes retenus pour la
méthode PCA+LDA est aussi égal a 15 pour cette étude et a été déterminé de la méme maniere que

précédemment.

Résultats expérimentaux

La figure|5.11 présente les résultats de classification correcte des méthodes étudiées en fonction
de la taille du jeu utilisé pour apprendre le classifieur. Il apparait que ’'HDDA n’est pas sensible a
la taille de 1’apprentissage et fournit des résultats trés satisfaisants méme avec un jeu d’apprentissage
composé de 500 observations. Il est important de rappeler que les données sont en dimension 256 et
que la tache est de discriminer 10 classes. On peut également remarquer que QDA ne parvient pas a
fournir un résultat si le nombre d’observations du jeu d’apprentissage est plus petit que 2000, et ce
méme avec la régularisation numérique. De plus, méme avec un grand jeu d’apprentissage, QDA ne
parvient pas a étre performante. Les méthodes LDA et EDDA sont également affectées par le facteur
« taille du jeu d’apprentissage », mais dans des proportions moindres, et ne parviennent pas a fournir
une classification satisfaisante des données de test. L’origine de ces performances décevantes est cer-
tainement I’inadéquation entre les hypotheses faites par les modeles sur lesquels ces deux méthodes
sont basées et la complexité des données utilisées dans cette étude. Il est intéressant de noter que
la réduction de dimension par ACP a permis d’améliorer la performance générale de LDA. Cela est
certainement di au fait que I’hypotheése d’égalité des matrices de covariance est trop éloignée de la
situation réelle en dimension 256 mais I’est beaucoup moins en dimension 15. D’autre part, I’étape de
réduction de dimension a également affranchi LDA de sa dépendance vis a vis de la taille de 1’échan-
tillon en réduisant le nombre de parametres a estimer. Nous avons en outre étudié le comportement des
méthodes HDDA et PCA+LDA avec des jeux d’apprentissage de tailles inférieures a 500. La méthode
HDDA a continué a donner des résultats satisfaisants (~ 0.79) et meilleurs que ceux de PCA+LDA
(~ 0.77) pour des jeux d’apprentissage composés de 200 observations. En decga de ce cas limite, les
résultats de '"HDDA se sont avérés étre tres instables. Cette étude a, en tout cas, montré que ’HDDA

fournit des résultats de classification tres satisfaisants en grande dimension et avec un jeu d’appren-
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Modele de "THDDA | Dimension moy. d | Taux de classif. correcte
[aiijidi] 18.5 0.936
[a;bQ;d;] 17.6 0.937
[a;0Q;d] 20 0.948
[a;bQ;d] 20 0.946
[abQ;d] 20 0.945

TAB. 5.1 — Résultats de classification obtenus avec I’ HDDA sur les données USPS.

Méthode Taux de classif. correcte | Temps d’apprentissage (sec.)
QDA (full-GMM) 0.846 ~1

LDA (com-GMM) 0.757 ~ 1

EDDA [\ Bi| 0.696 ~1

SVM (linéaire) 0.926 ~ 12

TAB. 5.2 — Résultats de classification obtenus avec ’'HDDA et les méthodes classiques de discrimi-
nation sur les données USPS.

tissage de taille tres limitée. En outre, ’HDDA s’est révélée €tre une méthode bien plus performante
que les autres méthodes de discrimination sur ce jeu réel de données de grande dimension. Une étude

comparative approfondie menée sur ce jeu de données est proposée au paragraphe suivant.

5.2.3 Comparaison avec les méthodes classiques

Nous nous proposons a présent de comparer ’HDDA aux méthodes classiques sur le jeu de don-
nées réelles USPS utilisé dans 1’étude précédente. Les méthodes de référence auxquelles nous allons
nous comparer dans ce paragraphe sont les 4 méthodes classiques étudiées précédemment et la mé-
thode discriminative support vector machines (SVM). Rappelons que SVM, que nous avons présentée
au paragraphe|2.2.3, est une technique de discrimination qui doit sa grande popularité a ses excellentes

performances.

Données et protocole

Cette étude a été menée sur le jeu de données réelles USPS que nous avons présenté au paragraphe
précédent. Nous avons cette fois ci utilisé les jeux d’apprentissage et de validation classiques qui sont
respectivement composés de 7291 et 2007 observations de dimension 256. Pour chaque modele de

I’HDDA, nous avons recherché par validation croisée sur le jeu d’apprentissage les dimensions intrin-
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seques d;,t = 1, ..., k, des classes. Une fois ces dimensions estimées, nous avons appris les classifieurs
associés au modele [a;;b;Q;d;] et a ses sous-modeles sur le jeu d’apprentissage. La performance des
différents modeles a été ensuite mesurée par le taux de classification correcte sur le jeu de validation.
Nous avons également mis en compétition dans cette étude la méthode discriminative SVM associée
au noyau linéaire, i.e. K(z,2') = (x,2'). Nous avons choisi d’utiliser le noyau linéaire car il est le
seul a ne pas nécessiter de paramétrage. En effet, une des limitations des SVM, comme le fait re-
marquer Burges dans [15], est la difficulté pour I’utilisateur de choisir le noyau le mieux adapté aux

données qu’il a a traiter.

Résultats expérimentaux

Le tableau |5.1 présente les résultats de classification obtenus par ’HDDA sur le jeu de don-
nées USPS et en fonction du modele gaussien utilisé. Ce tableau indique en outre, pour le mo-
dele [a;;b;Q;d;] et ses sous-modeles, la dimension intrinséque moyenne d associée au paramétre s
qui a été choisi par validation croisée sur le jeu d’apprentissage. On remarque tout d’abord que les
dimensions intrins€ques moyennes, choisies par validation croisée, sont du méme ordre de grandeur.
Cela signifie, que pour les modeles supposant que les dimensions d; sont différentes, la procédure
d’estimation basée sur le scree-test de Cattell fonctionne correctement. Notons que, sur les 256 va-
riables mesurées, ’HDDA ne retient en moyenne que 20 dimensions pour décrire chacune des classes.
On observe également que les modeles faisant I’hypothése que les dimensions d; et les parametres b
sont communs sont les plus performants. Les données ayant été acquises de la méme facgon, il est
assez vraisemblable que le bruit soit commun entre les classes et que par conséquent les modeles a
b; communs soient les plus efficaces. Le fait que soit un modele a dimensions communes qui soit le
plus performant de tous nos modeles traduit que la modélisation de chacune des 10 classes de la base,
i.e. les 10 chiffres, est du méme ordre de complexité. Le tableau 5.2 permet de comparer les perfor-
mances du meilleur résultat de ’'HDDA et des méthodes classiques de discrimination. Nous y avons
ajouté le résultat de classification obtenu sur le jeu de validation par la méthode discriminative SVM
assortie du noyau linéaire. Nous avons ajouté a ce tableau le temps de calcul, en secondes, nécessaire
a I’apprentissage du classifieur sur un ordinateur récent (Pentium IV, 3Ghz). L'HDDA s’avere étre la
méthode la plus performante devant la méthode SVM qui est connue pour son excellent pouvoir de
prévision. L’observation du temps nécessaire a 1I’apprentissage révele que I’HDDA nécessite un temps
de calcul de I’ordre des autres méthodes génératives alors que la méthode SVM nécessite approxima-
tivement 10 fois plus de temps. D’ailleurs, dans [15], Burges retient également le temps de calcul
nécessaire a I’apprentissage du classifieur SVM comme 1’une de ses principales limitations. L’'HDDA
est par conséquent une méthode d’analyse discriminante a la fois performante et rapide. Cette qualité
de ’'HDDA pourra par exemple s’avérer utile dans des situations d’apprentissage en temps réel, i.e.

mise a jour du classifieur en fonction de nouvelles informations.
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5.3 Validation dans le cadre non supervisé

De la méme facon que dans le cadre supervisé, nous allons a présent évaluer et comparer entre eux
les différents modeles proposés au chapitre |3 dans le cadre non supervisé. Nous nous intéresserons
ensuite a I’estimation des hyper-parametres que sont le nombre &£ de composantes du mélange et les
dimensions intrinseques d;, i = 1,..., k, des groupes. Nous étudierons également I’influence de la
dimension sur les performances de I’HDDC et de la valeur BIC associée. Enfin, nous mettrons en
concurrence notre méthode de clustering HDDC et une technique proposée récemment par Raftery
et al. [74] qui combine sélection de variables et modele de mélange gaussien dans le cadre de la
classification non supervisée. Cette dernicre étude sera menée sur données réelles, les précédentes

étant faites sur données simulées.

5.3.1 Sélection de modéeles

Notre méthode de clustering HDDC étant basée sur un modele de mélange gaussien, il est donc
possible de sélectionner le modele le plus adapté aux données en utilisant le critere BIC que nous
avons présenté au chapitre 4. Nous allons donc utiliser ce critére en combinaison avec le taux de clas-
sification correcte pour évaluer et comparer les modeles de notre famille. Rappelons que le taux de
classification correcte peut étre calculé dans ce cas car les données sont simulées et par conséquent
nous avons connaissance des labels corrects des observations. Cette information est naturellement
omise lors de I'utilisation de I’algorithme HDDC. De méme que dans le cas supervisé, nous ne consi-
dérerons dans cette étude qu’une partie des modeles de notre famille qui en compte 28. Les modeles
étudiés sont les modeles a orientations et dimensions libres dont les estimateurs sont explicites et dont
nous pensons qu’ils sont propres a modéliser une large gamme de situations. Il est facile de conjecturer
le comportement des modeles a orientations libres et dimensions communes a partir du comportement
des 6 modeles étudiés puisque ces deux types de modeles sont trés proches. Le modeles a orienta-
tions communes ne sont pas étudiés ici car I’estimation de leurs parametres requiere le plus souvent

I’utilisation d’une méthode itérative.

Données et protocole

Nous avons réalisé un grand nombre de simulations (50 répétitions pour chacun des 6 modeles de
simulation) et utilisé ensuite les 6 différents modeles a orientations libres dans ’'HDDC pour classer
les différents jeux de données simulés. Pour chacun des jeux simulés, nous avons simulé des données
réparties en 3 groupes dans R'?Y selon chacun des 6 modgles 4 orientations libres de notre famille. Les
parametres qui ont ét€ utilisés pour la simulation sont les suivants : a1; = 150 4= 50, ag; = 75 £ 25,
azj = 50+ 25 pour j = 1,...,d;, b; = 10 = 5 pour i = 1,....k, {m,m, w3} = {0.4,0.3,0.3} et
{di1,d2,ds} = {2,5,10}. Les moyennes des groupes étaient relativement proches (||z; — pel| ~ 10,
pour tout i, £ € {1,2,3} tels que ¢ # {) et les matrices d’orientation (); ont été obtenues de la

méme facon que dans le cas supervisé en effectuant la décomposition QR d’une matrice symétrique
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Modele de Modele de classification

simulation | [a;;0;Qid;] [ai;bQid;]  [a;ibiQid;]  [a;bQid;]  [abiQidi]  [abQ;d;]
[a;i;biQid;] 357 373 349 359 349 360
[a;0Q;d;] 403 404 397 396 397 397
[a;0;Qid;] 389 419 377 391 377 394
[a;bQ;d;] 438 440 419 419 420 420
[ab;Q;d;] 399 433 380 402 384 403
[abQ;d;] 456 451 428 427 434 433

TAB. 5.3 — Valeur moyenne du critére BIC pour les modeles de 'HDDC pour différents jeux de
données simulés. La valeur du critere associée au modele sélectionné par BIC pour chacune des lignes
est indiquée en gras.

Modele de Modele de classification

simulation | [a;;0;Qid;]  [aijbQid;]  [aibiQids]  [a;bQid;]  [abiQid;]  [abQd;)
[a;i;biQid;] 0.967 0.828 0.973* 0919 0.975% 0.903
[a;0Q;d;] 0.730 0.727 0.779 0.782* 0.758 0.751
[a;0;Q;d;] 0.979 0.871 0.983* 0.929 0.986* 0917
[a;bQ;d;] 0.826 0.800 0.882* 0.863* 0.875 0.865
[ab;Q;d;] 0.965 0.825 0.980* 0.844 0.952 0.822
[abQ;d;] 0.712 0.752 0.797 0.793%* 0.711 0.707

TAB. 5.4 — Taux de classification correcte moyen pour les modeles de ’'HDDC pour différents jeux
de données simulés. Pour chacune des lignes, le meilleur résultat de classification est indiqué en gras
et le modele sélectionné par le critere BIC est indiqué par une étoile.
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aléatoire. Chacun des jeux de données était composé de 1000 observations. Rappelons enfin que le
modele choisi comme le mieux adapté aux données est celui qui est associé a la valeur du critere BIC
la plus petite. A I’inverse, le meilleur taux de classification correcte est celui qui est le plus proche
de 1. Lors de chacune des 50 répétitions, I’algorithme HDDC a été initialisé grace a une partition

obtenue aléatoirement.

Résultats expérimentaux

Le tableau 5.3 présente la valeur moyenne sur les 50 répétitions du critere BIC correspondant
a chacun des 6 modeles et en fonction du modele utilisé pour simuler les données. Le tableau 5.4
présente quant a lui le taux moyen de classification correcte obtenu avec chacun des 6 modeles de
I’HDDC et en fonction des différents jeux de données. Dans les deux tableaux, le meilleur résultat de
chaque ligne est indiqué en gras. Dans le tableau |5.4 nous avons noté d’une étoile le modele sélec-
tionné par BIC pour chaque jeu de données. On observe tout d’abord que le critére BIC sélectionne
le plus souvent le modele fournissant le meilleur taux de classification correcte. Cela confirme que le
critere BIC est un outil efficace de sélection de modele. Il n’est pas surprenant non plus de voir que le
modele ayant servi a simuler les données obtient une valeur du critére BIC petite et que sont taux de
classification correcte est satisfaisant. L’observation du tableau 5.3 fait néanmoins apparaitre que le
modele [a;b;Q;d;] est le plus souvent élu par le critere BIC comme étant le modele le plus adapté aux
données. De plus, le tableau|5 .4 nous indique que ce modele obtient de trés bons résultats de classifica-
tion. Cette étude montre donc que dans un cas comme celui-ci, ot le nombre d’observations par classe
est petit devant le nombre de parametres a estimer, ce modele intermédiaire est efficace méme dans
une situation qui lui est a priori défavorable. Cela est certainement di au fait que, dans cette situation,
les grandes valeurs propres ont tendance a étre surestimées et que par conséquent 1’estimation de cha-
cune des plus grandes valeurs propres est globalement moins bonne que I’estimation de la moyenne
des plus grandes valeurs propres. Le modele [a;b;Q;d;] semble donc avoir le bon degré de complexité
et I’hypothese que A; ne possede que deux valeurs propres différentes apparait étre un moyen efficace
de régulariser I’estimation de la matrice de covariance de chacune des classes. Notons également que
les modeles [a;bQ;d;] et [ab;Q;d;], qui sont trés proches en complexité du modele [a;b;Q;d;], sont

également plébiscités par le critere BIC et le taux de classification correcte.

5.3.2 Estimation des parametres discrets

Dans le cadre qui est le notre ici, I’estimation du nombre de composantes du mélange et des di-
mensions intrinséques de groupes ne peut pas étre faite par validation croisée puisque les labels des
observations ne sont pas connus. Nous allons donc envisager le probleme de I’estimation de ces para-
metres comme un probleme de sélection de modele. En effet, les parametres &, dy, ..., dj, contrdlant la

complexité du modele, le critere BIC peut donc étre utilisé pour sélectionner ces parametres.



5.3. Validation dans le cadre non supervisé 125

Nb de classes k | Seuil choisi s | Dimensions d; | Valeur BIC
2 0.18 2,16 414
3 0.21 2,510 407
4 0.25 225,10 414
5 0.28 2,5,5,10,12 416
6 0.28 2,5,6,10,10,12 424

TAB. 5.5 — Sélection du nombre de classes et des dimensions grice au critere BIC sur un jeu de
données artificielles composées de 3 groupes dont les dimensions intrinseéques respectives sont 2, 5
et 10.

Données et protocole

Nous avons simulé, pour cette expérience, des données réparties en 3 groupes dans R'%0 selon
le modele [a;bQ;d;] avec les parametres suivants : {71, m, 3} = {0.4,0.3,0.3}, {a1,a2,a3} =
{150, 75,50}, b = 10, {dy,ds,ds} = {2,5,10}, avec des moyennes proches (||p; — pue|| ~ 10, pour
tout i, £ € {1,2,3} tels que i # ¢) et des matrices d’orientation (); aléatoires. Enfin, le jeu de données
était composé de 1000 observations. Nous avons ensuite calculé la valeur du critere BIC pour chacun
des couples (k,s), k = 1,...,6 et s variant entre 0.1 et 0.4. Rappelons que s est le parametre du
scree-test de Cattell permettant d’unifier I’estimation des & dimensions d;. L’expérience a été répétée

a 50 reprises afin de moyenner les effets liés a I’initialisation aléatoire de 1’algorithme.

Résultats expérimentaux

Le tableau |5.5 donne, pour chaque valeur de k, les valeurs moyennes du seuil s ayant la valeur
BIC la plus petite ainsi que les estimations des dimensions associées a ce choix de seuil. On observe
tout d’abord que le critere BIC parvient a estimer correctement les valeurs de & et des dimensions
d;, i = 1,...,k. Le critere BIC sélectionne en effet le modele [a;b;Q;d;] ayant les paramétres k=
3et {dy,dy,d3} = {2,5,10} ce qui correspond aux paramétres du modele de simulation. II est
d’autre part intéressant d’observer 1’évolution de 1’estimation des dimensions en fonction de k. Sil’on
considere le cas d’un mélange de seulement 2 composantes, ’HDDC semble correctement modéliser
le premier groupe, i.e. dy = dy, et créer un second groupe hybride composé du second et du troisicme
groupe réel, i.e. dy ~ dy 4 ds. De méme, si I’on considere le cas d’un mélange de 4 composantes,
I’HDDC semble avoir divisé I’effectif du premier groupe dans deux sous-groupes de méme dimension
intrinseque. Cette étude a donc permis de valider I’approche que nous avons proposée pour estimer
le parametre k et les dimensions d;, ¢+ = 1,..., k. D’autre part, nous n’avons pas remarquer lors de
cette étude une instabilité particuliere de ’HDDC qui soit due au choix des dimensions intrinséques.
Cela est certainement di au fait que le choix de la dimension des sous-espaces des classes n’est pas
aussi crucial que dans le cas des méthodes de réduction de dimension (comme 1’ACP). Rappelons,

en effet, que notre paramétrisation du modele gaussien conserve toutes les dimensions, au contraire
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FIG. 5.12 — Influence de la dimension sur la valeur du critere BIC associé au modele [a;;b;Q;d;]
de ’'HDDC et aux méthodes classiques sur données simulées (voir le texte pour les détails de la
simulation des données).

des méthodes de réduction de dimension, et ne fait qu’assigner un poids plus faible aux sous-espaces

supplémentaires des sous-espaces ou vivent les données des classes.

5.3.3 Influence de la dimension

Nous allons maintenant mettre en évidence le comportement de I’ HDDC vis a vis de la dimension
des données. Nous étudierons également les comportements des méthodes classiques de classification

non supervisée afin de comparer notre méthode a ces méthodes de référence.

Données et protocole

Pour cette étude, nous avons simulé des données réparties en 3 groupes dans R?, p = 20, ..., 100,
selon le modele [a;0Q;d;] avec les méme parametres que dans 1’expérience correspondante dans le
cas supervisé (cf. paragraphe [5.2.1). Le jeu de données était composé de 1000 observations. La per-
formance de chacune des méthodes étudiées est mesurée par le taux moyen de classification correcte
calculé sur 50 répétitions. Les données étant simulées, il a également été possible de calculer le taux
optimal de classification correcte obtenu par le classifieur de Bayes basé sur les densités réelles. Le
modele de ’HDDC utilisé ici est le modele [a;b;Q;d;] et nous le comparerons aux 3 modeles clas-

siques suivant : ful-GMM, diag-GMM et sphe-GMM. Les 4 méthodes de classification automatique
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F1G. 5.13 — Influence de la dimension sur les résultats de classification obtenus avec ’HDDC (mo-
dele [aijbiQidi]) et les méthodes classiques sur données simulées (voir le texte pour les détails de la
simulation des données).

utilisées lors de cette étude ont été initialisées a chaque répétition avec la méme partition obtenue

aléatoirement.

Résultats expérimentaux

La figure|5.12 montre le comportement du critére BIC associé a chacun des modeles sur lesquels
sont basés les méthodes étudiées en fonction de la dimension des données. Il n’est pas surprenant de
remarquer que le critére BIC sélectionne toujours le modele [a;b;Q;d;] comme étant le modele le plus
adapté aux données puisque elles ont été simulées selon ce modele. En revanche, il est intéressant de
noter que, plus la dimension augmente, plus la différence entre les valeurs du critere BIC des modeles
classiques et du modele [a;b;Q;d;] s’accroit et cela en faveur du modele [a;b;Q;d;]|. Rappelons que le
critere BIC sélectionne le modele qui réalise le meilleur compromis entre complexité et adéquation
aux données. L’augmentation de la dimension de 1’espace semble aider a trouver le bon modele. La
figure[5.13, quant a elle, met en évidence 1I’évolution du taux de classification correcte de chacun des
modeles en fonction de la dimension. On retrouve, pour ’HDDC, un comportement vis a vis de la
dimension similaire a celui de ’'HDDA dans le cadre supervisé. En effet, le taux de classification
correcte de I’HDDC ne semble pas particulierement affecté par la dimension des données. On note
toutefois une plus grande irrégularité de la courbe des résultats par rapport au cas supervisé mais cet
effet est certainement du a I’initialisation aléatoire de 1’algorithme. Les résultats de la méthode de

classification automatique associée au modele full-GMM sont tres rapidement pénalisés par la dimen-
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FI1G. 5.14 — Données « crabes » : a gauche, projection des données sur les deux premiers axes prin-
cipaux et, a droite, classification obtenue avec ’'HDDC et le modéle [a;b;Q;d;]. Les lignes bleues
représentent les sous-espaces spécifiques de chaque groupe.

sion de I’espace d’étude. Nous avions d’ailleurs observé un comportement similaire pour ce modele
dans le cas supervisé. Les modeles diag-GMM et sphe-GMM, quant a eux, ne semblent pas subir
le fléau de la dimension mais fournissent des résultats trées médiocres quelle que soit la dimension
de I’espace. Le comportement de ces deux derniers modeles s’explique par le fait que ce sont des
modeles treés parcimonieux. Cette étude montre que notre modélisation des données de grande dimen-
sion semble posséder la qualité d’invariance a la dimension comme les modeles parcimonieux et la
qualité de produire de résultats satisfaisants comme les modeles complexes dans les espaces de faible

dimension.

5.3.4 Comparaison avec la sélection de variables

Nous nous proposons dans ce paragraphe de comparer notre approche a la sélection de variables.
Une récente approche proposée par Raftery et Dean [74] permet de combiner la sélection de variables
a I’étape de classification dans le cadre du modele de mélange gaussien. Pour ce faire, les auteurs
considerent le probleme de la sélection de variables comme un probléme de choix de modeles. Dans
leur approche, la sélection est réalisée en utilisant le critére BIC en combinaison avec un algorithme
efficace de recherche. Les auteurs font remarquer de plus qu’il est possible d’effectuer cette sélection
de variables sur les variables originales ou sur les composantes principales. Cette méthode de sélection

de variables pour la classification automatique sera notée VS-GMM dans la suite de ce paragraphe.

Données et protocole

Afin de comparer notre méthode de clustering HDDC a cette technique, nous avons choisi d’utili-

ser le jeu de données « crabes » utilisé dans [74] et que nous avons déja présenté au paragraphe|5.1.3.
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Modele TCC sur var. orig. | TCC sur comp. princ. | TCC avec ACP
Sphe-GMM 0.340 0.340 0.340
Diag-GMM 0.355 0.355 0.535
Com-GMM 0.625 0.625 0.635
Full-GMM 0.640 0.640 0.845
VS-GMM [74] 0.925 0.935 /

TAB. 5.6 — Taux de classification correcte (TCC) obtenus avec ’HDDC, les modeles gaussiens clas-
siques et la méthode de sélection de variable VS-GMM [74] sur un jeu de données réelles (données
Crabes).

Rappelons tout de méme que ces données sont composées de 200 observations en dimension 5 et
réparties équitablement en 4 classes. La figure [5.14 présente 1’organisation des données « crabes »
projetées sur les deux premiers axes principaux. Les disques de couleurs représentent les moyennes
empiriques des groupes. Le modele sélectionné par le critere BIC pour étre utilisé par ’'HDDC est le
modele [a;b;Q;d;]. Nous avons également utilisé les méthodes de clustering associées aux modeles
classiques full-GMM, com-GMM, diag-GMM et sphe-GMM. Le clustering a été réalisé 50 fois pour
chaque méthode afin de moyenner les résultats de classification et, a chaque répétition, les algorithmes
ont été initialisés a partir de la méme partition aléatoire des données. Pour les méthodes associées aux
modeles classiques, le clustering a été également été effectué sur les composantes principales et en
combinaison avec une réduction a 3 dimensions par ACP. Le nombre de composantes principales re-
tenues pour I’étape de réduction de dimension a été déterminé a partir de 1’ébouli des valeurs propres.
Notons de plus que le nombre de variables sélectionnées par VS-GMM est aussi égal a 3 et que le

modele gaussien utilisé dans cette méthode est le modele full-GMM.

Résultats expérimentaux

Le tableau [5.6 présente les résultats de classification obtenus avec 'HDDC et les méthodes de
clustering classiques. Nous y avons également reporté le résultat de VS-GMM donné par [74]. Ces
résultats sont disponibles pour la classification sur variables originales, sur composantes principales et
sur données réduites par ACP. Il apparait tout d’abord que ces données, qui ne sont certes pas de grande
dimension, s’averent tres difficiles a classer avec les méthodes classiques. En effet, le meilleur résul-
tat obtenu avec une méthode classique est 0.64 en utilisant le modele gaussien général full-GMM. On
remarque que la classification sur composantes principales n’améliore pas les résultats des méthodes
classiques. Le fait que la classification sur composantes principales n’améliore pas les résultats des
modeles diag-GMM et sphe-GMM confirme notre hypothése que les groupes vivent dans des sous-
espaces d’orientations différentes. En revanche, on peut noter que la réduction de dimension permet
d’améliorer significativement le résultat de classification du modele full-GMM. La méthode de sélec-

tion de variables VS-GMM obtient un taux de classification correcte égal a 0.925 sur variables ori-
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ginales et a 0.935 sur composantes principales et devance ainsi les méthodes classiques. Sachant que
la réduction de dimension par ACP a permis a la méthode associée au modele full-GMM d’améliorer
ses résultats, il est assez naturel que les résultats de VS-GMM soient aussi meilleurs sur composantes
principales. On peut également conclure de cette observation que VS-GMM n’a certainement pas sé-
lectionné les 3 mémes variables que 1’ ACP puisque les résultats de VS-GMM sont bien meilleurs que
ceux de full-GMM sur données réduites par ACP. Cela confirme une autre de nos hypotheses initiales
qui suppose que la réduction de dimension par ACP n’est pas une approche optimale dans le but de
classer des données. Enfin, ’HDDC domine cette étude en obtenant un taux de classification correcte
égal a 0.95 sur variables originales et sur composantes principales. Rappelons que le fait de travailler
sur les composantes originales ne change rien aux résultats de ’'HDDC puisqu’elle cherche le sous-
espace de chaque groupe dans son espace propre. On peut déduire de la comparaison des résultats de
I’HDDC avec ceux de VS-GMM que le fait de ne pas supprimer de variables et de modéliser chaque
groupe dans son espace propre est la meilleure approche pour la classification. Notons au passage que
I’HDDC est également capable de surclasser les méthodes existantes sur des jeux de données dont la

dimension est plutdt faible.



Chapitre

Application a la reconnaissance d’objets

Dans ce chapitre, nous allons considérer le probléme de la reconnaissance d’objets dans des
images qui est un des problémes les plus difficiles a I’heure actuelle en vision par ordinateur. Outre la
difficulté intrinseque du probléeme, celui-ci présente plusieurs intéréts vis a vis de notre sujet d’étude :
les données sont en grande dimension et I’approche classique combine apprentissage non supervisé
et supervisé. Pour ces raisons, nous avons choisi d’appliquer les méthodes de classification proposées
dans ce mémoire a la reconnaissance d’objets. Nous proposerons une approche de la reconnaissance
d’objets basée sur le modele de mélange permettant de localiser de maniere probabiliste 1’objet étu-
dié. Nous présenterons tout d’abord au paragraphe 6.1 le probléme de la reconnaissance d’objets et
les approches existantes. Au cours du paragraphe [6.2, nous proposerons une approche probabiliste
de la reconnaissance d’objets adaptée aux cadres supervisés et faiblement supervisés. Enfin, le para-
graphe 6.3 sera consacré a I’évaluation expérimentale de notre approche. Ces expérimentations seront
menées sur deux bases de données récentes de reconnaissance d’objets et mettront en évidence que

notre approche est plus efficace que les méthodes existantes.

6.1 La reconnaissance d’objets

Ce premier paragraphe va donc étre consacré a introduire le probleme de la reconnaissance d’ob-
jets et présenter I’état de I’art dans ce domaine qui connait actuellement un tres fort développement.
La grande activité qui régne dans ce domaine est en partie due aux intéréts li€s aux applications de
la reconnaissance d’objets. En effet, la reconnaissance d’objets est au coeur d’un grand nombre de
progres technologiques parmi lesquels on peut citer la télé-surveillance, la sécurité, I’indexation des

images sur le web et le pilotage autonome de véhicules.

6.1.1 Le probleme de la reconnaissance d’objets

Le probléme de la reconnaissance d’objets est d’identifier les images comportant une instance d’un

objet donné et, le cas échéant, de localiser cet objet dans I’image. Ce probléeme est rendue difficile par
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FIG. 6.1 — Quelques exemples de la catégorie d’objets « vélo ».

la trés grande variabilité qui existe dans une catégorie d’objets. La figure illustre cette caractéristique

des classes d’objets en présentant différentes instances de la classe « vélo ».

Localisation d’objets et classification d’images

Dans ce travail, nous nous considérerons les deux tiches de la reconnaissance d’objets : la clas-
sification d’images et la localisation d’objets. La classification d’images consiste a décider pour une
nouvelle image si elle contient une instance de 1’objet étudié, que nous noterons O, ou si elle ne
contient aucune instance de cet objet et qu’elle ne contient que du fond, que nous noterons B. Cette
tache est par conséquent un probléme de classification binaire. La localisation d’objets consiste quant
a elle a circonscrire 1I’objet dans une nouvelle image dont on sait qu’elle contient au moins une ins-
tance de 1’objet. Cette localisation de 1’objet O a I’intérieur d’une image peut étre réalisée soit par
segmentation, i.e. pour chaque pixel de I’image on décide s’il représente ou non 1’objet, soit en déli-
mitant la zone de I’image contenant 1’objet grace a un cadre, également appelé bounding box. 1l va de
soi que la localisation d’objets requiert une plus haut degré de précision que la classification d’images

et est, de ce fait, considérée comme plus difficile.

Apprentissage supervisé et faiblement supervisé

La reconnaissance d’objets nécessite bien entendu une phase d’apprentissage permettant de prendre
connaissance des caractéristiques de la catégorie d’objets étudiée. Pour cela, on dispose généralement
d’une base d’images pour lesquelles on a une information, plus ou moins précise, sur la présence ou
I’absence de 1’objet étudié. Le type de supervision de I’apprentissage peut en effet &tre de deux sortes :
supervisé ou faiblement supervisé. Dans le cas de I’apprentissage supervisé, les objets sont segmentés
dans chacune des images d’apprentissage, i.e. on sait pour chaque point d’une image s’il appartient ou
non a I’objet. Un point sera alors référencé comme positif s’il appartient a 1’objet O et négatif dans le
cas contraire. Dans le cas faiblement supervisé, les points des images d’apprentissage qui contiennent
au moins une instance de I’objet O sont référencés comme positifs. Les points des images qui ne
contiennent aucune instance de I’objet O sont, quant a eux, référencés comme négatifs. Il est impor-
tant de noter que, dans le cas d’une supervision faible, les points référencés comme positifs peuvent
appartenir a I’objet O mais également au fond B. En revanche, les points référencés comme négatifs
ne peuvent appartenir qu’au fond B. Naturellement, le second type de supervision est moins coliteux

en temps d’annotation et les recherches actuelles se tournent de plus en plus vers cette approche.
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6.1.2 Etat de I’art

Nous allons a présent donner un apergu de 1’état de I’art en reconnaissance d’objets. Il faut tout
d’abord noter que la plupart des méthodes récentes de reconnaissance d’objets utilisent une description
locale de I’image, i.e. 'image est représentée par un ensemble de descripteurs décrivant les zones

d’intéréts de I’'image. La description locale de I’'image sera abordée en détail au paragraphe suivant.

Les méthodes part-based

La plupart des approches récentes organisent tout d’abord les descripteurs locaux en groupes
homogenes en utilisant des techniques de clustering classiques (k-means ou les méthodes génératives
basées sur les modeles de mélange gaussien). Agarwal et Roth [1] déterminent ensuite les relations
spatiales entre les groupes précédemment formés et utilisent le classifieur Sparse Network Classifier
pour 1’étape de reconnaissance. Dorko et Schmid [28] sélectionnent les groupes discriminants de
I’objet étudié a partir de leur ratio de vraisemblance et se servent uniquement des groupes les plus
discriminants pour la phase de reconnaissance. Leibe et Schiele [55] apprennent la distribution spatiale

des groupes formés et mettent en ceuvre ensuite un systeme de vote.

Les méthodes de bag-of-keypoints

D’autre part, les méthodes de bag-of-keypoints [92,/94] représentent chaque image par un histo-
gramme des groupes appris et utilisent ensuite un classifieur SVM dans I’étape de reconnaissance.
Sivic et al. [85] combinent une représentation de type bag-of-keypoints avec la méthode Probabilistic
Latent Semantic Analysis (PLSA) [48] pour découvrir un « vocabulaire » de parties d’objets. Enfin,
Opelt et al. [67] utilisent une méthode de sélection de variables pour identifier les caractéristiques

discriminantes de 1’objet.

6.1.3 Description locale de I’image

Les premieres méthodes proposées pour reconnaitre des objets dans des images caractérisaient les
objets par leur apparence globale. La principale limite de cette approche est qu’elle n’est pas robuste
aux occlusions, aux changements de luminosité et aux transformations géométriques. Pour éviter ces
problémes, les méthodes récentes utilisent des descripteurs locaux qui sont par construction robustes a
I’ensemble de ces perturbations. Ainsi, dans le cadre d’une approche utilisant des descripteurs locaux,

chaque image est associée a un nombre plus ou moins grand de descripteurs locaux.

Détection des points d’intérét

L’extraction de ces descripteurs comporte deux phases : la détection de points d’intérét et la des-
cription de la zone de I’image située autour de chacun des points d’intérét. La détection des points

d’intérét est réalisée grace a un opérateur de détection qui parcourt ’image et identifie les zones
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F1G. 6.2 — Extraction des points d’intérét : a gauche, I’'image originale et, a droite, les points d’intérét
détectés sur I’image et qui seront ensuite convertis en descripteurs locaux.

de I’image ayant des caractéristiques particulieres. de fort gradient dans toutes les directions. Par
exemple, le détecteur de Harris-Laplace (HL) [61], I’'un des les plus utilisés, recherche les zones de
fort gradient dans toutes les directions. Pour cela, il calcule sur un voisinage de chacun des pixels de

I’image la matrice A définie par :

Vi@,y) Vay(z,y)
Alx,y) = ;
Vyg;(.%', y) v?j(xv y)

ou V,, est le gradient de I’image dans la direction . Les pixels (z, y) pour lesquels la matrice A(x,y)
a deux valeurs propres fortes sont des points d’intérét. En pratique, ce procédé détecte principalement
les parties saillantes (angles, bords, ...) des objets de I’image. Le détecteur de Harris-Laplace associe
a chacun des points d’intérét détectés une échelle caractéristique qui servira a déterminer la taille du
voisinage du point qui sera transformée en descripteur local. Cette échelle caractéristique est déter-
minée, pour chacun des points d’intérét, en maximisant le Laplacien dans I’espace multi-échelles.
Parmi les autres détecteurs existants, on peut citer le détecteur DoG (Difference of Gaussian) [56] et
le détecteur de Kadir er al. [51] qui, tous deux, extraient des zones homogenes (blobs en anglais) de

I’image.

Description des points d’intéréts

La zone de I’image avoisinant chacun des points d’intérét détectés est ensuite décrite et transfor-
mée en un vecteur de grande dimension grace a un descripteur. Le voisinage de chacun des points
d’intérét est défini et normalisé en fonction de I’échelle caractéristique qui lui est associée. Le des-
cripteur SIFT [56], qui s’est avéré étre tres efficace dans le domaine de la reconnaissance d’objets,
comme en témoignent les travaux [28, 67, 94], divise le voisinage du point d’intérét courant en 4 x 4

zones et calcule les gradients dans les 8 directions de I’image a I’intérieur des ces 16 zones. Ainsi,
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F1G. 6.3 — Description locale des points d’intérét : a gauche, gradient du voisinage d’un point d’intérét
et, a droite, quantification du gradient selon les 8 directions cardinales pour 2 x 2 zones du voisinage
considéré. Le descripteur utilisé dans ce mémoire considere une division en 4 x 4 zones du voisinage
d’un point d’intérét.

chaque voisinage d’un point d’intérét est décrit par un vecteur de taille 128 = 4 x 4 x 8. La figure /6.3
illustre le procédé de description associé a 1’opérateur SIFT. Cette description invariante a 1’échelle
de chacun des points d’intérét peut en outre étre rendue invariante aux transformations géométriques
de I'image. Au terme de ce procédé d’extraction, une image est associée a m descripteurs locaux en

dimension 128 si I’on considere le cas du détecteur-descripteur HL+SIFT.

6.2 Approche probabiliste de la reconnaissance d’objets

La plupart des méthodes existantes de reconnaissance d’objets ne sont que partiellement proba-
bilistes et nécessitent le réglage de nombreux parametres de maniére strictement empirique. De plus,
peu de méthodes sont adaptées a la fois au cas supervisé et au cas faiblement supervisé. Nous nous
placons dans le cadre classique de la reconnaissance d’objets et considérons donc que les observations,
notées x; dans la suite, sont des descripteurs locaux d’images. Nous proposons ici une approche pro-
babiliste de la reconnaissance d’objets qui intégre de maniere naturelle les méthodes de classification
proposées dans ce mémoire et qui permette de connaitre pour chaque point d’intérét la probabilité
qu’il appartienne a 1’objet étudié. L’ apprentissage pourra en outre étre soit supervisé, i.e. les objets
sont segmentés dans les images d’apprentissage, soit faiblement supervisé, i.e. les objets ne sont pas

segmentés dans les images d’apprentissage.

6.2.1 Le modele

Nous nous placons dans le cadre du modele de mélange gaussien pour modéliser la distribution
des descripteurs d’une image. D’un point de vue formel, nous supposerons que les descripteurs x;,

7 = 1,...,n, sont des réalisations indépendantes d’une vecteur aléatoire a valeur dans R” dont la
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densité s’écrit sous la forme suivante :
k
fl@)=> mif(z,0:),
i=1

ol 7; est la probabilité a priori de la i¢me composante du mélange et f(z,6;) est la densité d’une
loi normale N (p;, ;) de moyenne p; et de matrice de covariance ¥;, et ce pour ¢ = 1, ..., k. Nous

proposons en outre de re-formuler la densité f comme suit :

fla) =7f9@@) + (1 —7)fP(x),

ol 7 est la probabilité a priori de I’objet O et ot £ et fB sont les densités respectives des distributions

de I’objet O et du fond B qui s’expriment de la facon suivante :

k
Tfo(.%') = ZRﬂTzf(x792)7
i=1

k
(1=7)fPx) = Y (1 - Rmif(x,0),
i=1

ot R; = P(C; € 0),i = 1,...,k, est le pouvoir discriminant de la classe C; par rapport a O. Par
intégration des densités, on obtient la relation 7 = Zle R;m; qui lit la probabilité a priori T & R; et

m;. La densité f peut finalement s’exprimer comme suit :

k k

fle) = Rimif(x,0;)+ > (1= Ri)mif(x,6;).
i=1 1

1=
~

Objet Fond

Il est alors naturel de penser qu’une classe ayant une valeur de R; proche de 1 représente une partie de
I’objet étudié et en est discriminante. De méme, on peut supposer qu’une classe ayant une valeur de
R; proche de 0 représente le fond B et en est discriminante. En revanche, les classes ayant des valeurs

de R; proche de 0.5 ne sont discriminantes ni de 1’objet O ni du fond B.

6.2.2 Apprentissage

Etant donnée la modélisation introduite au paragraphe précédent, la phase d’apprentissage consiste
a estimer les parametres du modele a partir des descripteurs des images d’apprentissage. Cette phase
d’apprentissage, qui peut €tre supervisée ou faiblement supervisée, comporte deux étapes : la pre-
miere est I’estimation des parametres 7; et §; du mélange, la seconde est 1’estimation des parametres

R;. Nous verrons que la seconde étape uniquement dépend du type de supervision.
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Estimation des parametres 7; et 0;

Le but de cette premicre étape est I’estimation des parametres 7; et 6; du mélange a partir des don-
nées d’apprentissage. Pour ce faire, les descripteurs positifs et négatifs sont organisés en k groupes
grice a une méthode de classification automatique basée sur le modele de mélange gaussien. Par
exemple et comme les descripteurs sont en grande dimension, la méthode HDDC basée sur le mo-
dele [a;;b;Q;d;] ou un de ses sous-modeles peut étre utilisée pour regrouper ces descripteurs en k
groupes homogenes. L'HDDC fournira en outre les estimations des parametres du mélange 7; et 6;.
Mentionnons également que cette classification peut étre effectuée grace a toute méthode générative
de classification non supervisée basée sur le modele de mélange gaussien. Par exemple, il est possible
d’estimer les paramétres 7; et 0; en utilisant la méthode classique de clustering basée sur le modele

gaussien diag-GMM et I’algorithme d’estimation EM.

Estimation des paramétres R;

Cette seconde étape consiste a estimer le vecteur de paramétres R = (Ry, ..., Rj) du mélange.
Nous proposons d’estimer ces parametres par la méthode du maximum de vraisemblance sur les don-

nées d’apprentissage.

Proposition 6.2.1. L’estimateur du maximum de vraisemblance conditionnelle du vecteur de para-

meétres R = (R, ..., Ry,) satisfait la relation suivante :
Ry = argmax{.J(R)},
R
ou la quantité a maximiser J est définie en fonction de R par :

J(R) = log ((R, ;) + Y log (1~ (R, ¥;)) — nolog((R,m)) —nplog(l — (R, m)),
z;€0 z;€B

avec ™ = (7, ..., ) et Wy = P(x; € Cylxj) pour i =1, ... k.

Démonstration. Nous allons chercher a maximiser la vraisemblance conditionnellement a I’apparte-

nance des points a O et B, que nous noterons () :

qui, d’apres la modélisation présentée au paragraphe précédent, peut s’exprimer de la facon suivante :

_ 1~ mif (25,00) 1 o Tif (x4, 0:)
e= 1122 mpe ™ a0 mpe

z;€0 =1 z;€B i=1
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Ennotant ¥ ;; = P(z; € Cj|z;) et grice ala formule de Bayes, on alarelation ¥ ;; = 7, f(x;,6;)/ f(x;),

pour i =1, ..., k, et I’on peut écrire :

k
Q= T—no(l _ T)an H ZRi‘I]ji H Z(l — Ri)\I’ji,

;€0 i=1 z;€EB i=1

ol ng et np sont le nombre de points appartenant respectivement a I’objet O et au fond B. En passant

au logarithme, on obtient :

k k
log(Q) = Z log (Z Ri\I/jZ) + Z log <Z(1 - Ri)\I/ji> —nolog(r) —nplog(l — 1),
i=1

;€0 z;€B i=1
et en adoptant une notation vectorielle, on peut écrire :
log(Q) = ) log ({(R, W) + D log ({1 = R, ¥})) — nolog({R,m)) —nplog(l - (R,m)).
z;€0 z,€EB
En remarquant que < 1 — R;, ¥; >= 1— < R;, ¥; >, nous obtenons la relation :
log(Q) = Y log (R, W) + > log (1 — (R, ¥;)) — nolog((R,m)) — nplog(1 — (R, )).
z;€0 z;€EB

La maximisation de la vraisemblance conditionnelle () est donc équivalente a la maximisation de la

quantité J(R) = ijeo log ((R,¥;)) + ijeB log (1 — (R, ¥;)) — nolog((R,m)) — nplog(l —
(R, 7)). O

Malheureusement, I’estimateur Ry n’a pas d’expression explicite et son calcul requiert 1’ utilisa-
tion d’une méthode d’optimisation itérative. Nous avons donc mis en ceuvre une méthode de descente
de gradient pour estimer le vecteur de parametres R. L’expression du gradient de la quantité J a

maximiser en fonction de R est :

v v T T
VgeJ = -7 - J .
" %<R,mj> %1—<R,mj> "R BT (R

6.2.3 Reconnaissance d’objets
La phase de reconnaissance consiste a décider de maniere probabiliste si les descripteurs d’une

nouvelle image appartiennent ou non a I’objet O étudié. A partir de cette connaissance, deux taches

sont possibles : la localisation de 1’objet et la classification de 1’image.
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Localisation d’objets

La localisation d’objets consiste a classer chacun des descripteurs d’une image [, différente des
images d’apprentissage, comme appartenant a 1’objet O ou comme appartenant au fond B. Cette tache
est particulicrement difficile car elle requiert une classification treés précise de chacun des descripteurs
de I’'image I. La modélisation de la densité des descripteurs d’une image, introduite au paragraphe
précédent, va nous permettre pour chaque descripteur d’une nouvelle image I de calculer sa probabi-
lité a posteriori d’appartenir a I’objet O. Il sera ensuite aisé de décider pour chaque descripteur s’il
appartient ou non a I’objet étudié. Etant donnée la modélisation de la densité des descripteurs d’une
image, présentée au paragraphe précédent, il est possible de calculer pour chaque descripteur d’une

nouvelle image [ la probabilité d’appartenir a I’objet étudié O.

Proposition 6.2.2. La probabilité a posteriori que le descripteur x; appartienne a I'objet O est

égale a :
k
P(I‘j € O\x]) = ZRZ‘\I}]‘Z‘, (6.1)
=1

ou \Ilji = P(.%'j S CZ‘.%'])

Démonstration. La modélisation présentée au paragraphe précédent permet d’écrire :

P(I‘j < O\x])

Or, la formule de Bayes implique que P(z; € Cjlz;,0) = mf(x;,60;)/f(x;) et cela permet de

conclure la démonstration. O

Remarque 6.2.1. Nous avons observé que I’algorithme d’optimisation permettant d’estimer le para-
matre R convergeait vers une solution trés proche de I’estimateur des moindres carrés Rpc déduit
de (6.1) et donné par :

Bye = (V') v, (6.2)

oi &; = P(z; € Olx;). Dans les expérimentations présentées au paragraphe 6.3, nous utiliserons
I’estimateur des moindres carrés du vecteur de parametre 12 afin de réduire les temps de calculs.
Remarque 6.2.2. On peut alors remarquer que le calcul de I’estimateur des moindres carrés Ruie
dépend de la quantit¢ ®; = P(x; € Olx;) et que celle-ci s’exprime également en fonction de R
via (6.1). Il nous a alors semblé intéressant de mettre en place une stratégie récursive d’estimation
de R et des ®; mais cet algorithme a fourni des estimations stables de ces quantités des la premicre
itération.

La dépendance du processus d’estimation de R vis a vis du type de supervision de I’apprentissage

apparait dans 1’expression de 1’estimateur Rsc donnée par I’équation (6.2) au travers de la probabilité
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®; = P(xj € O|z;).On supposera que P(z; € Olx;) = 1 pour tout descripteur x; positif et P(z; €
Olz;) = 0 sinon. Le choix du type de supervision se répercutera alors au travers des labels positifs
et négatifs des descripteurs. En pratique, la probabilité a posteriori que le descripteur x appartienne a
I’objet O est estimée par Zle RZP(CC € Ci|z, éz) ou R; et b;, pouri =1, ..., k, ont été estimés durant
la phase d’apprentissage. L’ objet O peut ensuite étre localisé précisément dans 1’image [ en se basant
uniquement sur les points d’intéréts ayant les plus grandes probabilités d’appartenir a I’objet. Une des
manieres les plus simples de préciser la localisation de I’objet dans une image est de dessiner un cadre
(on retrouvera dans la littérature le terme de bounding box) autour de I’objet. Dans les expériences
qui seront présentées au paragraphe 6.3, des bounding boxes seront utilisées pour localiser 1’objet
d’intérét dans les images de Validatimt et cela nous permettra de comparer nos résultats a ceux de la
littérature. Pour déterminer ce cadre pour une image I, nous aurons besoin de calculer la moyenne et
la variance des coordonnées de points d’intéréts de I’image pondérées par les probabilités a posteriori
données par la proposition |6.2.2. La moyenne sera alors le centre de la bounding box et sa taille
sera réglée par rapport a la variance. Notons que cette approche a I’avantage de tenir compte de la
probabilité d’appartenir a I’objet de chacun des points d’intérét de I’image mais ne permet pas de

détecter plusieurs instances d’un méme objet dans une image.

Classification d’images

La classification d’images consiste a décider pour une nouvelle image I, i.e. différente des images
d’apprentissage, si elle contient ou non 1’objet O étudié. Le cadre probabiliste que nous avons introduit
au cours de ce chapitre ne permet pas de fournir pour ’image I sa probabilité de contenir I’objet O.
Néanmoins, nous proposons d’utiliser les probabilités d’appartenir a 1’objet des descripteurs de [
pour établir un score S(I) qui permettra de décider si ’image I contient 1’objet O ou non. Le score

S(I) € [0,1] que Iimage I contienne 1’objet O est défini par :

1
S() = — > Pz € Olx),
zel
ou m est le nombre de descripteurs extraits dans I’image /. On décidera ensuite que I’'image I contient

au moins une instance de 1’objet O si son score S(I) est supérieur a un seuil donné.

6.3 Résultats expérimentaux

Les expérimentations présentées dans ce chapitre, menées sur données réelles, permettront d’une
part de valider 1’approche probabiliste proposée et d’autre part de comparer les performances de nos
méthodes de classification des données de grande dimension aux méthodes classiques dans le cadre
d’une application réelle. Apres avoir décrit les deux jeux d’images utilisés et le protocole d’étude

adopté, nous présenterons et commenterons les résultats de localisation d’objets et de classification

'en vision par ordinateur, le jeu d’images permettant d’évaluer les méthodes est généralement appelé « jeu de test ».
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Apprentissage Validation

FIG. 6.4 — Echantillon d’images d’apprentissage et de validation de la base d’images Graz [67].

Validation test] Apprentissage

Validation test2

Vélo Humain Voiture Moto

FIG. 6.5 — Echantillon d’images d’apprentissage et de validation de la base d’images Pascal [67] .

d’images. Nous comparerons également notre approche aux méthodes ayant pris part au Challenge
Pascal [22], qui peuvent étre considérées comme les méthodes de reconnaissance d’objets les plus
performantes a I’heure actuelle.

6.3.1 Bases de données utilisées

Pour nos expérimentations, nous avons utilisé les bases d’images Graz [67] et Pascal [22] qui ont

été proposées récemment. Un échantillon des images contenues dans ces bases est présenté par les
figures|6.4 et|6.5.
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Base d’images Graz

Le jeu d’images Graz¥2 a été proposé en 2004 et contient deux catégories d’objets : I’objet « hu-
main » et I'objet « vélo ». Elle est composée de 200 images d’apprentissage et de 100 images de
validation. La résolution de chaque image de la base est 640 x 480 et les images sont converties en
échelle de gris afin de leur appliquer les algorithmes d’extraction des descripteurs. La segmentation
des images de cette base est disponible uniquement pour la catégorie « vélo ». Par conséquent, 1’éva-
luation de la localisation d’objet n’est possible que pour cette catégorie et nous ne considérerons que

cette tAiche dans nos expérimentations sur ce jeu de données.

Base d’images Pascal

Le jeu d’images Pascal a été proposé en 2005 a I’occasion d’un concours de reconnaissance d’ob-
jets proposé par le réseau d’excellence Pascaﬁ. La base d’images Pascal comporte quatre catégories
d’objets : « moto », « vélo », « humain » et « voiture ». Elle est composée de 684 images d’appren-
tissage et de deux jeux de validation : le jeu test/ qui comporte 689 images et le jeu fest2 qui en
comporte 956. La résolution de chaque image de la base est 640 x 480 et les images sont conver-
ties en échelle de gris pour I’extraction des descripteurs. Les images du jeu fest/ sont du méme type
que les images d’apprentissage, i.e. les objets sont de méme taille et dans des poses similaires. Par
conséquent, ce jeu de validation est considéré comme un jeu « facile ». En revanche, les images du
jeu de validation fest2 sont issues du moteur de recherche « Google Image » et sont par conséquent
tres différentes des images utilisées par 1’apprentissage. La figure |6.5 met en évidence la différence
de nature des images entre le jeu d’apprentissage et le jeu de validation fest2. La reconnaissance des
objets de ce second jeu de validation peut donc étre considérée comme une tache bien plus difficile.
Une difficulté supplémentaire vient du fait que bon nombre des images de fest2 contiennent des ins-
tances de plusieurs catégories d’objets. Pour cette base d’images, les bouding boxes sont disponibles
pour toutes les catégories d’objets et nous avons donc pu évaluer notre approche pour les quatre caté-
gories d’objets. Ainsi, dans le cadre supervisé, les points d’intéréts situés dans la bouding box ont été

référencés comme positifs.

6.3.2 Protocole expérimental

Nous avons mis en pratique notre approche probabiliste de la reconnaissance d’objets sur les
deux bases d’images que nous venons de décrire et selon le méme protocole expérimental. Nous
allons maintenant présenter les protocoles expérimentaux relatifs a I’extraction des descripteurs et a

la comparaison des différentes méthodes de classification.

2disponible a I’adresse hrtp ://www.emt.Graz.at/~pinz/datal .
3site web : http ://www.pascal-network.org.
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Extraction des descripteurs

Les descripteurs locaux ont été extraits de chaque image de la base en utilisant le détecteur Harris-
Laplace (HL) [61], détectant les points d’intérét de 1’image, et le descripteur SIFT [56], fournissant
une représentation invariante a I’échelle du voisinage de chacun des points d’intérét de I’image. Nous
avons choisi d’utiliser le descripteur SIFT car il a été plébiscité par 1’étude comparative [60], menée
par Mikolajczyk et Schmid [60], comme étant particulierement adapté a la reconnaissance d’objets et
est depuis utilisé dans de nombreux travaux [28,67,94]. L’ utilisation de ce protocole d’extraction des
données (HL+SIFT) conduit a I’obtention de, en moyenne, 200 descripteurs locaux de dimension 128

pour chaque image de la base.

Comparaison des méthodes de classification

Notre approche probabiliste autorisant 1’utilisation de toute méthode de classification basée sur
le modele de mélange gaussien, cela nous a permis d’utiliser a la fois la méthode de classification
basée sur le modele [a;;b;(Q;d;] et ses sous-modeles, mais aussi les méthodes basées sur les modeles
gaussiens classiques. Les méthodes de classification étudiées sont basées sur les modeles gaussiens
suivants : diag-GMM, sphe-GMM et PCA+diag-GMM. Le modele PCA+diag-GMM est en fait la
combinaison d’une étape de réduction de dimension avec une étape de classification basée sur le mo-
dele diag-GMM. Pour toutes ces méthodes, les parametres ont été estimés, de facon classique, grace
a I’algorithme EM qui a été initialisé a partir de la méme partition. L'HDDC s’est d’ailleurs révélée
ne pas étre trop sensible a I’initialisation puisque nous avons noté pas plus d’un pourcent de variabi-
lité des résultats de classification pour 50 initialisations différentes. D’autre part, le seuil permettant
d’estimer les dimensions intrinséques des classes pour ’HDDC a été déterminé par validation croisée
sur le jeu d’apprentissage de deux bases d’images. La valeur qui a été€ retenue est 0.2 et cela a conduit
A une estimation de la dimension moyenne d = % Zle d; égale a 10. Enfin, le nombre de groupes
formés par les méthodes de classification a été fixé a 40 et 50 pour respectivement les bases d’images
Graz et Pascal. Ainsi, nous avons pu comparer ’HDDC et les méthodes classiques de classification
dans un méme cadre d’étude, celui de notre approche probabiliste de la reconnaissance d’objets, et

sur des bases de données réelles de grande taille.

Mesures de performance

Pour la classification d’images, la mesure qui a été retenue est 1’equal error rate (EER) qui est la
valeur de la courbe ROC pour laquelle les taux de vrais positifs et de vrais négatifs sont égaux. Rap-
pelons que la courbe ROC (Receiver Operating Characteristic) permet d’évaluer la performance d’un
classifieur en mesurant sa sensibilité et sa spécificité (voir annexelA). Nous utiliserons également 1”aire
sous cette courbe (AUC), qui en est une bonne statistique, pour comparer les différentes méthodes.

Pour la localisation d’objets, nous utiliserons la mesure Average Precision (AP) introduite dans [22]
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qui est la moyenne arithmétique de 11 mesures le long de la courbe « précision-rappel » calculée a par-

tir des bounding-boxes prédites (voir I’annexe|A pour une définition de la courbe « précision-rappel »).

6.3.3 Résultats de localisation

Dans ce paragraphe, nous allons présenter les résultats de localisation d’objets obtenus sur les
bases d’images Graz et Pascal. Les expérimentations menées sur la la base d’image Graz sont toutes

faiblement supervisées.

Résultats de localisation d’objets sur la base Graz

Nous allons tout d’abord vérifier la validité de notre approche qui calcule pour chacun des points
d’intérét d’une image sa probabilité d’appartenir a 1’objet étudié et ensuite utilise les points les plus
probables d’appartenir a I’objet pour le localiser. La figure|6.6 montre la localisation de 1’objet « vélo »
sur la version segmentée d’une image de la base de validation et ce en fonction du seuil sur les
probabilités d’appartenir a I’objet étudié. La vignette de gauche montre I’ensemble des descripteurs
de I'image et I’on observe que la majorité d’entre eux ne sont pas localisés sur le vélo. La seconde
et la troisieme vignette montrent les descripteurs de I’image ayant respectivement des probabilités
d’appartenir a I’objet supérieures a 0.5 et 0.65. On peut observer sur ces deux vignettes que le fait
de ne retenir que les descripteurs ayant les probabilités les plus fortes permet d’affiner la localisation
du vélo. Enfin, la vignette de droite présente la localisation de 1’objet obtenue en n’utilisant que les
descripteurs ayant des probabilités d’appartenir a 1’objet supérieures a 0.7 et cette localisation est
sans erreur. Cela signifie d’une part que notre approche probabiliste est efficace et, d’autre part, que
I’étape d’identification des parties discriminantes de 1’objet, basée sur les parametres R;, est efficace
et permet de fournir une localisation tres satisfaisante de 1’objet étudié.

La figure |6.7 présente les résultats de la localisation de 1’objet « vélo » en fonction du seuil sur
les probabilités P(z € O|x) pour 'HDDC et les méthodes de classification basées sur les modeles
gaussiens classiques. La mesure utilisée ici est la précision, i.e. le pourcentage de descripteurs locaux
localisés sur I’objet dont la probabilité d’appartenir a I’objet « vélo » est plus grande qu’un certain
seuil. A gauche de I’'image, I’ensemble des descripteurs de chaque image est utilisé pour calculer
la précision de la localisation et, par conséquent, toutes les méthodes de classification obtiennent le
méme résultat. A I’inverse, a droite de 1’image, uniquement les points d’intérét dont la probabilité
d’appartenir a 1’objet est supérieure a 0.95 sont classés comme appartenant a I’objet. On observe
que, dans le cadre de notre approche probabiliste, ’HDDC, basée respectivement sur les modeles
[a;j0iQid;], [a;jb;Qid;], [a;jb;Qid;] et [a;;b;Q;d;], permet de localiser efficacement 1’objet étudié en
se basant sur les descripteurs les plus probables. En effet, la croissance des courbes de précision as-
sociées a ’HDDC confirme ce que nous avons observé sur la figure |6.6. Cela signifie que ’'HDDC a
réussi a regrouper les données de grande dimension en groupes homogenes et discriminants de 1’objet
et du fond. En particulier, le modele [a;b;Q;d;] permet a notre approche d’obtenir une précision de

localisation égale & 92% en considérant uniquement les descripteurs tels que P(z; € O|x;) > 0.9 (ce
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FI1G. 6.6 — Localisation faiblement supervisée sur la base Graz : localisation de ’objet « vélo »
par seuillage sur les probabilités P(x; € Olz;) avec la méthode de classification HDDC (mo-
dele [a,b,del])
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FI1G. 6.7 — Localisation faiblement supervisée sur la base Graz : résultats de localisation de 1’objet
«vélo » en fonction du seuil sur les probabilités P(x; € O|z;) pour 'HDDC et les méthodes de
classification basées sur les modeles gaussiens classiques.
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Méthode Précision | AP
HDDC [aijbiQidi] 0.85 0.796
HDDC [a;b;Q;d;] 0.92 0.833
HDDC [abQ;d;] 0.88 0.785
PCA+diag-GMM 0.63 0.755
Diag-GMM 0.70 0.777
Sphe-GMM 0.76 0.754
Résultat de [28] 0.62 /

TAB. 6.1 — Localisation faiblement supervisée sur la base Graz : précision de la localisation calculée
sur les 10 descripteurs de chaque image ayant les plus grandes probabilités d’appartenir a I’objet
«Vvélo ». La mesure AP est calculée a partir des bounding boxes prédites (voir le texte pour plus de
détails).
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Tous les descripteurs HDDC PCA+diag-GMM diag-GMM

FI1G. 6.8 — Localisation faiblement supervisée sur la base Graz : résultats de localisation affichés sur
les versions segmentées des images de validation. Les points d’intéréts affichés sont ceux ayant les
probabilités d’appartenir a I’objet « vélo » les plus grandes. Le méme nombre de points est affiché
pour chacun des modeles (5% du nombre total de détections par image).
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qui correspond a une sélection d’environ 10 points par image). D’autre part, les méthodes basées sur
les modeles gaussiens classiques sphe-GMM, diag-GMM et PCA+diag-GMM ne permettent pas de
localiser aussi efficacement le vélo que ’'HDDC. En effet, notre approche probabiliste combinée au
modele sphe-GMM n’attribue pas de valeur de P(z; € O|x;) plus grande que 0.7. Cela est certaine-
ment du au fait que ce modele gaussien est particulierement parcimonieux et ne peut donc modéliser
correctement les données considérées ici qui sont relativement complexes. La stationnarité globale
des courbes de précision associées aux méthodes basées sur les modeles diag-GMM et PCA+diag-
GMM traduit le fait que ces deux méthodes n’ont pas fourni une partition des données en groupes
homogenes et discriminants. Par conséquent, la localisation basée sur les points d’intéréts ayants les
plus forte probabilité d’appartenir a 1’objet n’est pas meilleure que la localisation utilisant tous les
descripteurs.

Le tableau |6.1 donne les résultats de la localisation de 1’objet « vélo » basée sur les 10 descrip-
teurs de chaque image les plus probables obtenus sur cette base d’images avec les différentes mé-
thodes de classification étudiées et dans le cadre de notre approche probabiliste. Nous y avons ajouté
les résultats de localisation obtenus sur cette méme base d’images par Dorko et Schmid [28] dont
I’approche est non probabiliste mais identifie également les groupes discriminants et utilise le modele
gaussien diag-GMM pour I’étape de clustering. On remarque tout d’abord que notre approche pro-
babiliste permet une localisation bien plus efficace que 1’approche de Dorko et Schmid. D’autre part,
le modele [a;;b;Q;d;] s’avere étre le plus efficace pour reconnaitre 1’objet « vélo » parmi les modeles
gaussiens dans le cadre de notre approche probabiliste. La figure 6.8 présente les résultats de la loca-
lisation de 1’objet « vélo » sur quelques images de validation de la base Graz et ce pour les différentes
méthodes de classification. Enfin, la figure |6.9 montre la localisation finale obtenue avec notre ap-
proche probabiliste et ’HDDC sur deux images de validation. La bounding box tracée en rouge a été
calculée en pondérant chacun des points détectés par sa probabilité d’appartenir a I’objet. Ces deux
figures mettent en évidence I’aptitude de notre approche, combinée a ’'HDDC, a localiser des objets

de taille différentes dans des images.

Résultats de localisation d’objets sur la base Pascal

Le tableau [6.2 présente un résumé des résultats de localisation supervisée et faiblement super-
visée. Les valeurs reportées dans ce tableau sont les moyennes des mesures AP sur les 4 catégories
d’objets (« moto », « vélo », « humain » et « voiture ») et ce pour le deux jeux de validation de la base
Pascal. Les résultats détaillés sont présentés a 1’annexe [B. Les résultats sont donnés en fonction de
la méthode de clustering utilisée dans le cadre de notre approche probabiliste. Nous avons également
reporté dans le tableau [6.2 les résultats de la meilleure méthode du Challenge Pascal [22). Notons
que, lors du Challenge Pascal, la localisation faiblement supervisée n’a pas été envisagée. L’ordre de
grandeur des valeurs du tableau met en évidence la difficulté de localiser les objets dans les images
de cette base. On observe tout d’abord que notre approche probabiliste combinée a I’utilisation de

I’HDDC fournit en moyenne de meilleurs résultats que ceux de la méthode ayant remporté le Chal-
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Image originale Tous les descripteurs Localisation finale

FI1G. 6.9 — Localisation faiblement supervisée sur la base Graz : résultats de localisation de 1’objet
«vélo » obtenus avec ’'HDDC (modéle [a;b;Q;d;]) dans le cadre de notre approche probabiliste et ce
sur deux images de validation.

Jeu de validation Pascal testl Pascal test2
Supervision supervisé | faibl. sup. | supervisé | faibl. sup.
HDDC [a;;b;Q;d;] 0.302 0.273 0.172 0.145
HDDC [a;;bQ;d;] 0.318 0.287 0.181 0.147
HDDC [a;b;Q;d;] 0.313 0.285 0.183 0.142
HDDC [a;bQ;d;] 0.318 0.283 0.176 0.148
HDDC [abQ;d;] 0.317 0.282 0.172 0.134
HDDC [a;b;Q;d] 0.314 0.287 0.179 0.130
HDDC [abQ;d] 0.300 0.285 0.185 0.139
HDDC [abQd] 0.256 0.229 0.159 0.106
PCA+diag-GMM 0.257 0.215 0.177 0.120
Diag-GMM 0.271 0.216 0.149 0.106
Sphe-GMM 0.276 0.227 0.161 0.110
Com-GMM 0.267 0.246 0.164 0.116
K-means 0.261 0.204 0.160 0.099
Meilleure méthode de [22] 0.279 / 0.112 /

TAB. 6.2 — Localisation supervisée et faiblement supervisée sur la base Pascal : les résultats présentés
ici sont les moyennes sur les 4 catégories des mesures AP (voir le texte pour plus de détails).
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FI1G. 6.10 — Localisation supervisée sur le jeu test2 de la base Pascal : les bounding boxes prédites
sont tracées en rouge et les bounding boxes réelles sont en jaune.

lenge Pascal et ce sur les deux jeux de validation de la base. L’observation des résultats détaillés nous
indique que notre méthode domine les compétitions portant sur les objets « vélo » et « humain » pour
le jeu de validation fest! et celles portant sur les objets « vélo », « humain » et « moto » pour le jeu de
validation test2. Ces résultats sont d’autant plus remarquables que notre approche ne permet ni de dé-
tecter plusieurs instances d’un méme objet dans une image, ni de modéliser les relations spatiales des
descripteurs, alors que certaines méthodes ayant participé au Challenge Pascal le peuvent. On observe
également que, dans le cadre de notre approche probabiliste, la méthode de clustering HDDC, basée
sur le modele [a;;b;Q;d;] et ses sous-modeles, améliore significativement les résultats par rapport aux
méthodes basées sur le modeles gaussiens classiques et a la méthode k-means. En particulier, les
modeles [a;;bQ;d;] et [a;bQ;d;] apparaissent comme particulierement adaptés aux données de grande
dimension de cette base. Le fait que ce soient des modeles a b; communs qui fournissent les meilleurs
résultats peut s’expliquer par le fait que les données d’apprentissage ont été acquises de la méme fagon
et, par conséquent, il est raisonnable de penser que le bruit, modélisé par le parameétre b;, est commun.
Enfin, il est tout particulierement intéressant de remarquer que, dans le cadre de notre approche pro-
babiliste, les résultats de localisation supervisée et faiblement supervisée sont relativement proches.
Cela est trés encourageant puisque 1’annotation manuelle des bases d’images est trés coliteuse. En
outre, les résultats de localisation obtenus par notre approche probabiliste dans le cadre faiblement
supervisé sont meilleurs en moyenne que la méthode la plus performante du Challenge Pascal dans le

cadre supervisé.

La figure|6.10 présente des résultats de localisation supervisée sur des images du jeu de validation
test2. Le cadre prédit par notre approche probabiliste combinée a I’utilisation de ’HDDC est tracé en
rouge et le cadre réel, fourni par la supervision manuelle, est dessiné en jaune. On observe que pour
les images du haut de la figure, qui présentent une difficulté de localisation moyenne, la localisation

fournie par notre méthode est particulierement efficace. D’autre part, pour les images du bas de la
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figure, qui contiennent plusieurs instances d’'un méme objet et qui présentent de ce fait une difficulté
de localisation élevée, la localisation fournie par notre méthode englobe les différentes instances de

I’objet mais ne parvient pas a les discerner.

6.3.4 Résultats de classification d’images

Nous allons a présent évaluer notre approche probabiliste pour la tiche de la classification d’images
et comparer les différentes méthodes de clustering dans ce cadre. Nous allons présenter, dans ce pa-

ragraphe, les résultats de classification d’images obtenus sur les bases d’images Graz et Pascal.

Résultats expérimentaux obtenus sur la base Graz

Nous rappelons que les expérimentations menées sur la la base d’image Graz sont toutes fai-
blement supervisées. Le tableau 6.3 présente les résultats de classification d’images pour différentes
méthodes de clustering, dans le cadre de notre approche probabiliste, et d’autres méthodes de classifi-
cation d’images issues de la littérature. On observe tout d’abord que le modele [a;b;Q;d;] de 'THDDC
permet a notre approche probabiliste d’obtenir des résultats de classification meilleurs a la fois que
les modeles gaussiens classiques dans le cadre de notre approche et que les méthodes de Dorko et
Schmid [28], Opelt et al. [67] et Zhang et al. [94]. On remarque a nouveau que 1’approche probabiliste
que nous avons proposée permet d’améliorer significativement les résultats de classification d’image
par rapport a I’approche non probabiliste de Dorko et Schmid. La base de validation contenant 50
images de vélo, cela signifie que notre méthode probabiliste (modele [a;b;Q;d;]) ne fait que 3 erreurs.
Les images du bas de la figure 6.11 sont les 3 images contenant 1’objet « vélo » qui ont été catégori-
sées comme ne contenant pas de vélo par notre approche (modele [a;b;Q;d;]). Cette figure présente
également les 3 images de la base de validation ayant le plus grand score S (voir paragraphe [6.2.3).
11 est intéressant de noter que la premiere image mal classée est I’image qui contient le petit vélo et
sur laquelle la localisation de 1’objet était pourtant particulierement efficace. Cela indique que le score
probabiliste par image, que nous avons proposé pour décider si une image contient ou non I’objet étu-
dié, est certes globalement efficace mais n’est pas suffisamment précis pour détecter des objets petits

a I’intérieur de I’image.

Résultats expérimentaux obtenus sur la base Pascal

Le tableau|6.4 présente les résultats de classification d’images obtenus sur les deux jeux de valida-
tion de la base Pascal dans les cadres supervisés et faiblement supervisés. Les valeurs du tableau cor-
respondent aux moyennes des mesures EER sur les 4 catégories d’objets et sont données pour chacune
des méthodes de clustering utilisées dans le cadre de notre approche probabiliste. Nous y avons égale-
ment reporté les résultats obtenus par la méthode de Zhang ef al. [94] qui est la meilleure méthode du
Challenge Pascal [22]. Les résultats détaillés, catégorie par catégorie, sont donnés a 1’annexe|B. L’ ob-

servation du tableau|6.4 met en évidence que notre approche n’est pas globalement aussi efficace que
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Méthode EER AUC
HDDC [andez] 0.90 0.950
HDDC [a:bQ;d;] 0.92 0.959
HDDC [abQ;d;] 0.88 0.956
PCA+diag-GMM 0.89 0.959
Diag-GMM 0.88 0.955
Sphe-GMM 0.88 0.944
Résultat de [94] 0.92 /

Résultat de [67] 0.87 /

Résultat de [28] 0.84 /

TAB. 6.3 — Classification d’image faiblement supervisée sur la base Graz : equal-error rates (EER) et
aire sous la courbe (AUC) pour la catégorie d’objet « vélo ».

F1G. 6.11 — Classification d’image faiblement supervisée sur la base Graz : en haut, les 3 images de
validation ayant le plus grand score S de classification et, en bas, les 3 images de validation qui ont
été classées comme ne contenant pas 1’objet « vélo ». Résultats obtenus avec notre score probabiliste
S et le modele [a;b;Q;d;] de ’THDDC.
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Jeu de validation Pascal testl Pascal test2
Supervision supervisé | faibl. sup. | supervisé | faibl. sup.
HDDC [a;;b;Q;d;] 0.822 0.865 0.714 0.708
HDDC [a;;bQ;d;] 0.841 0.870 0.716 0.712
HDDC [a;b;Q;d;] 0.826 0.871 0.720 0.709
HDDC [a;bQ;d;] 0.839 0.874 0.720 0.705
HDDC [abQ;d;] 0.845 0.863 0.727 0.714
HDDC [a;b;Q;d] 0.853 0.887 0.727 0.712
HDDC [abQ;d] 0.860 0.885 0.735 0.719
HDDC [abQd] 0.787 0.809 0.689 0.682
PCA+diag. GMM 0.780 0.843 0.695 0.692
Diag-GMM 0.775 0.835 0.690 0.687
Sphe-GMM 0.797 0.852 0.682 0.682
Com-GMM 0.818 0.843 0.707 0.699
K-means 0.778 0.827 0.687 0.676
Meilleure méthode de [22] / 0.937 / 0.741

TAB. 6.4 — Classification d’images supervisée et faiblement supervisée sur la base Pascal : les résultats
présentés ici sont les moyennes sur les 4 catégories des mesures EER (voir le texte pour plus de
détails).

la meilleure méthode du Challenge Pascal dans le cadre faiblement supervisé. En menant une analyse
plus détaillée des résultats, on s’apergoit tout de méme que notre approche remporte deux compéti-
tions (« vélo » et « humain ») sur le jeu de validation test2. La raison de cette contre-performance de
notre approche est que notre score probabiliste de classification n’est pas suffisamment précis. Nous
I’avons d’ailleurs déja noté lors de I’étude des résultats obtenus sur la base Graz. En outre, la meilleure
méthode du Challenge Pascal utilise une combinaison de deux descripteurs d’images alors que nous
n’en utilisons qu’un. En revanche, dans le cadre de notre approche probabiliste, ’HDDC domine les
méthodes de clustering basées sur les modeles gaussiens classiques et la méthode non paramétrique

k-means.

6.4 Discussion

Nous avons présenté dans ce chapitre une approche probabiliste de la reconnaissance d’objets
qui permet, notamment, d’exploiter au mieux les résultats de la méthode de clustering HDDC. Cette
approche a montré son efficacité a la fois en localisation d’objets et en classification d’images. Les
résultats de localisation d’objets sont, en particulier, trés prometteurs car notre approche fournit des
résultats meilleurs que les méthodes actuelles les plus performantes. En outre, ces résultats ont été
obtenus en utilisant un seul type de détecteur / descripteur et sans prendre en compte les relations
spatiales existantes entre descripteurs d’'une méme image. D’autre part, la mise en ceuvre de notre

approche probabiliste a mis en évidence que sa principale limite est le fait de ne pouvoir localiser
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Toutes les détections Carte de probabilité Localisation finale

FI1G. 6.12 — Localisation supervisée de plusieurs instances d’'un méme objet sur le jeu test2 de la base
Pascal.

qu’une unique instance d’'un méme objet dans une image. Cela a notamment pénalisé notre approche
pour la localisation d’objets et la classification d’image sur la base fest2 dont les images contiennent
le plus souvent plusieurs instances d’un méme objet. Une extension naturelle de ce travail serait d’uti-
liser les probabilités a posteriori d’appartenir a I’objet de chacun des descripteurs d’une image pour
localiser les différentes instances de cet objet. A partir de ces informations, il est par exemple possible
de construire une carte de probabilité qui mette en évidence la localisation probable des instances de
’objet. La figure|6.12 présente une telle carte obtenue en combinant les informations de probabilité
d’appartenir a I’objet, de localisation et d’échelle qui sont disponibles a posteriori pour chaque point
d’intérét de I’image. On observe que cette carte donne déja une idée de la localisation des différentes
instances de 1’objet. Il est ensuite possible de réaliser un clustering spatial sur les points les plus

probables pour localiser les K instances de I’objet.






Chapitre

Conclusion et perspectives

Dans ce dernier chapitre, nous produirons tout d’abord une synthese des travaux qui ont été pré-
sentés dans ce mémoire. Le paragraphe [7.1 récapitulera les principaux résultats et contributions de
ce travail. Nous présenterons ensuite au paragraphe |7.2 les travaux actuels basés sur les résultats pré-
sentés dans ce mémoire. Enfin, le paragraphe [7.3 annoncera les themes de recherche connexes aux

thémes abordés au cours de ce travail que nous envisageons d’explorer.

7.1 Synthese des travaux présentés dans ce mémoire

Ce paragraphe s’organise autour des deux principaux thémes qui ont été abordés au cours de ce
travail : la modélisation et la classification des données de grande dimension, d’une part, et ’applica-

tion a la reconnaissance d’objets, d’autre part.

7.1.1 Modélisation et classification des données de grande dimension

Le principal theme d’étude de ce mémoire a été la modélisation et la classification des données
de grande dimension. Nous allons a présent rappeler les principales contributions de cette thése a ce

theme d’étude.

Un panorama de la classification des données de grande dimension

Nous avons tout d’abord dressé un panorama des différentes approches existantes pour modéliser
et classer les données de grande dimension et ce, a la fois dans le cadre supervisé et dans le cadre non
supervisé. Il s’est avéré que 1’approche probabiliste basée sur le modele de mélange gaussien, dont
la renommée n’est plus a faire, présente 1’avantage de pouvoir étre utilisée dans les cadres supervisés
et non supervisés. Nous avons également pu observer que les espaces de grande dimension posent

certaines difficultés aux méthodes de classification et que I’ensemble de ces difficultés peuvent étre
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réunies sous le terme générique de « fléau de la dimension ». Nous avons ensuite recensé les diffé-
rentes solutions existantes pour permettre aux méthodes classiques de traiter des données de grande
dimension. En outre, nous avons mis en évidence les « bienfaits de la dimension » : d’une part, les
données de grande dimension vivent dans des sous-espaces de dimensions intrinseéques inférieures a
la dimension de I’espace original et, d’autre part, il est plus facile de discriminer avec un classifieur

adapté dans un espace de grande dimension que dans un espace de faible dimension.

Une famille de modéeles gaussiens adaptés aux données de grande dimension

Apres avoir dressé une analyse critique des approches existantes de classification des données de
grande dimension, nous avons proposé une re-paramétrisation du modele de mélange gaussien prenant
en compte le fait que les données de grande dimension vivent dans des sous-espaces de dimensions
intrinseques inférieures a la dimension de I’espace original. Cette re-paramétrisation a donné nais-
sance au modele gaussien [a;;b;Q;d;], baptisé du nom de ses parameétres. De plus, en forgant certains
parametres a étre communs dans une méme classe ou entre les classes, nous avons mis a jour une
famille de 28 mode¢les gaussiens adaptés aux données de grande dimension allant du modele le plus
général au modele le plus parcimonieux. Enfin, les régles de décision associées a certains modeles de

notre famille peuvent étre interprétés d’un point de vue géométrique.

Les méthodes de classification HDDA et HDDC

Nous avons ensuite utilisé ces modeles gaussiens pour la discrimination et la classification au-
tomatique de données de grande dimension. Les classifieurs supervisés et non supervisés associés
aux modeles gaussiens proposés dans ce mémoire ont été baptisés respectivement High Dimensio-
nal Discriminant Analysis (HDDA) et High Dimensional Data Clustering (HDDC). La construction
du classifieur supervisé HDDA et du classifieur non supervisé HDDC a nécessité 1’estimation par
la méthode du maximum de vraisemblance des parametres des différents modeles issus de notre re-
paramétrisation du modele de mélange gaussien. En outre, la nature de notre re-paramétrisation per-
met aux méthodes HDDA et HDDC de ne pas étre perturbées par le mauvais conditionnement ou la
singularité des matrices de covariance empiriques des classes et d’étre efficaces en terme de temps de
calcul. Le probleme de I’estimation des dimensions intrinseéques des classes a également été abordé
et nous avons proposé d’utiliser la méthode du scree-test de Cattell pour les estimer. Ces méthodes
de classification dédiées aux données de grande dimension on ensuite été mises en ceuvre et évaluées
sur des jeux de données réelles et simulées. Ces expérimentations ont montré que les méthodes de
classification HDDA et HDDC présentent 1’avantage de ne pas subir le « fléau de la dimension » et
d’étre performantes aussi bien dans des espaces de grande dimension que de faible dimension. Enfin,
la comparaison sur données réelles avec les méthodes classiques de classification a montré 1’efficacité

de notre approche pour la modélisation et la classification des données de grande dimension.
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7.1.2 Application a la reconnaissance d’objets

Nous nous sommes également intéressé au probleme de la reconnaissance d’objets dans des
images qui est un probléme particulierement intéressant et difficile. L’approche statistique s’est ré-
vélée étre une bonne solution et a permis d’améliorer significativement les résultats expérimentaux.

Nous allons a présent rappeler les principales contributions de ce mémoire a ce second theme d’étude.

Une approche probabiliste de la reconnaissance d’objets

Nous avons tout d’abord proposé une approche basée sur le modele de mélange gaussien qui per-
mette de localiser de maniere probabiliste un objet dans une image inconnue. Cette approche modélise
la densité de points d’intéréts d’une image par un mélange de parties dont certaines sont discrimi-
nantes de I’objet et d’autres du fond. Le pouvoir discriminant de chacune des parties apprises sur un
jeu d’apprentissage est estimé par la méthode du maximum de vraisemblance. Cette approche probabi-
liste présente en outre I’avantage de pouvoir exploiter au mieux les résultats des méthodes génératives
de classification. Il est donc en particulier possible de combiner cette approche aux méthodes de clas-
sification des données de grande dimension qui ont également été proposées dans ce mémoire. Cette
approche utilisant nos modeles gaussiens adaptés aux données de grande dimension a ensuite été mise
en ceuvre sur deux bases d’images récentes et comparée aux meilleures méthodes de reconnaissance
d’objets. Ces expérimentations ont montré d’une part que notre approche probabiliste est plus efficace
que les méthodes existantes. D’autre part, elles ont aussi mis en évidence que, dans le cadre de notre
approche, les modeles gaussiens adaptés aux données de grande dimension forment des groupes ho-
mogenes et discriminants et par conséquent permettent une meilleure localisation des objets dans les

images que les modeles gaussiens classiques.

Une approche adaptée au cadre faiblement supervisé

La seconde contribution majeure de ce travail est la possibilité pour I’approche probabiliste pro-
posée d’étre utilisée soit dans un cadre supervisé, i.e. les objets sont segmentés dans les images d’ap-
prentissage, soit dans un cadre faiblement supervisé, i.e. les objets ne sont pas segmentés dans les
images d’apprentissage et I’on sait uniquement quelles images contiennent au moins une instance de
I’objet. Les expérimentations menées sur les deux bases d’images ont mis en évidence que les résultats
de reconnaissance d’objets obtenus dans le cadre faiblement supervisé sont presque aussi bons que
ceux obtenus dans le cadre supervisé. Outre I’intérét de ce résultat pour la reconnaissance d’objets,
il ouvre la voie de maniere plus générale a la classification faiblement supervisée et, de ce point de
vue, notre approche a introduit un cadre formel pour la classification faiblement supervisée. Ce type

de supervision pourrait par exemple étre utilisée pour la classification de documents textuels.
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Modele Brique Moquette Tissu Soll Sol2 Marbre Bois
Indep. + diag-GMM | 0.776 0.316 0.583 0.283 0.588 0.339 0.586
Indep. + [a;b;Q;d;] 0.812 0.569 0.625 0.356 0.674 0371 0.650
Markov + diag-GMM | 0.964 0.810 0.797 0.830 0.834 0461 0.958
Markov + [a;b;Q;d;] 1 0.939 0982 0.853 0996 0480 0.999

TAB. 7.1 — Résultats de reconnaissance de textures : taux de classification correcte en fonction des
différentes textures présentes dans la base.

7.2 Travaux en cours

Les modeles gaussiens proposés dans ce mémoire peuvent naturellement étre utilisés dans des
contextes tres différents et méme combinés a d’autres modélisations afin d’acquérir des caractéris-
tiques supplémentaires. Dans ce paragraphe, nous allons présenter les travaux en cours ol nos mo-
deles gaussiens adaptés aux données de grande dimension entrent en jeu. Nous illustrerons notre

propos avec quelques résultats préliminaires.

7.2.1 Classification de données de grande dimension spatialement corrélées

Dans de nombreux problémes, par exemple en analyse d’images, les données sont a la fois de
grande dimension et spatialement corrélées. Nous nous sommes intéressés a ce theme dans le contexte
de la reconnaissance de textures. La reconnaissance de texture est un probléme difficile pour les rai-
sons suivantes : les observations sont en grande dimension, il existe une relation spatiale entre les
observations et les textures étudiées ne sont pas homogenes. En effet, les points d’intéréts détectés sur
chaque image de la base sont décrits par de vecteur de dimension 128 (cf. chapitre|6) et les méthodes
de classification classiques ont des difficultés a traiter de telles données. D’autre part, il est naturel de
penser qu’il existe une relation spatiale entre deux points d’intéréts voisins. Enfin, il n’est pas raison-
nable de modéliser une texture par une unique densité car les textures sont généralement hétérogenes.
Ce travail est réalisé en collaboration avec J. Blanchet (sous la direction de thése de C. Schmid et de
F. Forbes).

Données et protocole

Nous avons donc proposé de combiner les modeles gaussiens adaptés aux données de grande di-
mension, présentés dans ce mémoire, a une modélisation des relations spatiales des textures basée sur
les champs de Markov cachés proposée dans [12]. En outre, nous avons considéré que chaque texture
était composée de 10 parties homogenes et nous avons utilisé le graphe de Delaunay, dual du dia-
gramme de Voronoi, comme systeme de voisinage. Pour nos expérimentations, nous avons utilisé une
base composée de 7 textures (brique, moquette, tissu, sol 1, sol 2, marbre et bois) et qui comporte 10

images d’apprentissage pour chaque texture. La base de validation comporte quant a elle 250 images.
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FI1G. 7.1 — Segmentation d’une image composée de 3 textures différentes (moquette, tissu et sol 2) : a
gauche, image originale et, a droite, image segmentée.

Brique Moquette  Tissu  Sol 1 Bois
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FI1G. 7.2 — Segmentation d’une image composée de 3 textures différentes (moquette, tissu et sol 2)
avec, de haut en bas : modele indépendant et diag-GMM, modele indépendant et [a;b;Q;d;], champ
de Markov caché et diag-GMM, champ de Markov caché et [a;b;Q;d;].

Nous avons comparé sur cette base notre approche, qui sera notée « Markov + [a;b;Q;d;] », aux ap-
proches « Indep. + diag-GMM », « Indep. + [a;b;Q;d;] » et « Markov + diag-GMM ». La notation
«Indep. » traduit le fait que I’approche ne prend pas en compte les relations spatiales et la notation

«diag-GMM » indique que le modele parcimonieux diag-GMM a été utilisé.

Résultats expérimentaux

Le tableau 7.1 présente les taux de classification correcte obtenus par les 4 approches étudiées.
On observe tout d’abord que notre approche permet une reconnaissance particulierement bonne et, en
tout cas, nettement meilleure que les autres approches. On peut également remarquer que, méme si la
modélisation spatiale par champs de Markov cachés permet une grande amélioration des résultats par
rapport au modele indépendant, 1’utilisation du modele gaussien [a;b;Q;d;] améliore également et de
maniére significative les résultats de reconnaissance de textures. La figure 7.1 montre, a gauche, une
image comportant trois textures différentes et, a droite, la segmentation idéale. La figure|7.2 présente

les segmentations obtenues sur cette image de validation avec les 4 approches étudiées. Il apparait que
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notre approche « Markov + [a;0;Q;d;] » fournit une segmentation trés satisfaisante et bien meilleure

que les autres approches.

7.2.2 Catégorisation automatique du sol de la planete Mars

Nous nous sommes récemment intéressés au probleme de la catégorisation d’images hyper-spectrales
du sol de la planete Mars pour lequel les données sont a la fois de grande dimension et en tres
grand nombre. L’ imagerie hyper-spectrale visible et infrarouge est une technique de télé-détection
clef pour I’étude et le suivi des planetes du systeme solaire. Les spectrometres imageurs intégrés dans
un nombre croissant de satellites génerent des images hyper-spectrales a trois composantes (deux
composantes spatiales et une spectrale). Au mois de mars 2004 I’instrument OMEGA (Mars Express,
ESA) [8] avait déja collecté 310 giga-octets de données brutes. Une nouvelle génération de spec-
trometres imageurs est en train d’émerger et est dotée d’'une composante supplémentaire de mesure
(angulaire) pour une meilleure caractérisation des matériaux planétaires et pour mieux séparer les si-
gnaux venant de 1’atmosphere et de la surface. Les sites planétaires seront maintenant observés non
seulement a la verticale mais aussi selon différents points de vue le long de la trajectoire du satel-
lite. Le spectrometre imageur CRISM de I’orbiteur Mars Reconnaissance Orbiter sera la premiere
caméra hyper-spectrale multi-angulaire a opérer depuis I’espace. Ces nouveaux instruments accentue-
ront encore plus la taille des données qui devrait atteindre plusieurs tera-octets pour une dimension de
I’ordre de 4000 variables. Il est donc crucial pour les scientifiques et les agences qui devront traiter

ces nouvelles données de disposer d’outils d’analyse performants.

Données et protocole

Les données, mises a notre disposition par le laboratoire de Planétologie de Grenoble, ont été
acquises par I’imageur OMEGA. Cet imageur a observé le sol de la planete Mars avec une résolu-
tion spatiale variant entre 300 et 3000 metres en fonction de ’altitude du satellite. Il a acquis pour
chaque pixel observé les spectres dont les longueurs d’ondes vont de 0.36 a 5.2 um et stocké ces
informations dans un vecteur de 256 dimensions. Le but de cette étude préliminaire est de caractériser
la composition de la surface du sol martien en affectant chacun des pixels observés a une des 5 classes
minéralogiques indiquées par les experts. Pour cette expérimentation, visant a vérifier I’aptitude de
nos méthodes de classification a traiter de telles données, nous avons considéré une image de taille
300 x 128 pixels de la surface de la planeéte Mars dont chacun des 38 400 pixels est décrit par 256

variables. L’image de gauche de la figure|7.3 représente la zone étudiée.

Résultats expérimentaux

L’image de droite de la figure|7.3 montre la segmentation obtenue avec le modele [a;b;Q;d;] de
I’HDDC. On peut tout d’abord observer que la segmentation fournie par ’HDDC est trés satisfaisante

sur une grande partie de I’image. Les résultats insuffisants de la partie supérieure droite de 1’image
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F1G. 7.3 — Catégorisation de la composition de la surface de la planete Mars avec ’HDDC : a gauche,
image de la zone étudiée et, a droite, segmentation obtenue avec ’HDDC sur les données de dimension
256 associées a chaque pixel de I’'image de gauche.
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F1G. 7.4 — Moyennes spectrales obtenues avec ’HDDC des 5 classes minéralogiques recherchées.
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sont dus a la courbure de la planéte et peuvent tre corrigés. Les experts du laboratoire de Planétologie
de Grenoble ont particulierement apprécié que notre méthode soit capable de détecter le mélange de
glace et de carbonate (liseré noir) présent autour des zone de glaces (zones claires de I’'image). La
figure [7.4 présente les moyennes spectrales des 5 classes. A partir de cette information, les experts
peuvent déterminer avec précision la composition minéralogique de chacune des classes. Cette étude
a démontré que notre méthode de clustering HDDC est capable de traiter efficacement des bases de
données réelles de grande dimension et de grande taille. De plus, cette étude préliminaire a été réalisé
sans prendre en compte les relations spatiales existantes entre les pixels et gageons que la prise en
compte de ces relations améliore encore la segmentation. Nous envisageons de prendre en compte
ces relations spatiales en utilisant I’approche qui combine I'HDDC a la modélisation par champs de

Markov cachés et qui a donné des résultats prometteurs en reconnaissance de textures.

7.2.3 Incorporation de nos modeles dans le logiciel MixMod

Treés récemment, les responsables du logiciel MixMod ﬂlOt nous ont donné 1’opportunité d’in-
clure dans leur logiciel les modeles gaussiens adaptés aux données de grande dimension présentés dans
ce mémoire. Ainsi, dans un futur proche, il sera possible de choisir le modele gaussien [al-j b;Qid;] ou
I’un de ses 27 sous-modeles pour modéliser et classer des données dans le logiciel MixMod. Cela nous
permettra en outre de comparer nos modeles adaptés aux données de grande dimension a I’ensemble
des modeles parcimonieux proposés par Celeux et Govaert dans [21] et d’utiliser les différents cri-
téres bayésiens de sélection de modele disponibles (notamment le critére ICL [9]). Enfin, les modeles
a matrices d’orientations communes pourront certainement étre mis en ceuvre grace a la présence de

I’algorithme FG dans le logiciel Mixmod et des temps de calculs optimisés.

7.3 Perspectives de recherche

Dans ce dernier paragraphe, nous allons présenter brievement les perspectives de recherche qui

s’offrent a nous dans les cadres théoriques et applicatifs.

7.3.1 Perspectives théoriques

Nos perspectives de recherche dans le cadre théorique s’organisent autour de I’amélioration de
notre approche et de son extension aux données qualitatives de grande dimension, de la classification
faiblement supervisée et du couplage Statistique—Optimisation pour la régularisation des matrices de

covariance.

!disponible a I’adresse http ://www-math.univ-fecomte frimixmod).
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Estimation des dimensions intrinseques des classes

Nous avons proposé dans ce mémoire d’estimer les dimensions intrinseéques des classes grace a
la méthode du scree-test de Cattell qui a donné des résultats satisfaisants mais qui reste une méthode
simple et empirique. Nous pensons que I’estimation des dimensions intrinseques des classes mérite
d’étre améliorée tant du point de vue théorique que pratique. On pourrait par exemple considérer le
choix des dimensions intrinseques comme un probleme de choix de modeles et utiliser alors le criteére
BIC pour cette tiche. En outre, une étude approfondie de la sensibilité de la méthode HDDC vis-a-vis

du choix des dimensions intrinseques serait tres intéressante.

Extension de notre approche aux données qualitatives de grande dimension

Nous envisageons également d’étendre aux données qualitatives 1’approche qui nous a amené a
proposer la re-paramétrisation du modele de mélange gaussien et qui a été présentée dans ce mémoire
dans le cadre des données quantitatives. Pour cela, il faudra ne pas se placer dans le cadre habituel de
la classification des données qualitatives ol I’hypothése d’indépendance conditionnelle des variables

est faite.

Classification faiblement supervisée

Un autre théme principal de recherche que nous aimerions développer dans le futur est celui de
la classification faiblement supervisée que nous avons abordé au cours du chapitre |6. Nous pensons
en effet que les approches supervisées seront de plus en plus coliteuse en temps d’annotation dans le
futur étant donné que la taille des base de données croit chaque jour. Il parait alors raisonnable d’en-
visager d’autres types de supervision dont I’approche faiblement supervisée fait partie. L’approche
probabiliste que nous avons introduite au cours du chapitre |6 propose déja un cadre théorique sain
pour la discrimination de deux classes dans un cadre faiblement supervisé. Cependant, cette approche
ne permet pas nativement de discriminer plusieurs classes d’objets et nous envisageons de porter nos

efforts sur cette limitation de notre approche.

Régularisation des matrices de covariance

Enfin, nous aimerions faire le lien entre la statistique et I’optimisation autour des problémes posés
par le mauvais conditionnement des matrices de covariance. Dans [57], Malick a exprimé le probleme
de la régularisation des matrices de covariance sous la forme d’un probléme d’optimisation appelé
«moindres carrés semi-définis ». Nous pensons que I’association des deux disciplines serait un moyen

élégant d’aborder ce probléme que 1’on retrouve dans un grand nombre d’applications.
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7.3.2 Perspectives applicatives

Du point de vue applicatif, nous envisageons de porter nos efforts sur 1’approche faiblement super-
visée en reconnaissance d’objets et I'utilisation des relations spatiales pour améliorer la localisation

des objets dans les images.

Approche faiblement supervisée en reconnaissance d’objets

L’extension de 1’approche probabiliste de la classification faiblement supervisée au cas de plu-
sieurs classes permettra, dans le cadre de ’application a la reconnaissance d’objets, de localiser plu-
sieurs objets dans une méme image de facon automatique. C’est en effet la principale limitation de
méthodes actuelles de reconnaissance d’objets. Il est en effet essentiel de pouvoir localiser dans une
méme image des instances d’objets différents car les images réelles comportent un nombre tres grand

de catégories d’objets.

Utilisation des relations spatiales pour la localisation d’objets

Nous envisageons également de combiner 1’approche probabiliste que nous avons proposé pour
la reconnaissance d’objets avec une modélisation des relations spatiales des parties des objets. Cette
modélisation pourra étre faite par en modélisant la densité de chacune des parties dans 1’espace ou par

I'utilisation d’un champ de Markov caché (comme dans I’application de reconnaissance de textures).



Annexe A

Evaluation des performances d’un

classifieur

Nous avons vu au cours de ce mémoire que 1’évaluation de la performance d’un classifieur est un
probléme récurrent et qui dépend du type de supervision. Nous allons considérer, dans cette annexe,
I’évaluation de la performance d’un classifieur dans le cas supervisé. Nous présenterons tout d’abord
les techniques de ré-échantillonage permettant en particulier de régler les parametres des méthodes de
classification. Nous nous intéresserons ensuite aux mesures qu’il est possible d’utiliser pour comparer

deux classifieurs.

A.1 Techniques de ré-échantillonage

De nombreuses méthodes d’analyse discriminante possédent un ou plusieurs parametres qu’il
n’est pas possible d’estimer par maximum de vraisemblance a partir du jeu d’apprentissage. On peut
alors déterminer empiriquement, sur ce méme jeu d’apprentissage, quelle valeur est la plus proche de
la valeur réelle de ce parametre. Pour cela, il suffit de parcourir I’espace des valeurs possibles de ce
parametre et de calculer le taux d’erreur obtenu par le classifieur associé sur le jeu d’apprentissage.
Cependant, une telle approche conduit a une estimation tres optimiste du taux d’erreur réel du classi-
fieur et le choix du parametre est donc biaisé. Il est donc nécessaire de mettre en place une technique

de ré-échantillonage pour réduire ce biais.

A.1.1 La validation croisée

Afin d’obtenir une estimation réaliste du taux d’erreur d’un classifieur, nous allons nous ramener a
la situation classique, i.e. échantillon d’apprentissage / échantillon de validation, en ré-échantillonnant

le jeu d’apprentissage initial A.
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Approche classique

L’approche classique de la validation croisée, également dénommeée leave-one-out, revient a construire
le classifieur a partir du jeu d’apprentissage A privé de son i¢me élément, pour i = 1,...,n, et d’af-
fecter ce dernier a I'une des k classes. On peut alors estimer le taux d’erreur du classifieur par le
nombre moyen de points mal classés selon cette procédure. Cette approche, qui fournit une estima-
tion fiable du taux d’erreur du classifieur, est néanmoins cofiteuse si le nombre d’observations du jeu

d’apprentissage initial A est grand.

Version améliorée

En pratique, la régle de décision construite a chaque étape par I’approche précédente ne varie pas
beaucoup et il est donc possible de ne diviser qu’en L parties 1’échantillon d’apprentissage initial A.
Le jeu A est alors divisé en L parties égales et 1’on construit ensuite le classifieur a partir du jeu
d’apprentissage A privé de sa feme partie, pour £ = 1, ..., L. A chaque étape, la partic mise a I’écart
est affectée aux groupes définis a priori et le taux d’erreur du classifieur est a nouveau estimé par le
nombre moyen de points mal classés selon cette procédure. Remarquons que si L. = n, on retrouve
alors la procédure classique du leave-one-out. D’autre part, si L = 2, la procédure porte le nom de
half-sampling. Pour les expériences présentées dans ce mémoire, nous avons utilisé cette technique

de ré-échantillonage avec L = 10.

A.1.2 Le bootstrap

La technique de ré-échantillonage du bootstraph reprend 1’idée de la validation croisée mais intro-
duit de I’aléa dans la construction des jeux d’apprentissage et de validation. La méthode du bootstrap
construit, a chaque itération ¢ = 1, ..., (), un jeu de validation par tirage aléatoire de n,, observations
dans le jeu d’apprentissage initial A et utilise le reste pour apprendre le classifieur. Une fois le classi-
fieur appris, les n,, observations du jeu de validation sont classées dans les k groupes connus a priori.
Le taux d’erreur du classifieur est également estimé par le nombre moyen de points mal classés sur
les () répétitions de la procédure. Le nombre de répétitions de la procédure est généralement fixé a
100 et, de ce fait, cette procédure est coliteuse en temps de calcul. Pour cette raison, on lui préférera le
plus souvent la validation croisée. On pourra lire [47, chap. 7] pour plus de détails sur cette technique

de ré-échantillonage.

"En anglais, le bootstrapping fait référence aux aventures du baron de Miinchhausen qui s’est sorti d’un marécage, oil il
était embourbé, uniquement en tirant a de nombreuses reprises sur ses bottes pour se propulser vers le haut. Les bootstraps
sont les anneaux, en cuir ou en tissu, cousus sur le rebord des bottes et dans lesquels on passe les doigts pour s’aider a les
enfiler.
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F1G. A.1 — Décision d’un classifieur binaire en fonction du seuil de discrimination s : la courbe
bleue représente la probabilité a posteriori de la classe « négative » et la courbe rouge représente la
probabilité a posteriori de la classe « posititive ».

A.2 Courbes ROC et «rappel-précision »

Le second point que nous souhaitions aborder est celui de la comparaison de deux classifieurs.
La mesure la plus couramment utilisée pour comparer deux classifieurs est le taux d’erreur (ou de
facon équivalente, le taux de classification correcte) obtenue sur le jeu de validation. Toutefois, cette
mesure peut étre dépendante du jeu de validation et ne donne pas d’indication sur I’ensemble des
caractéristiques des classifieurs. Dans le cas de la classification binaire, des outils permettent a la fois
de décrire les caractéristiques des classifieurs étudiés et de les comparer entre eux. Les courbes ROC
et « rappel-précision » remplissent cette tdche. On pourra consulter [23] et [29] pour de plus amples

détails sur ces mesures.

A.2.1 Définitions préalables

Avant d’entrer dans le détail de la construction des courbes ROC et « rappel-précision », il est
nécessaire de définir certaines quantités entrant en jeu dans les deux cas. Un classifieur binaire, dont on
souhaite évaluer la performance, va affecter chacune des observations a classer au groupe des positifs
ou au groupe des négatifs. Cependant, I’origine des observations de 1’échantillon de validation étant

connues, il nous est possible de diviser le groupe des points positifs de la fagon suivante :
# positifs = T'P + I'N,

ou T'P est le nombre de vrais positifs, i.e. points classés positifs a juste titre, et F'/N est le nombre

de faux négatifs, i.e. points classés négatifs a tort. De méme, le groupe des points négatifs peut étre
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F1G. A.2 — Courbes ROC : a gauche, les courbes A, B, C et D sont respectivement associées a des
classifieurs de performances croissantes. A droite, les courbes A et B ont la méme aire (AUC) et la
méme valeur EER et sont pourtant associées a des classifieurs qui n’ont pas les mémes qualités.

divisé de la facon suivante :
# négatifs = T'N + F'P,

ou T'N est le nombre de vrais négatifs, i.e. points classés négatifs a juste titre, et /P est le nombre
de faux positifs, i.e. points classés positifs a tort. La figure |A.1 permet de visualiser les différentes

quantités entrant en jeu dans la construction de la courbe ROC d’un classifieur binaire.

A.2.2 La courbe ROC

La courbe Receiver Operating Characteristic (ROC) fut inventée durant la seconde guerre mon-
diale pour aider les opérateurs radar a décider si les spots apparaissant sur leur écran représentaient
un avion ennemi, un avion ami ou juste du bruit. De nos jours, la courbe ROC est par exemple tres

utilisée en médecine pour évaluer les risques associés a une décision thérapeutique.

Construction de la courbe ROC

La courbe ROC exprime la sensitivité en fonction de (1 — spécificité) pour différentes valeurs du
seuil de discrimination s (qui est normalement fixé a 0.5 pour la régle du MAP dans le cas binaire).
La sensitivité, qui est la probabilité de détecter correctement un positif, se définit comme le taux de

vrais positifs :
TP

sensitivité = ——.
# positifs
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La spécificité est quant a elle la probabilité de détecter correctement un négatif et elle se définit de

part la quantité (1 — spécificité) qui est égale au taux de faux positifs :

rpP

1 — spécificité = ———
P # négatifs’

La figure |A.2 présente des exemples de courbes ROC. Les courbes A, B, C et D, représentées sur
I’image de gauche, sont respectivement associées a des classifieurs de performances croissantes. En
particulier, la courbe A est associée au classifieur aléatoire, qui affecte chacune des observations au
hasard, alors que la courbe D est associée au classifieur optimal. Les courbes ROC permettent donc
de visualiser les caractéristiques d’un classifieur. Ainsi, le classifieur associé a la courbe A de I’'image
de droite de la figure |A.2 est un classifieur peu performant mais relativement précis. A I’inverse, le
classifieur associé a la courbe B est un classifieur performant mais au prix d’un grand nombre de

fausses détections.

Les mesures AUC et EER

Il existe également des moyens de résumer 1’information contenue dans une courbe ROC afin de
comparer simplement plusieurs classifieurs. Le premier est le calcul de I’aire sous la courbe ROC,
notée AUC pour Area Under the Curve. En effet, si ’AUC d’un classifieur est plus grande que celle
d’un autre classifieur, on peut alors dire que le premier classifieur est globalement plus performant que
le second. Il est également possible de relever la valeur a I’ Equal Error Rate, notée EER, qui fournit la
performance d’un classifieur quand le taux de vrais positifs est égale a 1 moins le taux de faux positifs.
Cette valeur peut étre lue simplement sur le graphique en relevant I’ordonnée de I’intersection de la
courbe ROC du classifieur et de la diagonale opposée (droite oblique tracée en pointillés sur les images
de la figure |A.2). Cette mesure est notamment trés utilisée en vision par ordinateur. Cependant, ces
valeurs ne permettent pas de comparer deux classifieurs ayant des valeurs AUC et ERR égales. Sur
I’image de droite de la figure|A .2, les courbes A et B ont la méme aire (AUC) et la méme valeur EER

mais les classifieurs auxquels elles sont associées n’ont pas les mémes qualités.

Extension au cas multi-classes

Ces dernieres années, les recherches dans le domaine de 1’analyse ROC se sont naturellement
tournées vers le cas multi-classes. En effet, les classifieurs qui consideérent nativement plusieurs classes
sont tres courants et il était donc temps de fournir un outil d’évaluation des performances de ce type de
classifieur. Mossman [65] a ouvert la voie en considérant le cas particulier de trois classes et a proposé
de construire une surface ROC a la place de la traditionnelle courbe ROC. De plus, dans ce cadre, Ferry
et al. [30] ont proposé de substituer la mesure AUC par la mesure VUS qui est I’acronyme de Volume

Under the Surface. Toutefois, I’extension au cas réel multi-classes reste encore un probléme ouvert.
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Précision

0 Rappel 1

F1G. A.3 — Courbe « rappel-précision » : cette courbe est obtenue en tracant le rappel en fonction de
la précision au fur et a mesure de la classification des observations.

A.2.3 La courbe «rappel-précision »

La courbe « rappel-précision » est plutot utilisée en informatique mais a les mémes fonctions
que la courbe ROC. La courbe « rappel-précision » exprime, comme son nom 1’indique, le rappel en
fonction de la précision au fur et a mesure de I’augmentation du seuil de classification. Le rappel, qui
est strictement la sensitivité de la courbe ROC, est défini comme étant le taux de vrais positifs, i.e. le

rapport entre le nombre de positifs retrouvés et le nombre total de positifs du jeu de validation :

TP

[
TAPPEL = ¥ positifs’

La précision est quant a elle définie comme étant le rapport du nombre de vrais positifs sur le nombre
de points classés comme positifs par le classifieur :

TP

récision = —
P # négatifs’

La figure|A.3 présente un exemple de courbe « rappel-précision ».
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Annexe

Détails des résultats expérimentaux de

reconnaissance d’objets

Dans cette annexe, nous donnons le détails des résultats expérimentaux de reconnaissance d’objets

obtenus sur la base d’images Pascal [22]. Les résultats donnés sont les suivants :

Localisation d’objets sur la base Pascal testl Le paragraphe|B.1 présente les résultats de localisa-
tion obtenus sur le jeu Pascal test]. On peut remarquer que notre approche combinée a la méthode de
clustering HDCC est plus efficace que les autres méthodes sur 2 catégories dans le cadre supervisé et
sur 3 catégories dans le cadre faiblement supervisé. Notre méthode est de plus toujours plus efficiente

en moyenne que les autres méthodes.

Localisation d’objets sur la base Pascal test2 Le paragraphe B.2 présente les résultats de localisa-
tion obtenus sur le jeu Pascal test2. Notre méthode de localisation d’objets distance ses concurrentes
sur 2 des catégories d’objets dans le cadre supervisé et sur I’ensemble des catégories dans le cadre
faiblement supervisé. Notre méthode est encore une fois toujours plus efficiente en moyenne que les

autres méthodes.

Classification d’images sur la base Pascal testl Le paragraphe B.3 présente les résultats de classi-
fication d’images obtenus sur le jeu Pascal test]. On observe que notre approche fournit des résultats
meilleurs que les autres approches dans le cadre supervisé et proches de ceux de la meilleure méthodes

du challenge Pascal dans le cadre faiblement supervisé.

Classification d’images sur la base Pascal test2 Enfin, le paragraphe B .4 présente les résultats de
classification d’images obtenus sur le jeu Pascal test2. Notre méthode de classification d’images est
plus performante que les autres méthodes sur I’ensemble des catégories dans le cadre supervisé et

remporte deux compétitions dans le cadre faiblement supervisé.
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B.1 Résultats de localisation d’objets sur la base Pascal testl

Model Moto | Vélo | Humain | Voiture | Moyenne
[a;i;biQid;] 0.665 | 0403 | 0.047 0.095 0.302
[a;0Q;d;] 0.680 | 0.439 | 0.032 0.123 0.318
[a;b;Q;id;] 0.664 | 0404 | 0.062 0.120 0.313
[a;0Q;d;] 0.671 | 0.437 | 0.035 0.128 0.318
[abQ;d;] 0.673 | 0430 | 0.040 0.125 0.317
[a;b;Q;d] 0.665 | 0.432 | 0.065 0.093 0.314
[abQ;d] 0.657 | 0.416 | 0.053 0.076 0.300
[abQd] 0.595 | 0317 | 0.047 0.066 0.256
PCA+diag-GMM | 0.572 | 0.339 | 0.052 0.067 0.257
sphe-GMM 0.572 | 0.349 | 0.042 0.118 0.271
diag-GMM 0.587 | 0.344 | 0.052 0.122 0.276
com-GMM 0.640 | 0.341 | 0.041 0.049 0.267
kmeans 0.581 | 0.359 | 0.033 0.070 0.261
Pascal [ 0.886 | 0.119 | 0013 | 0.613 | 0279

TAB. B.1 — Localisation supervisée, testl, AP

Model Moto | Vélo | Humain | Voiture | Moyenne
[a;jb;Qid;] 0.658 | 0.384 | 0.020 0.027 0.273
[a;;0Qid;] 0.686 | 0.404 | 0.038 0.020 0.287
[a;0;Q;d;] 0.674 | 0399 | 0.027 0.042 0.285
[a;bQ;d;] 0.671 | 0403 | 0.022 0.034 0.283
[abQ;d;] 0.677 | 0.406 | 0.026 0019 0.282
[a;b;Q;d] 0.677 | 0410 | 0.035 0.026 0.287
[abQ;d] 0.669 | 0411 | 0.037 0.023 0.285
[abQd] 0.611 | 0.261 | 0.024 0.018 0.229
PCA+diag-GMM | 0.585 | 0.247 | 0.018 0.009 0.215
sphe-GMM 0.592 | 0.228 | 0.021 0.025 0.216
diag-GMM 0.603 | 0.234 | 0.044 0.027 0.227
com-GMM 0.655 | 0293 | 0.015 0.021 0.246
kmeans 0.573 | 0212 | 0.022 0.010 0.204

TAB. B.2 — Localisation faiblement supervisée, testl, AP
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B.2 Résultats de localisation d’objets sur la base Pascal test2

Model Moto | Vélo | Humain | Voiture | Moyenne
[a;i;biQid;] 0.305 | 0.169 | 0.061 0.154 0.172
[a;0Q;d;] 0.316 | 0.164 | 0.091 0.151 0.181
[a;b;Qid;] 0315 | 0172 | 0.091 0.155 0.183
[a;bQ;d;] 0.307 | 0.169 | 0.091 0.136 0.176
[abQ;d;] 0.316 | 0.168 | 0.045 0.158 0.172
[a;b;Qid] 0.351 | 0.164 | 0.061 0.141 0.179
[abQ;d] 0.324 | 0.180 | 0.091 0.145 0.185
[abQd] 0.275 | 0.124 | 0.091 0.146 0.159
PCA+diag-GMM | 0.296 | 0.173 | 0.091 0.148 0.177
sphe-GMM 0.261 | 0.142 | 0.045 0.149 0.149
diag-GMM 0.245 | 0.153 | 0.091 0.156 0.161
com-GMM 0.301 | 0.163 | 0.045 0.147 0.164
kmeans 0.252 | 0.149 | 0.091 0.148 0.160
Pascal 0341 [ 0.113 [ 0021 [ 0304 | 0.112

TAB. B.3 — Localisation supervisée, test2, AP

Model Moto | Vélo | Humain | Voiture | Moyenne
[a;jb;Qid;] 0.304 | 0.141 | 0.021 0.115 0.145
[a;;0Qid;] 0.312 | 0.141 | 0.018 0.115 0.147
[a;0;Q;d;] 0.311 | 0.161 | 0.045 0.049 0.142
[a;bQ;d;] 0.298 | 0.153 | 0.026 0.116 0.148
[abQ;d;] 0.312 | 0.156 | 0.023 0.046 0.134
[a;b;Q;d] 0.322 | 0.141 | 0.023 0.034 0.130
[abQ;d] 0.324 | 0.156 | 0.030 0.044 0.139
[abQd] 0.273 | 0.091 | 0.023 0.038 0.106
PCA+diag-GMM | 0.268 | 0.136 | 0.024 0.050 0.120
sph-GMM 0.254 | 0.111 | 0.023 0.037 0.106
diag-GMM 0.239 | 0.120 | 0.011 0.069 0.110
com-GMM 0.276 | 0.142 | 0.008 0.036 0.116
kmeans 0.242 | 0.093 | 0.017 0.042 0.099

TAB. B.4 — Localisation faiblement supervisée, test2, AP
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B.3 Résultats de Classification d’images sur la base Pascal testl

Model Moto | Vélo | Humain | Voiture | Moyenne
[a;i;biQid;] 0.903 | 0.763 | 0.810 0.811 0.822
[a;0Q;d;] 0.907 | 0.781 | 0.845 0.829 0.841
[a;b;Q;id;] 0.894 | 0.763 | 0.821 0.825 0.826
[a;0Q;d;] 0.903 | 0.798 | 0.821 0.833 0.839
[abQ;d;] 0.907 | 0.798 | 0.833 0.840 0.845
[a;b;Q;d] 0921 | 0.816 | 0.833 0.840 0.853
[abQ;d] 0.926 | 0.816 | 0.845 0.855 0.860
[abQd] 0.875 | 0.719 | 0.798 0.756 0.787
PCA+diag-GMM | 0.866 | 0.737 | 0.774 0.742 0.780
sphe-GMM 0.870 | 0.728 | 0.786 0.716 0.775
diag-GMM 0.889 | 0.763 | 0.786 0.749 0.797
com-GMM 0.898 | 0.781 | 0.810 0.782 0.818
kmeans 0.861 | 0.737 | 0.786 0.727 0.778

TAB. B.5 — Classification supervisée, testl, EER

Model Moto | Vélo | Humain | Voiture | Moyenne
[a;i;biQid;] 0.898 | 0.851 | 0.845 0.865 0.865
la;;0Q;d;] 0.907 | 0.851 | 0.857 0.865 0.870
[a;0;Q;d;] 0.898 | 0.860 | 0.845 0.880 0.871
[a;bQ;d;] 0.907 | 0.860 | 0.845 0.884 0.874
[abQ;d;] 0917 | 0.851 | 0.821 0.862 0.863
[a;b;Q;d] 0917 | 0.877 | 0.869 0.884 0.887
[abQ;d] 0921 | 0.868 | 0.869 0.880 0.885
[abQd] 0.866 | 0.772 | 0.774 0.825 0.809
PCA+diag-GMM | 0.875 | 0.807 | 0.845 0.844 0.843
sphe-GMM 0.861 | 0.798 | 0.833 0.847 0.835
diag-GMM 0.894 | 0.816 | 0.845 0.855 0.852
com-GMM 0.894 | 0.807 | 0.821 0.851 0.843
kmeans 0.852 | 0.789 | 0.833 0.833 0.827
‘ Pascal ‘ 0.977 ‘ 0.930 ‘ 0917 ‘ 0.961 ‘ 0.937 ‘

TAB. B.6 — Classification faiblement supervisée, testl, EER
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B.4 Résultats de classification d’images sur la base Pascal test2

Model Moto | Vélo | Humain | Voiture | Moyenne
[a;i;biQid;] 0.738 | 0.713 | 0.686 0.720 0.714
[a;0Q;d;] 0.723 | 0.735 | 0.698 0.709 0.716
[a;b;Q;id;] 0.738 | 0.728 | 0.698 0.716 0.720
[a;0Q;d;] 0.733 | 0.724 | 0.698 0.724 0.720
[abQ;d;] 0.738 | 0.731 | 0.698 0.742 0.727
[a;b;Q;d] 0.743 | 0.742 | 0.698 0.727 0.727
[abQ;d] 0.752 | 0.749 | 0.702 0.738 0.735
[abQd] 0.708 | 0.685 | 0.665 0.698 0.689
PCA+diag-GMM | 0.703 | 0.742 | 0.639 0.695 0.695
sphe-GMM 0.698 | 0.724 | 0.656 0.684 0.690
diag-GMM 0.688 | 0.713 | 0.646 0.680 0.682
com-GMM 0.723 | 0.724 | 0.675 0.705 0.707
kmeans 0.693 | 0.720 | 0.641 0.695 0.687
TAB. B.7 — Classification supervisée, test2, EER
Model Moto | Vélo | Humain | Voiture | Moyenne
[a;;0;Qid;] 0.738 | 0.731 0.696 0.669 0.708
la;0Q;d;] 0.733 | 0.713 | 0.728 0.673 0.712
[a;0;Q;d;] 0.743 | 0.717 | 0.715 0.662 0.709
[a;bQ;d;] 0.738 | 0.710 | 0.707 0.665 0.705
[abQ;d;] 0.733 | 0.728 | 0.711 0.684 0.714
[a;b;Q;d] 0.748 | 0.728 | 0.703 0.669 0.712
[abQ;d] 0.752 | 0.728 | 0.719 0.676 0.719
[abQd] 0.698 | 0.677 | 0.707 0.647 0.682
PCA+diag-GMM | 0.713 | 0.699 | 0.705 0.651 0.692
sphe-GMM 0.703 | 0.703 | 0.700 0.644 0.687
diag-GMM 0.698 | 0.688 | 0.686 0.655 0.682
com-GMM 0.723 | 0.724 | 0.705 0.644 0.699
kmeans 0.693 | 0.695 | 0.688 0.629 0.676
| Pascal 0798 | 0728 | 0.719 | 0720 | 0.741

TAB. B.8 — Classification faiblement supervisée, test2, EER
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Annexe

Publications liées a la these

Articles de journaux et chapitres de livres
—C.Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. High Dimensional Discriminant Analysis. Communications
in Statistics : Theory and Methods, to appear, 2006.

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. Class-Specific Subspace Discriminant Analysis for High-
Dimensional Data. Lecture Notes in Computer Science, volume 3940, pages 139-150, 2006.

Rapports de recherche

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. High Dimensional Data Clustering. Technical Report
1083M, LMC-IMAG, Université J. Fourier Grenoble 1, 2006.

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. Analyse Discriminante de Haute Dimension. Technical
Report 5470, INRIA, 2005.

Conférences internationales

— C. Bouveyron, J. Kannala, C. Schmid and S. Girard. Object Localization by Subspace clustering
of Local Descriptors. 5th Indian Conference on Computer Vision, Graphics and Image Processing,
pages 457-467, Madurai, India, 2006.

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. High Dimensional Data Clustering. /7th International
Conference on Computational Statistics, pages 812-820, Rome, Italy, 2006.

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. High Dimensional Discriminant Analysis. //th Interna-
tional Conference on Applied Stochastic Models and Data Analysis, pages 526-534, Brest, France,
2005.

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. Classification of High Dimensional Data : High Dimensio-
nal Discriminant Analysis. Workshop on Subspace, Latent Structure and Feature Selection techniques,
Bohinj, Slovenia, 2005.
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Conférences nationales

—J. Blanchet and C. Bouveyron. Mod¢le markovien caché pour la classification supervisée de données
de grande dimension spatialement corrélées. 38¢mes Journées de Statistique de la Société Frangaise
de Statistique, Clamart, France, 2006.

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. Classification des données de grande dimension : ap-
plication a la vision par ordinateur. 2émes Rencontres Inter-Associations sur la classification et ses

applications, pages 24-25, Lyon, France, 2006.

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. Une nouvelle méthode de classification pour la reconnais-
sance de formes. 20éme colloque GRETSI sur le traitement du signal et des images, pages 711-714,

Louvain-la-Neuve, Belgique, 2005.

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. Une méthode de classification des données de grande

dimension. 37eme Journées de Statistique de la Société Francaise de Statistique, Pau, France, 2005.

— C. Bouveyron, S. Girard and C. Schmid. Dimension Reduction and Classification Methods for
Object Recognition in Vision. 5th French-Danish Workshop on Spatial Statistics and Image Analysis
in Biology, pages 109-113, St-Pierre de Chartreuse, France, 2004.
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Résumé

Le theme principal d’étude de cette these est la modélisation et la classification des données de grande
dimension. Partant du postulat que les données de grande dimension vivent dans des sous-espaces de
dimensions intrinseéques inférieures a la dimension de I’espace original et que les données de classes
différentes vivent dans des sous-espaces différents dont les dimensions intrinséques peuvent étre aussi
différentes, nous proposons une re-paramétrisation du modele de mélange gaussien. En forcant cer-
tains parametres a é&tre communs dans une méme classe ou entre les classes, nous exhibons une famille
de 28 modeles gaussiens adaptés aux données de grande dimension, allant du modele le plus général
au modele le plus parcimonieux. Ces modeles gaussiens sont ensuite utilisés pour la discrimination et
la classification automatique de données de grande dimension. Les classifieurs associ€s a ces modeles
sont baptisés respectivement High Dimensional Discriminant Analysis (HDDA) et High Dimensional
Data Clustering (HDDC) et leur construction se base sur I’estimation par la méthode du maximum
de vraisemblance des parameétres du modele. La nature de notre re-paramétrisation permet aux mé-
thodes HDDA et HDDC de ne pas étre perturbées par le mauvais conditionnement ou la singularité
des matrices de covariance empiriques des classes et d’étre efficaces en terme de temps de calcul. Les
méthodes HDDA et HDDC sont ensuite mises en ceuvre dans le cadre d’une approche probabiliste de
la reconnaissance d’objets dans des images. Cette approche, qui peut étre supervisée ou faiblement
supervisée, permet de localiser de maniere probabiliste un objet dans une nouvelle image. Notre ap-
proche est validée sur des bases d’images récentes et comparée aux meilleures méthodes actuelles de
reconnaissance d’objets.

Mots-clefs : Classification, données de grande dimension, modele de mélange gaussien, réduction
de dimension, modeles parcimonieux, reconnaissance d’objets faiblement supervisée.

Abstract

The main topic of this thesis is modeling and classification of high-dimensional data. Based on the
assumption that high-dimensional data live in subspaces with intrinsic dimensions smaller than the
dimension of the original space and that the data of different classes live in different subspaces with
different intrinsic dimensions, we propose a re-parametrization of the Gaussian mixture model. By
forcing some parameters to be common within or between classes, we show a family of 28 Gaussian
models appropriated for high-dimensional data, from the most general model to the most parsimo-
nious one. These models are then used for discrimination and clustering of high-dimensional data.
The classifiers associated with these models are called respectively High Dimensional Discriminant
Analysis (HDDA) and High Dimensional Data Clustering (HDDC) and their construction is based
on the maximum likelihood estimation of model parameters. The nature of our re-parametrization
allows HDDA and HDDC not to be disturbed by the ill-conditioning or the singularity of empirical
covariance matrices and to be efficient in terms of computing time. The methods HDDA and HDDC
are then used in a probabilistic framework to object recognition in images. This approach, which can
be supervised or weakly-supervised, allows to locate in a probabilistic way an object in a new image.
Our approach is validated on two recent image databases and compared to the most efficient object
recognition methods.

Keywords : Classification, high-dimensional data, Gaussian mixture model, dimension reduction,
parsimonious models, weakly-supervised object recognition.
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