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Titre : Commande sous contraintes et incertitudes des réseaux de transport

Mots clés : Systeme de transport, Systeme thermodynamique, Entropie, Contrdle des feux de
circulation, Théorie des systéemes dissipatifs, Stabilisation, Incertitudes

Résumeé : Le transport a toujours été 1’un des composants
déterminants de la vie urbaine et de son développement
économique. A partir de la seconde moitié du siecle dernier,
I’amélioration du niveau de vie moyen et du taux
d’équipement des ménages a permis au plus grand nombre
d’accéder au déplacement par véhicule particulier. Nous
avons donc assisté & une course entre la croissance du trafic
routier et les progrés quantitatifs et qualitatifs de la voirie.
Cette quantité d’actions génére des problémes au niveau de
la fluidité du trafic, d’ou I’apparition de congestion. La
congestion se produit aujourd’hui de fagon quasi-
quotidienne dans les réseaux routiers. Elle est source de
perte de temps, augmentation de la consommation
d’énergie, nuisance et détérioration de I’environnement. La
solution aux problémes de congestion routiére ne passe pas
toujours par l'augmentation de l'investissement dans les
infrastructures de transport. En effet, I'offre de terrains est
épuisée et le développement de l'infrastructure routiére est
colteux. D’ou, la tendance actuelle est plutét a une
meilleure utilisation des infrastructures existantes. En
particulier, les feux de signalisation jouent un r6le important
parmi les approches qui permettent d’éviter la congestion.
En effet, la conception d’une meilleur commande des feux
de signalisation a fait 1’objet de plusieurs recherches afin

d’améliorer la circulation au niveau du réseau a grande
échelle.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons essentiellement a
un travail en amont (action a priori) permettant d'éviter la
congestion en forcant le nombre de véhicules a ne pas
dépasser les capacités maximales des voies du réseau de
transport. Apreés avoir décrire les réseaux de carrefours des
feux, nous présentons d’une maniére non exhaustive, les
méthodes développées pour la gestion et la régulation des
carrefours. Ensuite, nous proposons trois stratégies de
contrle qui traitent le probleme de contréle de maniéres
différentes. La premiére fait appel a la théorie des systémes
dissipatifs, la deuxiéme consiste a stabiliser le systéme au
sens de Lyapunov autour de sa situation nominale et la
troisieme le stabilise en temps fini (pendant les heures de
pointe). Ces commandes proposées respectent les
contraintes sur 1’état et sur la commande et prennent en
considération les incertitudes existantes dans le systeme.
Finalement, l'existence des commandes proposées a été
caractérisée par la faisabilité de certaines LMI en utilisant
I'outil CVX sous MATLAB. De plus, les performances de
chaque commande sont évaluées par des simulations.

Title : Control under constraints and uncertainties of transportation networks

Keywords : Transportation system, Thermodynamic system, Entropy, Traffic signal control,

Dissipativity theory, Stability, Uncertainties

Abstract: Transport has always been one of the key
components of urban life and its economic development.
From the second half of the last century, the improvement
in the average standard of living and the household
equipment rate allowed the greatest number of people to
access the journey by private vehicle. We therefore
witnessed a race between the growth of road traffic and the
quantitative and qualitative progress of roads. This quantity
of actions generates problems with the fluidity of the
traffic, hence the appearance of congestion. The congestion
occurs today almost daily in road networks. It is source of
waste of time, increase of the energy consumption, the
nuisance and the deterioration of the environment. The
solution to the problems of road congestion does not still
pass by the increase of the investment in the infrastructures
of transport. Indeed, the offer of grounds is exhausted and
the development of the road infrastructure is expensive.
Hence, the current trend is rather for a better use of the
existing infrastructures. In particular, traffic lights play an
important role in avoiding congestion. Indeed, the design
of a better control of traffic lights has been the subject of
several researches in order to improve the network
circulation on a large scale.

In this thesis, we are mainly interested in a work that
prevents the congestion by forcing the number of vehicles
to not exceed the lane capacities. After having described
the network of intersections, we have realized a state of the
art on the methods developed for the management and
regulation of intersections. Next, we propose three control
strategies that treat the control problem in different ways.
The first one involves the theory of dissipative systems, the
second one is to stabilize the system in the sense of
Lyapunov around its nominal situation and the third one
stabilizes it in finite time (during peak hours). These
proposed controls respect the constraints on both state and
control. In addition, they take into account the uncertainties
in the system. Finally, the result of each strategy developed
is presented by LMI in order to be solved by using the CVX
tool under MATLAB. Besides, the performance of each
control is evaluated by simulations.
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INTRODUCTION GENERALE

Le transport routier confronte des problemes toujours croissants en raison de 1’aug-
mentation de la mobilité des personnes et les améliorations significatives des moyens de
transport. Le résultat est la congestion non seulement dans les grandes villes mais aussi
dans les petites et sur les autoroutes a grande capacité. Cette congestion est source de perte
de temps, de I’augmentation de consommation d’énergie, de nuisance et de détérioration
de I’environnement.

L’approche traditionnelle pour résoudre le probleme de congestion consiste a élargir
d’une maniere continue les réseaux existants. Cependant, 1’élargissement des infrastruc-
tures existantes ne peut pas éliminer completement le probleme pour des raisons écono-
miques ou simplement par manque d’espace. D’ou, la tendance actuelle d’une meilleure
utilisation de ces infrastructures. De point de vue de contrdle, cela peut se traduire par
la mise en place des systemes de controle adéquats et efficaces qui répondent automati-
quement aux conditions de circulation. En outre, 1’évolution rapide des technologies de
I’information ainsi que les progres méthodologiques dans les théories de contrdle et de
I’optimisation fournissent une base solide a cette fin.

D’une maniere générale, un systeme de contrdle du trafic dispose des capteurs qui le
transmettent des informations sur 1’état du trafic et notamment le nombre de véhicules
dans les voies. Ces informations passent ensuite vers un calculateur qui a pour mission de
donner I’ordre aux feux de circulation de s’allumer d’une maniere minimisant ou évitant
la congestion dans le réseau.

Cependant, les systemes de transport sont des systeémes dynamiques soumis a des in-
certitudes et des limitations d’ordre physique ou dictées par des impératifs de sécurité. Ces

limitations se traduisent dans la majorité des cas par des contraintes sur les variables d’état
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et/ou la commande. Ainsi, la prise en compte de ces incertitudes et de ces contraintes dans
la conception du plan de feux est nécessaire. Notre travail s’inscrit dans ce cadre pour la
régulation des réseaux de carrefours.

Nous pouvons distinguer deux objectifs différents pour la régulation du trafic dans
un réseau de carrefours a feux. Le premier objectif est la fluidification de congestion
en évitant de se retrouver dans une situation de trafic tres dense. Dans ce cas, il faut une
action apriori. Le deuxieme objectif est la résorption de congestion lorsque nous sommes
confrontés a un trafic congestionné. Donc, il faudra agir a posteriori. Dans les deux cas,
I’action prend la forme d’un ajustement des durées de feux par rapport a la situation
confronté.

Malgré les recherches et les développements a long terme dans le monde entier, le
contrdle des carrefours signalisés reste un domaine susceptible d’étre amélioré d’une ma-
nicre significative. Dans ce mémoire, nous nous intéressons essentiellement a un travail
en amont (action a priori) permettant d’éviter la congestion. En effet, I’objectif est de
forcer le nombre de véhicules dans les voies du réseau de transport a ne pas dépasser le

niveau du trafic correspondant a I’optimum opérationnel des lignes.

Plan de la these

Ce mémoire est structuré en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous décrivons tout d’abord le réseau des carrefours a feux
en présentant ses caractéristiques ainsi que ses éléments. Ensuite, les notions fondamen-
tales et le mode de fonctionnement de la régulation du trafic aux abords des carrefours
sont présentés. De plus, pour mieux comprendre 1’importance et la contribution de notre
travail, il est indispensable d’avoir une vision claire sur les problemes étudiés et sur 1I’avan-
cement des recherches dans le domaine. A cette fin, une derniére partie est consacrée pour
la présentation, non exhaustive, des méthodes développées pour la gestion et la régulation
des carrefours. Enfin, nous terminons le chapitre par une conclusion et une formulation
du probleme de la commande de ce travail.

Le deuxieme chapitre est consacré a la proposition d’une commande par retour d’état
basée sur I’approche des systémes dissipatifs avec contraintes sur I’état et la commande.
Apres avoir exposé quelques définitions et résultats utiles dont nous aurons besoin dans la
suite, nous modélisons le réseau de transport en utilisant I’approche "stocker-et-transférer".
Ensuite, nous faisons une breve introduction aux systemes thermodynamiques et nous

élucidons le lien étroit existant entre les systemes de transport et les systeémes thermo-
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dynamiques. Suite a cette analogie entre les deux systemes, nous présentons la notion
d’entropie du réseau de transport comme un indice du degré de désordre dans le systeme.
Nous définissons ensuite le probleme et nous proposons une solution par 1’application de
la commande dissipative.

La difficulté de maitriser 1’effet des incertitudes sur le comportement du systeme en
utilisant la commande dissipative, nous a amené a avoir recours a un observateur dans le
chapitre 3. Apres avoir défini le probleme, une commande stabilisant les voies autour de
leurs situations nominales tout en respectant les contraintes sur 1’état et la commande est
établie. Cette commande se base sur la stabilisation au sens de Lyapunopv. Ensuite, afin
d’estimer les incertitudes susceptibles d’avoir des impacts négatifs sur les performances
de la commande, un observateur est proposé.

Cependant, I’'incapacité de la commande proposée dans le chapitre 3 a stabiliser le
systeme en temps fini nous a amené a consacrer le quatricme chapitre pour établir une
commande stabilisant en temps fini. Dans un premier temps, nous définissons d’une ma-
niere générale la stabilité en temps fini (FTS). Ensuite, nous précisons la définition du
probleme qui nous concerne. Une fois le probleme est défini, nous donnons les conditions
suffisants pour la stabilisation en temps fini de notre systeme.

Dans toutes les approches élaborées dans cette these, les conditions pour la résolution
des problemes de commande sont présentées en terme des LMIs. Le succes des techniques
des Inégalités Matricielles Linéaires (LMI) vient du développement des méthodes dites
du point intérieur (interior point methods) qui permettent d’apporter des solutions inté-
ressantes par la manipulation des contraintes de facon systématique. La mise en évidence
de I’approche LMI a ouvert des possibilités telles qu’il est devenu possible d’aborder
des problemes d’analyse et/ou de commande jusque la non envisageables. En outre, de
nombreux logiciels (solveurs) conviviaux existent dont certains offrent une interface avec
MATLAB.

Afin de tester I’efficacité des stratégies proposées, nous consacrons la dernicre partie
de chaque chapitre pour les simulations. En effet, cette partie se focalise sur la mise en
place sous Matlab des stratégies de régulation proposées dans ce travail sur un réseau
comprenant un grand nombre des carrefours.

Enfin, nous concluons ce mémoire en résumant les contributions de ce travail et en

présentant quelques perspectives de nos travaux.
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CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES RESEAUX
DE CARREFOURS URBAINS

1.1 Introduction

Le transport joue un role fondamental dans le développement économique de la vie
urbaine. En effet, il influe sur toutes les facettes de 1’économie, notamment sur la mobi-
lité des employés. A partir de la seconde moitié du siecle dernier, 1’augmentation de la
mobilité et la progression accélérée des moyens de transport ont généré des problemes au
niveau de la fluidité du trafic, d’ou I’apparition des phénomenes de congestion.

La congestion des carrefours a feux est I’un des problemes majeurs de la circulation.
Elle se produit de facon quasi-quotidienne. Elle est source de perte de temps et de dété-
rioration de 1’environnement. La solution aux problemes de congestion routiere ne passe
pas toujours par I’augmentation de 1’investissement dans les infrastructures, comme cela
se faisait dans un passé récent. La tendance actuelle est plutdt a une meilleure utilisation
des infrastructures existantes.

La régulation du trafic a vu le jour avec I’augmentation exponentielle du nombre de
véhicules circulant dans les zones urbaines. Hormis la congestion issue de cette crois-
sance, I’insécurité routiere a fait prendre conscience de la nécessité d’avoir recours a des
méthodes de régulation de flux de véhicules. Cette problématique est devenue un grand

défi qui encourage de nombreux chercheurs a travailler dans ce domaine.
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Dans la suite de ce chapitre, nous décrivons dans une premiere partie, les caracté-
ristiques et les éléments d’un carrefours a feux. La deuxieme partie est consacrée a la
présentation de différentes méthodes développées dans la littérature pour la régulation

des carrefours. Nous terminons le chapitre par une conclusion et les objectifs de la these.

1.2 Description d’un réseau de carrefours

Le terme "réseau” est couramment utilisé pour décrire une structure pouvant étre phy-
sique ou conceptuel. Un réseau comprend essentiellement deux types d’éléments : un
ensemble de nceuds et un ensemble de lignes les connectant entre eux.

Dans le domaine de transport, les nceuds et les lignes correspondent aux carrefours
et aux rues respectivement. Un réseau de transport dans un milieu urbain permet la cir-
culation du trafic. Autrement dit, il permet de passer d’un nceud (carrefour) a un autre
en suivant une route. Dans ce sens, les carrefours a feux sont les éléments qui gerent le
réseau en laissant écouler ou en stockant les flux de véhicules selon la variation du trafic.
Ainsi, la description du réseau de transport urbain se concentre sur les caractéristiques des

carrefours et les composantes qui leurs sont liées.

1.2.1 Caractéristiques d’un carrefour a feux

D’apres la définition donnée par le livre de référence en matiere d’ingénierie du tra-
fic routier [3], un carrefour est situé a la rencontre de plusieurs routes déterminant des
couloirs d’entrée et de sortie. Plus précisément, un carrefour a feux constitue un terrain
sensible pour les conflits de trafic a partir des différentes routes. La mise en place d’un
systeme de feux a un carrefour réalise une séparation dans le temps du passage de dif-
férents flux de véhicules. Elle peut revétir plusieurs schémas relatifs a la géométrie de
I’infrastructure et aux regles de franchissement.

Pour étudier une intersection routiere, nous nous concentrons tout d’abord sur 1’ana-
lyse d’une intersection routiere a deux phases et a quatre branches que nous pouvons
qualifier comme étant un carrefour élémentaire (voir Figure 1.1). L’étude des autres types
d’intersection sera ramenée a ce type simple de carrefour. Ceci peut étre réalisé, soit en
décomposant ceux qui sont complexes en plusieurs carrefours élémentaires, soit en ajou-

tant des troncons fictifs pour les intersections a moins de quatre branches.
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FIGURE 1.1 — Intersection a quatre branches

Dans chaque intersection, nous pouvons identifier trois zones fonctionnelles :

— Zone de conflit : il s’agit de I’espace de croisement des routes. Autrement dit, c’est
la ressource critique partagée par tous les véhicules qui traversent I’ intersection.

— Zone de stockage : elle se situe en amont de la zone de conflit, c’est ’entrée
empruntée par les véhicules.

— Zone de sortie : elle se trouve en aval de la zone de conflit et permet le soulage-
ment de cette zone.

Pour bien comprendre le fonctionnement d’un carrefour, un certain nombre d’élé-

ments doivent étre définis :

Couloir et troncon : Un couloir est caractérisé par sa longueur, son nombre de voies
ainsi que par les sens de circulation ; certaines de ces voies peuvent étre affectées a un cou-
rant particulier appelées voies spéciales. Les courants de véhicules sont soit directs, soit
des courants de tourne-a-gauche ou tourne-a-droite (voir Figure 1.2). Une voie spéciale
pourrait étre affectée a un courant fourne-a-gauche ou tourne-a-droite. Un trongon d’un
carrefour représente chaque couloir d’entrée et de sortie. Ainsi, il peut contenir plusieurs
voies. Chaque voie écoule un mouvement de véhicules unidirectionnel et donc correspond
a une phase unique. Un troncon est caractérisé par plusieurs parametres, entre autres, sa
longueur qui représente la mesure en metres de la distance séparant la ligne géométrique

ou sont implantés les feux associés au trongon (cette ligne est considérée comme la sortie
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du troncon) et la ligne géométrique en amont considérée comme 1’entrée de ce troncon

(voir Figure 1.3).

1 1 3
: (1,2) Tourne-a-droite
' (1,3) Tout droit
2 ' (1,4) Tourne-a-gauche
1
1
1

FIGURE 1.2 — Courants de flux dans un carrefour élémentaire

Entrée du trongon Sortie du trongon
. '
Voie | 1 5 '

- >0
™~ Feux

Longueur du trongon

FIGURE 1.3 — Ensemble des éléments d’un trongon

Concentration maximale et capacité de stockage d’une voie : La concentration ou
la densité donne le nombre de véhicules présents sur une section de longueur donnée.
La concentration maximale d’une voie est le nombre maximal de véhicules que 1’on peut
stocker par metre linéaire dans la voie. La capacité de stockage d’une voie représente le
nombre maximal de véhicules que I’on peut stocker sur toute sa longueur. En d’autres
termes, la capacité représente la concentration de la voie multipliée par sa longueur. Par
exemple, si la concentration maximale d’une voie est de 0.2 véh/m et, sachant que la

longueur de la voie est de 100m, alors la capacité de cette voie est de 100*0.2=20 véh.

Longueur des files d’attente : Cette variable correspond au nombre de véhicules arré-
tés derriere la ligne d’arrét a un feu de circulation. La longueur des files d’attente constitue

I’une des grandeurs majeures de 1’évaluation d’une stratégie de régulation.
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1.2.2 Caractéristiques des feux d’un carrefour

La principale fonction des feux de circulation est d’attribuer le droit de passage aux
mouvements de circulation contradictoires dans une intersection. En effet, ils assurent
le déplacement en toute sécurité des véhicules en évitant leurs conflits avec les autres
véhicules et les piétons. Ainsi, ils jouent un rdle crucial dans notre vie quotidienne en
rendant non seulement la circulation automobile plus siire, mais aussi la circulation des

piétons.

Petit historique : Le premier feu de signalisation utilisé dans le domaine remonte au
sémaphore a commande manuelle implanté a Londres des 1868 [4]. Le premier feu de
signalisation électrique aux Etats-Unis a été développé par James Hoge et installé a Cle-
veland, Ohio, en 1914 [5] (voir Figure 1.4).

FIGURE 1.4 — Le premier feu de signalisation électrique a Cleveland

Ceci a été suivi par I’introduction de feux inter-connectés en 1917 dans la ville de Salt
Lake, Utah [6]. A ce moment, la propriété et I’utilisation de I’automobile étaient en pleine
expansion et I’efficacité du contrdle des feux de signalisation a été reconnue. La circula-
tion automobile croissante dans les rues a conduit au développement et a I’'implémentation
des signaux actionnés en 1928 [7].

Depuis, les technologies liées avec la commande des feux de signalisation ont connu
un développement rapide et les feux tricolores sont devenus un élément essentiel des sys-
temes de controle et de gestion du trafic moderne. Du point de vue de I’application, les
feux de signalisation sont utilisés pour contrdler 1’affectation du droit de passage des vé-

hicules ou des piétons aux endroits ou des conflits potentiellement dangereux existent.



6 Chap 1. Généralités

Un autre avantage des feux tricolores par rapport aux dispositifs passifs (panneaux, mar-

quages) est sa capacité a soutenir la commande adaptative du trafic.

Etats des feux : Un feu tricolore est un signal lumineux situé a la frontiere de chaque
zone de stockage et de la zone de conflit. Il commande le passage libre (feu vert), toléré
(feu orange) ou interdit (feu rouge) du trafic des véhicules. Ces différentes couleurs sont
nommées les états de feux. Le changement de feu d’un état a I’autre est appelé commu-
tation. Pour la sécurité des usagers, le temps de passage par état doit au moins durer une
période minimale, fixée par les exploitants. Contrairement aux durées du feu vert ou du
feu rouge, la durée du feu orange est invariable. Notons que 1’implantation des feux de
signalisation doit respecter la géométrie d’un carrefour.

Rappelons quelques concepts essentiels de la signalisation a feux :

— Cycle : Les indicateurs des feux - vert, orange, rouge - se succedent a I’intérieur
d’un cycle, défini comme étant la durée constante séparant deux passages succes-
sifs de I’ensemble des signaux par le méme état.

— Phase : Le cycle est partagé en phases, temps pendant lequel un ou plusieurs
courants sont admis dans le carrefour. Une phase est dite spéciale quand elle a
pour seul but de favoriser I’écoulement d’un mouvement tournant. Elle est dite
saturée lorsqu’un véhicule au moins de cette phase est contraint d’attendre plus
d’un cycle pour franchir le carrefour. Le carrefour est lui-méme saturé quand au
moins une des ses phases est saturée.

— Vert effectif : On appelle temps de vert effectif, la somme du temps de vert réel et
du temps de I’orange (qui est souvent de 3 a 5 secondes selon la vitesse d’approche
dans le cas d’un carrefour urbain ordinaire).

— Vert utile : On définit le temps de vert utile, en retranchant du temps de vert
effectif le temps perdu (somme des temps perdus au début du vert, c’est-a-dire
au démarrage, et du temps perdu en fin de phase). Les temps perdus par phase se
situent en moyenne autour de 8 secondes [8].

— Rouge utile : On appelle rouge utile la différence entre la durée du cycle et celle
du vert utile. Pour des raisons de sécurité, a la fin de chaque phase, I’ensemble
des feux du carrefour est maintenu au rouge pendant une certaine durée, appelée
rouge intégral. Dans le cas d’un carrefour simple a 4 branches par exemple, on

adopte une durée de rouge intégral de 2 secondes.
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Le plan de feux d’un carrefour signalisé : Considérons I’intersection montrée dans la
Figure 1.1. On constate qu’il y a deux paires de courants en conflit, a savoir la paire de
courants provenant des rues R; et R, et la paire de courants provenant des rues R3 et Ry.
En supposant que les mouvements dominants soient les mouvements directs (aller tout
droit) et que les mouvements de tourne-a-gauche soient soumis a la priorité a droite, nous
pouvons découper le cycle en 2 phases, i.e. Phase I et Phase II.

Supposons que les durées des phases I et II soient identiques et que la séquence des
phases soit fixe. Les feux installés aux rues 17y et 25 sont d’abord verts, puis rouges pour
que les feux aux rues R3 et R, deviennent a leur tour verts; et ainsi de suite. Les deux
phases se succedent, constituant un cycle. Le plan de feux pour cette intersection est illus-
tré dans la Figure 1.5. Pour des raisons de sécurité, I’ensemble des feux de I’intersection
est maintenu au rouge pendant une certaine durée a la fin de chaque phase, appelée rouge

intégral. Ainsi, I’équation qui décrit le plan de feux dans cet exemple est donnée par :
Cycle = Vert effectifpyase 1 + Vert effectifphase 1 + 2 X Rouge intégral (1.1)

Notons que le cycle et le rouge intégral sont fixes en général [9]. Par conséquent, la somme

des temps de vert effectifs d’un carrefour dans un cycle reste constante.

Vert effectif

e~ et &

Phasel T — =
Rouge intégral_,,:_..._ :
f | !

Phase ll e O —
1 I
1 I
' Cycle !

Temps

FIGURE 1.5 — Exemple de séquence de phases

La stratégie de régulation des feux dépend de 1’état du trafic estimé grace aux mesures
réalisées. Ainsi, la fluidité du trafic est généralement la mission du systeme de régulation

qui décide de la séquence des phases et de la durée de chaque phase.

1.2.3 Caractéristiques du mouvement du trafic

Un mouvement est défini par son origine et sa destination. Un courant de trafic est

I’ensemble des mouvements de véhicules qui proviennent de la méme branche d’acces,
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a savoir la méme origine (voir Figure 1.2). Selon les similitudes avec la théorie de I’hy-
drodynamique, le courant routier peut étre considéré comme un flux de trafic au niveau
d’un troncon ou d’une route [10]. L’objectif des Théories de flux de trafic est de dé-
crire de facon mathématique précise les interactions entre les véhicules et I’infrastructure.
Les études scientifiques de flux de trafic sont nées dans les années 1930. En particulier,
Adams a appliqué la théorie des probabilités pour décrire le trafic routier [11]; Bruce
D. Greenshields du Bureau du Trafic Routier de Yale a étudié des modeles de volume et
de la vitesse [12]. A partir des années 1950, des nouvelles études ont été élaborées dans
ce domaine sur la base des approches théoriques diverses, telles que le modele de suivi
du véhicule [13, 14, 15], la théorie de 1’onde cinétique (KWT : kinematic Wave Theory)
[16, 17, 18, 19] et la théorie des files d’attente (queuing theory) [20, 21], etc.

Dans cette section, on distingue trois grandeurs principales caractérisant les flux de

trafic dans le réseau de carrefours.

Débit des flux : Il correspond au nombre de véhicules observés en un point donné de
I’infrastructure pendant un intervalle de temps d’observation. En fonction de la méthode
de mesure utilisée, le débit peut étre approximé soit en un point, soit sur un trongon de la
route. Formellement, le débit moyen ¢(z, t1,t3) au point d’abscisse x entre les instants ¢;
et to est défini par le rapport :

N(.fl?,t],tg)

1.2
— (1.2)

q(xa tl) t2) -

ol N(z,1tq,1ts) désigne le nombre de véhicules qui passent par le point x entre les instants
t1 et to. En particulier, deux débits importants sont considérés :

— Le débit d’entrée d’une voie est le débit de son flux d’entrée. Notons que les flux
d’entrée du milieu extérieur dépendent des activités humaines. Par conséquent, les
débits d’entrée sont évolutifs dans le temps et ils ne sont pas commandables par
les feux de signalisation. L’évolution des débits d’entrée exprime les incertitudes
dans la demande de trafic.

— Le débit de saturation d’une voie est le nombre maximum de véhicules pouvant
sortir de la voie et accéder a I’intersection en aval sans interruption par unité de
temps, le feu étant continuellement au vert. Pour chaque voie, il est exprimé en
unités de véhicules particuliers par heure de feu vert. On adopte souvent les va-
leurs de référence suivantes : s=1820 uvp/h/voie dans une agglomération impor-
tante, s=1650 uvp/h/voie dans une petite agglomération. Ces valeurs peuvent étre

ajustées en fonction de divers facteurs liés a la géométrie de I’aménagement du
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carrefour et a son environnement (taille de I’agglomération, visibilité,...). Puisque
ces facteurs ne changent pas en général, le débit de saturation est considéré fixe et
connu dans cette these.
Pour un carrefour a feux, nous partageons le débit en deux parties; le débit d’entrée
et le débit de sortie. Notons que, contrairement aux arrivées, les départs sont dépendants

des durées de commutation de 1’ensemble des feux d’un carrefour.

Charge d’un carrefour : La charge Y d’une entrée est définie comme le rapport entre
le débit d’entrée mesuré ¢ et le débit de saturation s. C’est donc le rapport de la demande
sur ’offre :

y =1 (1.3)
S

Cette définition s’étend a I’ensemble du carrefour. La charge globale du carrefour est la

somme des charges de chacune des phases :

Y=Yy (1.4)

La somme étant effectuée sur le nombre n de phases. y, représente la charge du courant
prépondérant de chaque phase définie par y, = Max(y.), ou y. définit la charge des
courants admis simultanément dans le carrefour au cours de la phase. Chaque phase se

caractérise donc par une charge correspondant a celle de son entrée prédominante.

Remarque 1.1 Si le courant directionnel ayant la plus forte charge est commun a 2
phases, on prend la charge immédiatement inférieure. Toutefois, il convient de s’assu-
rer que la somme de la charge immédiatement inférieure et de la charge prédominante
de I’autre phase est supérieure a la charge du courant utilisant les 2 phases. Dans le cas

contraire, c’est cette derniere que 1’on utilise. >

1.2.4 Infrastructures de mesure

Il existe de nombreux types de capteurs permettant les mesures directes ou indirectes
des variables de circulation. Les deux principaux types de capteurs que I’on peut rencon-
trer [22, 23] sont :

— Les capteurs enfouis dans la chaussée :

— Boucles électromagnétiques : c’est aujourd’hui le dispositif de mesure des
parametres du trafic le plus répandu dans le monde, tant en ville que sur les

voies rapides et les autoroutes urbaines. Il permet de mesurer les débits, le taux
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d’occupation, la vitesse et I’écart de temps inter-véhiculaire. Le capteur est
constitué d’une boucle inductive, noyée dans le revétement de la chaussée. Le
passage de la masse métallique d’un véhicule au-dessus de la boucle provoque
une variation du champ électromagnétique. Cette variation se traduit par un
créneau de tension dont la longueur est liée a celle du véhicule, du capteur et
au temps de passage.

— Les détecteurs latéraux :

— Capteurs a ultrasons et a effet Doppler : ce capteur est constitué¢ d’une an-
tenne fixée sur un portique, lequel est positionné dans 1’axe de la voie de cir-
culation. Cette antenne émet constamment des ondes qui se propagent a une
vitesse connue. Lors du passage d’un véhicule, I’onde émise rencontre un obs-
tacle et se réfléchie. A partir de la différence entre les fréquences de 1’onde
émise et de celle regue, la vitesse du véhicule peut €tre estimée.

— Capteurs optiques (vidéo) : le principe de ces capteurs consiste a utiliser une
caméra vidéo et a traiter de maniere automatique les images fournies par cette

caméra afin de déduire les parametres du trafic [24, 25].

1.3 Régulation des feux de signalisation

1.3.1 Boucle de régulation d’un réseau de carrefours

Le systeme de feux de signalisation associé a un réseau de carrefours urbains est
généralement un systeme complexe qui ne se limite pas aux signalisations verticales et
horizontales visibles par les conducteurs. En effet, des instruments de mesure, des postes
de contrdle, des liaisons filaires ou GPRS, etc., sont souvent requis pour assurer le fonc-
tionnement de la régulation. Si nous limitons notre étude a une intersection isolée, nous
pouvons au moins identifier trois éléments qui composent le systeme de feux de signali-
sation (voir figure 1.6). L’intégration de ces trois éléments a une intersection constitue la
boucle de régulation du trafic a son niveau. Ces éléments sont :

— Les dispositifs de signalisation : Il s’agit de I’ensemble des signaux verticaux

et horizontaux transmis aux conducteurs pour assurer la sécurité de passage des
véhicules. Ils visent a éviter la rencontre de mouvements conflictuels. Par la suite,

nous limiterons notre étude aux feux tricolores
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— Les infrastructures de mesure : Elles refletent I’état du trafic a travers ses diffé-
rentes grandeurs. Ces grandeurs sont mesurées par des capteurs installés au niveau
de I'infrastructure.

— Lerégulateur : Il est le cerveau de la boucle de régulation. Il précise en temps réel
les stratégies de régulation, en fonction des données issues de 1’infrastructure de
mesure, afin d’atteindre des objectifs bien précis, comme par exemple minimiser

la longueur des files d’attente, le temps d’attente des véhicules, etc.

Boucles électromagnétiques, ...

Infrastructure
de mesure

Etat du trafic

------------ A B Régulateur

Couleur des feux

. Plan de feux

1

|

: L}
' Dispositifs de [—

. signalisation

1

1

Feux tricolores, Panneaux de
signalisation, ...

FIGURE 1.6 — Boucle de régulation d’une intersection isolée

1.3.2 Modes de régulation d’un réseau de carrefours

La régulation du réseau de carrefours par les feux de signalisation peut fonctionner
sous divers modes. Outre le contrdle manuel, on distingue généralement le controle au-
tomatique, le contrdle adaptatif et le controle coordonné. Ces modes ne sont pas toujours

distincts et peuvent se combiner a plusieurs titres, voir se substituer I’'un a 1’autre.
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Mode manuel : dans ce cas, c’est un individu qui actionne le changement d’état du
carrefour. C’était le cas des premiers feux de circulation, mais aujourd’hui encore, les
feux peuvent fonctionner en mode manuel si la situation 1’exige, ou également en mode

semi-manuel (ou semi-automatique).

Mode automatique : ce mode n’exige aucune intervention extérieure ; les états succes-
sifs d’un cycle se déroulent séquentiellement suivant les plans de feux en place dans le

contrdleur. On parle aussi de fonctionnement en cycles fixes.

Mode adaptatif : contrairement au mode automatique, ce mode permet I’adaptation de
la durée des intervalles des feux verts, et par conséquent la modulation de I’ensemble
des phases d’un cycle en fonction des variations du trafic. Ainsi, un feu vert peut étre
allongé pour écouler le flux d’une voie ou s’écoule un trafic plus important que dans les
voies adjacentes. Un autre exemple d’adaptation est la priorité donnée aux véhicules de
transport public : leur arrivée dans un carrefour déclenche soit I’allongement de 1’état du

feu vert, soit la réduction de I’intervalle du feu rouge sur la voie qu’ils empruntent.

Mode coordonné : ce mode signifie que plusieurs controleurs, donc plusieurs carre-
fours, sont soumis a une méme stratégie de régulation. Il existe deux grandes applications
du mode coordonné. La premiere est la régulation d’axes de circulation. Elle consiste a
coordonner les phases des différents carrefours d’un méme axe routier afin de rendre plus
confortable et plus fluide la progression des véhicules, c’est-a-dire, d’éliminer leurs arréts
aux carrefours (du moins s’ils respectent une vitesse moyenne, définie par le gestionnaire
des feux). La seconde application de la coordination est la régulation des zones. Dans ce
cas, ce sont les feux de I’ensemble d’un périmetre géographique déterminé (un quartier
urbain par exemple) qui sont coordonnés entre eux, afin d’optimiser les déplacements des
usagers, c’est-a-dire, de minimiser le temps qu’ils passent dans cette zone.

Les deux derniers modes (adaptatif, coordonné) évoqués soulevent chacun des com-
plexités techniques que ne posent pas les deux premiers. Ces modes exigent de disposer
de moyens de détection des variations du trafic, ¢’est-a-dire de recueillir des informations
caractérisant la circulation en temps réel. D’ou la nécessité d’utiliser des capteurs auto-
matiques. Il en existe de différentes sortes : pneumatiques, hydrauliques, acoustiques, a
boucles électromagnétiques, a ultrasons, a infrarouges, radars, caméras, etc... Ces capteurs

sont placés a une certaine distance du carrefour concerné, reliés par cable ou par ondes



1.3 Régulation des feux de signalisation 13

au contrdleur qui recoit et interprete I'information codée par le détecteur (un élément
électronique qui transforme I’information issue du capteur en signal électrique).

Notons également que les modes adaptatifs et coordonnés, ainsi que leur combinaison,
se trouvent aujourd’hui gérés a distance a partir d’un poste de controle. Cette télé-gestion
repose évidemment sur des transmissions d’informations entre les feux et le poste de
controle. Les modes manuel et automatique entrent dans le cadre des systemes de com-
mande en boucle ouverte. Ce sont des systeémes qui s’appuient sur des bases de données
prédéfinies. Dans ces conditions, le systeme marche sans prendre en considération les
problémes brusques : la forte congestion, les incidents, etc. L’utilisation de ces systemes
est désormais impossible pour répondre a la demande actuelle. Donc il est nécessaire
d’adopter des approches qui nous permettent d’en savoir plus sur 1’état en temps réel et
qui agissent directement pour fluidifier le trafic. D’ou I'utilisation actuelle dans les re-
cherches récentes des systemes en boucle fermée dont nous pouvons inclure les modes

adaptatifs et coordonnés.

1.3.3 Stratégies de régulation d’un réseau de carrefours

La régulation des feux de signalisation dans un réseau de carrefours concerne en gé-
néral deux objectifs distincts : la fluidification ou la résorption de la congestion. Dans le
premier cas, on évite de se retrouver dans une situation de trafic trés dense en essayant
d’ajuster les durées de commutation des feux en fonction de la demande d’affluence aux
carrefours : c’est une action a priori. Dans le second cas, on est confronté a un trafic
saturé (état de congestion). Dans ce cas, il faudra agir a posteriori. Notons qu’une stra-
tégie de régulation au niveau d’un réseau est appelée stratégie globale. Elle permet la
régulation des feux de tous les carrefours. Dans le cas d’un carrefour congestionné sur le
réseau étendu englobant ainsi plusieurs carrefours, une stratégie locale ne saurait résorber
cette forte densité de trafic. En effet, pour répondre au phénomene d’accumulation de vé-
hicules, une stratégie globale permettant la régulation simultanée de plusieurs carrefours
interdépendants pourrait atténuer ce phénomene.

La littérature concernant la régulation du trafic dans un réseau de carrefours est abon-
dante. Bien qu’une quelconque classification soit toujours partiellement arbitraire, il nous
semble qu’une classification conduisant a séparer les travaux existants en deux catégories
principales est raisonnable.

Une premiere catégorie de travaux est communément désignée sous le nom de straté-

gie fixe ou pré-déterminée. Dans ce type de stratégie, tous les parametres sont déterminés
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et réglés a partir de données recueillies avant 1’installation. Le principal inconvénient de
la stratégie fixe est qu’elle n’est pas capable de tenir compte de la demande du trafic en
temps réel et nécessite une remise a jour réguliere des plans de feux pour tenir compte de
I’évolution de trafic moyen.

Une deuxieme catégorie de travaux est communément désignée sous le nom de stra-
tégie adaptative ou temps réel. Cette stratégie est plus coliteuse, parce qu’elle nécessite
I’installation, I’exploitation et la maintenance d’un systeéme de contrdle en temps réel
(capteurs, communications, salle de contrdle centrale, controleurs locaux). Grace aux dé-
veloppement des techniques liées, la stratégie adaptative, si bien congue, est potentielle-
ment plus efficace.

Dans la suite de ce chapitre, certaines stratégies populaires des deux catégories sont

présentées.

1.3.3.1 Stratégies fixes

Dans ce mode de régulation, tous les parametres sont déterminés et réglés a partir de
données recueillies avant I’installation. Le r6le principal des plans de feux fixes est de
mettre en marche cycliquement une série de phases pendant des durées données. Cette
série de phases doit permettre de mieux répondre a la demande moyenne de la capacité
estimée du carrefour. Pour calculer le plan de feux, il est nécessaire de définir la notion
de phasage. Cette notion est définie comme étant I’ensemble des phases utilisées pour la
commande de I’intersection. Une fois le phasage est déterminé, le calcul du plan de feux
consiste en la détermination des trois parametres suivants :

— la durée du cycle;

— la répartition des verts : la durée du vert attribuée a chaque feu au cours du cycle;

— les décalages entre les débuts des cycles dans le cas de plusieurs carrefours a co-

ordonner.
Les commutations des feux de signalisation sont constantes d’un cycle a un autre. Ainsi,
on retrouve a chaque cycle la méme longueur et la méme durée des phases. Nous trouvons
dans ce mode de régulation les systemes a base de plans de feux fixes.

Il est & noter que les plans de feux fixes ne sont pas fixés pour toutes les périodes
d’une journée ou pour tous les jours. Un choix doit étre effectué entre les différents plans
disponibles au poste de commande selon la situation du trafic. Un opérateur peut réa-
liser ce choix manuellement; c’est généralement le cas lorsqu’il détecte un événement

exceptionnel nécessitant une gestion adaptée du réseau.
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Nous présentons dans ce qui suit les systemes de type fixe les plus utilisés dans les

grandes villes mondiales :

Méthode de Webster : A partir d’analyses en simulation et de campagnes de mesures
sur le terrain, [26] a donné le temps perdu moyen des véhicules dans la voie ¢ pendant

leur traversée du carrefour sous la forme suivante :

c(1 — 2)2 (yi2)? c C o5
R; = T+ S — 0.65(—)" P (yi— ) (1.5)
20 —wi)  26(1 — i) (q?> ( gi)

ou c est la durée du cycle, g;, y; et g; sont le temps vert, la charge et le débit d’arrivée de la
voie ¢ respectivement. De cette expression, Webster déduit alors la durée du cycle comme
suit :

c= % (1.6)
ou T}, est la somme des temps perdus entre les phases, Y est la charge globale du carrefour.
Cette formule reste la formule de référence jusqu’a aujourd’hui. Elle est communément

nommeée durée de cycle optimale.

MAXBAND : En combinant la méthode de Webster et une formule proposée par Mor-
gan [27] et Little [28] pour maximiser la bande passante, Little dans [1] a publié une stra-
tégie nommée MAXBAND. Elle considere une artere a deux voies avec n intersections et
spécifie les décalages afin de maximiser le nombre de véhicules qui peuvent voyager avec
une vitesse donnée sans s’arréter. L'inconvénient majeur de MAXBAND est que cette

stratégie ne s’applique qu’aux situations sous-saturées.

TRANSYT : C’est I'un des logiciels les plus connus et utilisés qui permettent de pré-
parer les plans de feux fixes. Initialement développé par Transport Research Laboratory
[29], TRANSYT est un programme qui permet de fournir un plan optimal du point de vue
des durées des feux verts et de leurs décalages. Il sert souvent de stratégie de référence
pour évaluer la qualité de la commande des feux dans un réseau urbain. Durant la der-
niere décennie, TRANSYT a été substantiellement étendu et amélioré en de nombreuses
versions. En particulier, TRANSYT-7F développé et maintenu par 1’ University of Florida
est I’'une des versions les plus importantes, qui s’appelle aussi la version des Etats-Unis
[30].

TRANSYT utilise un modele déterministe de trafic tenant compte du phénomene de

dispersion des pelotons de véhicules, et minimise un critere qui est en fonction du temps
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FIGURE 1.7 — Bande passante maximale d’une artere [1]

moyen perdu des véhicules et du nombre moyen d’arrét (TRANSYT-7F utilise un algo-

rithme génétique).

1.3.3.2 Stratégies adaptatives

Dans ce mode de régulation, la recherche actuelle s’est orientée vers la réalisation des
systemes de régulation qui tiennent compte de 1’évolution du trafic au cours du temps et
qui réagissent en temps réel. Selon [31], un systeme de contrdle en temps réel du trafic
doit répondre aux exigences suivantes :

— la stratégie doit répondre réellement a la demande actuelle et non pas a une de-

mande prédite ou historique.

— la stratégie ne doit pas étre réduite a intervenir sur des périodes de contrdle fixées

arbitrairement.
Cette analyse est rendue possible grace aux différents capteurs mis en place : des boucles
noyées dans la chaussée, radar etc. La mise en service d’une régulation aux feux d’un
réseau répond le plus souvent aux objectifs suivants : rendre crédible la signalisation
tricolore, assurer le confort de ’'usager en minimisant son temps d’attente, diminuer le
nombre d’arréts de véhicules et surtout minimiser la longueur des files d’attente.

Du fait de la nécessité de coordination des différents carrefours, la commande en
temps réel d’un réseau d’intersections est un probleme bien complexe. Les premiers sys-

temes de commande en boucle fermée d’un réseau sont apparus au début des années 60
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et sont directement dérivés des méthodes fixes. Dans ces systemes, une bibliotheque de
plans des feux est calculée hors ligne et appliquée ensuite, non plus sur la base de la
période de la journée, mais en fonction des débits et taux d’occupation mesurés par des
capteurs. Leur probleme majeur est lié au vieillissement des plans. Ils doivent remettre a
jour la bibliotheque de maniere a contenir des plans correspondants au mieux aux condi-
tions réelles.

Plus tard, on a vu ensuite apparaitre une seconde génération de systemes de commande
qui cherchent a recalculer, en ligne et a partir des informations collectées sur le réseau,
tous les parametres des feux de signalisation. C’est dans cet esprit que plusieurs types de

systemes ont été élaborés pour ce mode de régulation. Les plus connus sont :

SCATS : Sydney Coordinated Adaptative Traffic system : Ce systeme a été déve-
loppé dans les années 70s [32]. Il est mis en place dans plusieurs villes en Australie. En
1995, plus de 2500 carrefours de Sydney étaient commandés par SCATS. Le role essentiel
de ce systeme est la reconstitution en temps réel des plans de feux fixes disponibles dans
une base de données. Il comporte une architecture hiérarchisée en trois niveaux :

— Les contrdleurs de carrefours ont pour objectif de mettre en forme les signaux issus
des boucles électromagnétiques placées en ligne de feu pour les communiquer a
I’ordinateur régional dont ils dépendent.

— Les postes régionaux sont chargés de recalculer périodiquement, a partir des me-
sures transmises par les contrdleurs de carrefours, le plan de feux a appliquer.

— Le poste central de surveillance a pour but la visualisation en temps réel de 1’état
du systeme ainsi que des éventuels problemes détectés.

L’inconvénient majeur est que SCATS utilise des algorithmes de choix de stratégies

parmi une série de plans pré-calculés et non une procédure réelle d’optimisation de la

commande basée sur I’emploi d’'un modele de trafic.

SCOOT : Split Cycle and Offset Optimisation Technique : Ce systeme a été déve-
loppé en 1981 par le Traffic and Road Research Laboratory TRRL en Grande Bretagne.
Ce systeme se base initialement sur un plan de feux fixes issu du systtme TRANSYT
avec un algorithme d’optimisation fourni pour I’application en ligne [33, 34, 35].

Le principe général de SCOOT est d’ajuster par petits incréments successifs les para-
metres des plans de feux de maniere a répondre au mieux a la situation de trafic actuelle.
Le réseau de carrefours commandé par SCOQOT est subdivisé en plusieurs zones. Les

carrefours d’une méme zone operent avec la méme durée de cycle. Cette méthode ne né-
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cessite qu’un capteur par voie pour mesurer le débit et I’occupation de la boucle. A partir
de I’enregistrement du profil de la demande, et grace au modele de TRANSYT, SCOOT
prédit 1I’évolution de la longueur de file d’attente. Un critere est alors créé pour 1’optimi-
sation a partir de la somme des valeurs moyennes des files d’attente ainsi que le nombre
total d’arréts de la région régulée.

L’ optimisation de SCOOT considere trois types de réglages :

— Répartition des temps verts : Au niveau de chaque carrefour, cette méthode dé-
cide, peu avant le changement de phase, si la durée de ce changement doit étre
maintenue, avancée ou reculée, afin de minimiser le degré de saturation des tron-
cons entrants.

— Décalages : Une fois par cycle et pour chaque carrefour, les décalages entre car-
refours sont 1égerement modifiés pour améliorer la somme des performances des
carrefours adjacents.

— Durée de cycle : Périodiquement et pour certains cycles, SCOOT modifie la durée
du cycle de quelques secondes, afin que le degré de saturation du chainon le plus
chargé se rapproche de 90%.

SCOOT conduit a une réduction de 12% du temps moyen perdu par rapport a une
méthode basée sur des changements de plans de feux fixes [36]. Cependant, a cause du
manque de coordination entre les différentes zones gérées par SCOOT, il s’avere souvent
difficile de partager un réseau en différentes zones. De plus, les performances de SCOOT

se détériorent en situations saturées.

OPAC : Optimization Policies for Adaptative Control : OPAC a été développé par
[37]. 1l s’agit d’une stratégie de commande des feux en temps réel adaptée a la demande
en utilisant I’optimisation par la programmation dynamique (DP). OPAC utilise un niveau
de controle locale pour minimiser le délai total de chaque intersection et ensuite une
synchronisation pour le réseau global.

Bien qu’OPAC fonctionne acycliquement dans le niveau local, il utilise des cycles
virtuels pour maintenir la synchronisation du réseau au niveau global. La longueur du
cycle virtuel varie selon les besoins d’une intersection ou d’une majorité des intersections.

I1 faut noter que OPAC souftre d’une exigence informatique énorme. La mise en ceuvre
en temps réel de la stratégie OPAC est toujours limitée aux intersections isolées en raison

de la complexité de calcul pour un réseau.
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Régulation ''stocker-et-transférer" : Le principe "stocker-et-transférer" ("store and
forward" en anglais) a été initialement proposé par Gazis et Potts [38] en 1963. Récem-
ment, ce principe est apparu séduisant car il permet de réguler un réseau d’intersections a
I’échelle d’une ville. L’idé€e principale est d’introduire une simplification du modele qui
permet la description mathématique du processus de flux de trafic avec I’utilisation de
variables discretes. Cette derniere est d’une importance capitale, car elle ouvre la voie a
I’application des méthodes d’optimisation et de controle tres efficaces (tels que la pro-
grammation linéaire, la programmation quadratique, etc) avec une complexité polyno-
miale, ce qui, a son tour, permet la régulation coordonnée du réseau a grande échelle en
temps réel, méme dans les situations saturées.

Selon le fonctionnement réel des flux de trafic et des feux de signalisation, le flux
quittant une voie est positif seulement si cette voie a le feu vert, ce qui signifie que le
flux présente des interruptions dans un cycle. Le modele "stocker-et-transférer" ignore
ces interruptions et considere le flux comme un processus continu (voir Figure 1.8). Ceci
revient théoriquement a supposer que :

n="9s (1.7)

c
ou s est le débit de saturation, g est le temps vert, c est le cycle, 1 est le débit moyen. Les
conséquences de la simplification sont [39] :
— la discrétisation temporelle ne peut pas étre inférieure a la durée d’un cycle, ce qui
limite I’observation de phénomenes locaux ;
— les oscillations des files d’attente en fonction des changements de phases ne peuvent
pas étre décrites dans ce modele ;

— larégulation dans cet approche ne peut pas controler les décalages entre carrefours

adjacents.
Débit
Flux réel
s /
Flux moyen
/] | & __.
t
9 c

FIGURE 1.8 — Simplification du modele "stocker-et-transférer"
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Grace a cette simplification, quelques stratégies ont ét€¢ développées ces dernieres
années [40, 41]. En particulier, TUC (Traffic-responsive Urban Control), initialement dé-
veloppé pour le projet TABASCO d’European Telematics Applications [9], a été appliqué
en Angleterre, en Grece et en Allemagne [42] donnant des résultats satisfaisants quand le
trafic est fluide.

D’autre part, de nombreux travaux traitant le probleme des perturbations basés sur
le modele "stocker-et-transférer" ont été réalisés [41, 43, 44]. Dans le premier travail, les
auteurs ont tenté de concevoir une stratégie de contrdle basée sur la théorie de controle op-
timal quadratique afin de réduire le risque d’embouteillage. Dans le deuxieéme, une com-
mande par retour d’état a été établie pour empécher la congestion dans le réseau. L’ objec-
tif du troisieme article était de développer un algorithme d’optimisation pour déterminer
une combinaison des temps des feux verts minimisant le risque de congestion. Cepen-
dant, I’inconvénient principal de tous ces travaux est la manicre de considération des per-
turbations. En effet, dans les deux premiers articles, les perturbations ont été supposées
constantes [41] ou bornées [43]. Dans le troisieme, elles ont été considérées comme des
incertitudes et la théorie minimax a été appliquée. En effet, 1’objectif était de minimiser
les temps des feux verts en tenant compte la valeur maximale des incertitudes. Cependant,
cette hypothese limite 1’espace de recherche réel et, par suite, la possibilité de trouver une

solution.

Régulation par des algorithmes d’optimisation : Plusieurs algorithmes d’optimisa-
tion ont été utilisés afin d’établir un plan pour les feux de circulation permettant de mi-
nimiser les temps d’attente des véhicules dans les voies. Nous pouvons citer par exemple
les algorithmes génétiques [45, 46] et I’optimisation des colonies de fourmis [47, 48].
Cependant, ces approches ont rencontré quelques difficultés, notamment la faisabilité en

temps réel.

Régulation via la thermodynamique : L’utilisation de la thermodynamique statistique
pour traiter les systemes non physiques a attiré 1’attention depuis longtemps (publications
[49] et [50]). Dans ces deux articles, les auteurs ont tenté de maximiser 1’entropie de
Shannon pour atteindre 1’équilibre dans le réseau de communication [49] ou dans le ré-
seau de transport [50]. En outre, les grandeurs thermodynamiques ont étés formulés pour
décrire 1’état du réseau de transport pendant la période de congestion [51] ou bien pour

modéliser certains parametres tels que les flux de trafic et les vitesses de véhicules [52].
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Cependant, dans tous ces articles, la notion de contrdle des feux de circulation n’a pas été
introduite.

Plus tard, certains travaux ont établi une analogie entre les systemes de transport et
les systemes thermodynamiques [53, 43]. En effet, la notion de I’entropie a été intro-
duite comme indice de désordre dans les systemes de transport. Par contre, I’efficacité de
I’entropie thermodynamique dans le domaine de transport n’a pas été prouvée dans ces

fravaux.

1.4 Conclusion et objectifs de la these

Les systemes de transport sont des systemes complexes en raison non seulement
du nombre élevé d’acteurs qui y participent, mais aussi a cause de leurs structures tres
maillées sur lesquelles il se déroule le trafic. Compte tenu de cette complexité, il n’existe
pas de méthode parfaite pour contrdler le flux dans une intersection routiere. L’adéquation
d’une méthode est tres liée au condition du trafic (fluide, dense et saturé etc...). Les re-
cherches qui ont ét€ menées sur la régulation du trafic ont permis de développer plusieurs
stratégies de régulations. Toutefois, la plupart d’entre elles sont destinées, de maniere ex-
clusive, aux méthodes d’optimisation en ligne pour minimiser un critere formulé a partir
d’un comportement idéal souhaité. La minimisation du critere permet de déterminer la
commande a appliquer pour mieux réaliser les objectifs de la commande. Cependant, et
indépendamment d’une quelconque comparaison, ces travaux souffrent de trois inconvé-
nients majeurs suivants :

— La faisabilité en temps réel de la commande.

— La robustesse vis-a-vis des perturbations qui sont inhérentes aux systemes de

transport.

— La non prise en compte des changements brusques des flux.

Ce constat milite donc pour une résolution des problemes de régulation des carrefours,

faisant d’avantage appel a des méthodes nouvelles.

Objectifs de la thése : Dans le cadre de notre travail, nous nous intéressons essentielle-
ment a un travail en amont permettant d’éviter la congestion en forcant les files d’attente
a ne pas dépasser le niveau de trafic correspondant a 1’optimum opérationnel des lignes.
Pour ce faire, trois approches sont utilisées, la théorie des systémes dissipatifs, la stabili-

sation au sens du Lyapunov et la stabilisation en temps fini.
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L’idée qui a guidé notre choix a été d’appliquer des techniques et des formulations
qui ont prouvé une efficacité certaine dans des applications industrielles. Elles mettent en
jeu des grandeurs et des caractéristiques concretes qui s’interpretent clairement comme
une interconnexion entre le systeéme et son environnement. En outre, elles se conforment
le plus aux objectifs fixés pour notre investigation, a savoir, I’obtention des commandes
pour la régulation du réseau des carrefours permettant :

— la faisabilité en temps réel;

— une flexibilité dans son utilisation;

— une prise en compte des perturbations instantanées affectant le systeme.



CHAPITRE 2

COMMANDE DISSIPATIVE DES
RESEAUX DE TRANSPORT

2.1 Introduction

L’ objectif principal de développer une commande pour un systeme de transport est
de maintenir un trafic plus fluide afin d’éviter I’embouteillage et d’assurer une bonne
qualité de service pour les usagers du réseau de transport. Dans cette optique, les feux de
signalisation sont considérés comme 1’outil le plus important pour régler ces réseaux.

L’idée fondamentale de I’approche proposée dans ce chapitre est de faire le lien entre
la théorie des systemes dissipatifs issue de la thermodynamique et les systeémes des carre-
fours signalisés. En effet, le flux de véhicules peut étre vu comme étant 1’énergie fournie
aux carrefours. Les feux peuvent alors étre considérés comme des vannes dissipant cette
énergie sur un réseau.

Dans le cas des carrefours congestionnés, ce concept se traduit par le fait que 1’énergie
stockée (nombre de véhicules dans les voies) est beaucoup plus importante que 1’énergie
dissipée (véhicules sortants). Ce constat est la raison derriere le recours a des commandes
permettant de dissiper cette énergie stockée. C’est précisément la ou se situe 1’intérét
d’utiliser la théorie des systemes dissipatifs. En effet, cette théorie offre des outils qui
permettent de moduler par rétro-action I’énergie physique de facon a ce que cette éner-
gie soit utilisable comme fonction de Lyapunov a des fins de commande et de stabilisa-

tion. Ces développements ont conduit a une stratégie intitulée commande dissipative qui
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consiste a trouver un contrdleur transformant un systeme non-dissipatif, comme dans le
cas des carrefours congestionnés, en un systeme dissipatif. De cette maniere, le systeme
sera mieux organisé.

Cependant, le réseau de transport est soumis souvent a des incertitudes et des contraintes
sur les variables de commande et de I’état du modele considéré. De ce fait, la commande
dissipative pour les systemes de transport doit prendre en compte ces contraintes ainsi que
ces incertitudes.

Notre contribution dans ce chapitre consiste a proposer une commande dissipative
améliorant celle proposée dans le travail de Zhou [54]. En effet, la formulation de la
fonction d’approvisionnement dans le travail de Zhou est incompléete car les flux sortants
du systeme vers I’extérieur n’ont pas été pris en compte. Cependant, puisque la fonction
d’approvisionnement relie le systeme et I’extérieur, alors les flux sortants doivent étre pris
en compte. Cette considération rend le systeme plus complexe et plus proche de la réalité.

Dans un premier temps, nous rappelons quelques définitions et résultats utiles dont
nous aurons besoin dans notre travail. Ensuite, nous modélisons le réseau de transport
sous forme d’un systeme discret linéaire en utilisant I’approche "stocker-et-transférer".
Une fois le réseau modélisé, nous présentons I’analogie entre les systémes de transport et
les systemes thermodynamiques en se focalisant sur la notion d’entropie. Nous définissons
ensuite le probléme et nous appliquons la commande dissipative tout en prenant en compte
les incertitudes et les contraintes du modele. Enfin, un exemple est élaboré pour évaluer

les performances de la commande proposée.

2.2 Rappels mathématiques et résultats préliminaires

Sur les vecteurs et les opérateurs positifs

Considérons deux vecteurs x et y de R", alors :
—zrz>yeVie{l,-- nhx; >y
—zx>yeVie{l,--- ,n}x; >y
Il est clair que : x > y = = > y. Ainsi, nous pouvons définir les vecteurs comme suit :
— x est non-négatif, i.e., x > 0
— x est positif, i.e., z > 0
Considérons maintenant deux matrices A et B € R™*" :
— A> B & VY(i,]),a;; > by
— A> B & VY(i,]),ai; > by
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Ainsi, nous pouvons dire :

— A est non-négative, i.e., A > 0

— A est positif, i.e., A > 0
Il est évidentque: A > 0= A > 0.

Rappelons que 1’espace vectoriel R” muni de la relation d’ordre partiel > est un es-
pace de Riesz [55], ¢’est-a-dire pour tout couple (x,y) d’éléments de R™, il existe :

— sup(z,y) : le plus petit des majorants de {z, y}

— inf(z,y) : le plus grand des minorants de {z, y}

Définissons maintenant pour tout z € R" :

" = sup(z,0); r~ =sup(—=x,0) = (—z)* = —inf(z,0)
Il est clair que pour tout z € R, x* > Oetx™ > Oet:

r=x" —a; lz| =2 + 2~ (2.1)
De plus, nous avons pour tout z,y € R" :
sup(z,y) =z +sup(y —z,0) =z + (y —2)" = %[m—ky—k |z — yl]

x +y =sup(x,y) +inf(x,y) (relation de Dedekind)

Lemme 2.1 Soient x € R" et u,v € R} tels que :

r=Uu-—v

Nous avons alors :

T < u, x <w
Autrement dit, la décomposition de x en x* — x~ est minimale.

Preuve: Nous avons :

7 = (u—v)t =sup(u —v,0) =sup(u,v) — v
Donc, si u > v, il vient :
2t =u—v<wu, caru,v>0
etsiu < w, alors:
t=v—v=0<u

D’autre part, afin de montrer que 2~ < v, il suffit de remarquer que :

r~ = (u—wv) =—inf(u—v,0) =sup(v —u,0) = sup(u,v) —u

et d’appliquer le raisonnement précédent. [ |
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De la méme maniere, pour toute matrice A € R™*™ nous définissons :

AT = (A7); ou  Af =sup(A;,0)

v

AT = (4;); ou Az = —inf(4;,0)

Il est clair que :

AT >0, A >0; A=AT - A, |A| = AT + A” (2.2)
En se basant sur le lemme 2.1, nous pouvons établir le lemme suivant :
Lemme 2.2 Soient x € R™ et A € R™ " alors :

(Ax)T < Atat + A 27y (Az)” < ATa + A 2" (2.3)
Preuve: Remarquons que :
Ar = (AT — A7)zt —a7 )= (ATa" + A 27) — (AT + A a™)

Posons :
u=A 2t + A2, v=ATx  +A 2t

Ainsi, I’application du lemme 2.1 donne immédiatement le résultat. |

Sur Pinclusion des polyedres
Soient les deux matrices () € R9*" et P € RP*". Définissons les ensembles suivants :

@:{xER”\ ng)\}
P:{xER”\ ngﬁ}

Théoreme 2.1 (Hennet [56]) Une condition nécessaire et suffisante pour que QQ C P est

qu’il existe une matrice K € RP*9 telle que :

Ki;>0;, Yi=1l---p, j=1---q
KQ=P
KA<pB
Le théoreme 2.1 donne une condition nécessaire et suffisante du probleme suivant : les

solutions du systeme des inégalités ()= < )\ sont aussi solutions du polyedre non vide

défini par le systeme des inégalités Px < 5.
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Sur les Inégalités Matricielles Linéaires (LMI)

Selon [57], Une inégalité matricielle linéaire (LMI) est une relation de type :
F(z) £ Fo+ ) a;F; =0 (2.4)
i=1
ou x € R™ et les matrices symétriques F; = ET e R ¢ = 0,---,m, sont
données. Le signe d’inégalité >~ signifie que F'(x) est définie-positive. Les LMI non-

strictes peuvent également étre définies comme suit :
F(z) =0

Une LMI représente une grande variété de contraintes convexes sur x car les inégalités
linéaires, quadratiques et des normes matricielles peuvent toutes €tre exprimées sous la
forme d’une LML

En particulier, les inégalités non linéaires mais convexes sont représentées sous forme

LMI, en utilisant le lemme du complément de Schur suivant (voir [57]) :
Lemme 2.3 Soit S une matrice sous la forme suivante :
A BT
S —
B C
et C est inversible. Ensuite S > 0 si et seulement si C' = 0and A — BTC~'B > 0.

Une propriété remarquable des LMIs est la possibilité de regrouper plusieurs LMIs F'(x) =
0,---, F9x) = 0 en une seule LMI bloc-diagonale :

Fi(x)
Cette propriété découle du fait que les valeurs propres d’une matrice diagonale par bloc

sont constituées par les valeurs propres des matrices sur la diagonale.

Sur Pinvariance positive
Soit le systeme discret comme suit :
z(k+1) = f(z(k), =z(ko) = o, (2.5)

ot z(k) € R™ est le vecteur d’état du systeme a 'instant & € N, &, est I’instant initial et

T est 1’état initial.
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Définition 2.1 Soit S € R"™. S est dit positivement invariant par rapport a la solution du

systeme (2.5) si et seulement si :
xo€ S = f(x(k)) €S
pour tout (kg, k) € N x N. >

Un ensemble invariant piege donc les trajectoires : si une trajectoire commence dans .S,
elle reste dans .S pour tout £ € N. Pour les systemes dynamiques, une trajectoire est un
ensemble invariant, c’est I’exemple le plus simple d’un tel ensemble.

Sur ce, nous terminons les rappels et notations mathématiques pour passer a la modé-

lisation du systeme.

2.3 Modeéle stocker-et-transférer

Dans un systeme de transport, les rues de circulation connectées forment un réseau
pour les véhicules qui peuvent I’ utiliser pour se déplacer. De plus, les intersections dans un
réseau sont composées des rues connectées et des zones de croisement [39]. Par exemple,

les figures 2.1(a) et 2.1(b) illustrent deux types d’intersections qui relient 4 et 3 rues

respectivement.
i I
T T T Z
i ]
(a) Quatre rues (b) Trois rues

FIGURE 2.1 — Exemples de deux types d’intersections

En outre, une rue peut étre séparée en plusieurs voies de circulation en fonction de la
direction des véhicules. Par exemple, les 4 rues de I’intersection illustrées dans la figure
2.1(a) sont divisées en deux voies. D’autre part, dans la figure 2.1(b), toutes les rues
se composent de trois voies. En effet, elles sont divisées par rapport a la direction des

véhicules. D’autre part, une rue peut avoir plus d’un feu de circulation, mais une voie ne
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peut avoir qu’un seul. Par conséquent, les voies de circulation sont plus appropriées pour
étre considérées comme les zones des unités de trafic plutdt que les rues.

Considérons maintenant le réseau d’intersection représenté dans la figure 2.2. Il com-
prend n voies de circulation, n > 0. Soit x; le nombre de véhicules dans chaque voie

i.

FIGURE 2.2 — Les flux de trafic liés a la voie ¢

En utilisant le modele "stocker-et-transférer" ou les voies sont considérées comme des
réservoirs respectant la loi de conservation de véhicules, le changement de x; est donné

par I’équation suivante (voir [38] et [58]) :

zi(k 4+ 1) = z3(k) + L;(k) + (k) — di(k) (2.6)

avec r; désigne le nombre d’entrée de véhicules de I’extérieur dans la voie ¢, d; est le
nombre de sortie de véhicules de la voie ¢ vers 1’extérieur et [; est la somme de tous les

échanges de véhicules entre la voie : et les voies j, ce qui signifie :

n

(k) = D (01(k) = 07(k)) 2.7)
=15
ou o;; (vésp, 0;,), j #14,4,j € {1,--- ,n}, représente les flux de véhicules entrants dans
la voie 7 (résp, j) depuis les voies j (résp, 7). Il est important de noter que seuls les termes
correspondant aux liens entre les voies du réseau sont rendus explicites dans I’équation
(2.7). Autrement dit, tous les o, ; pour les liens inexistants n’apparaissent pas dans les
équations.
Ainsi, le systeme de transport peut se modéliser sous forme vectorielle par 1’équation
suivante :
x(k+1)=x(k)+ (k) +r(k)—d(k), VkeN (2.8)

Ol\lx: [.1:1,"' 7xn]—r’l: [lla"' 7ln]T’T: [Th”' 7Tn]Tetd: [dla"' 7dn]T-
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2.4 Introduction au systeme thermodynamique

La thermodynamique est une branche de la physique qui étudie la science des échanges
d’énergie entre les systemes, ou entre les systemes et le milieu extérieur, lors de transfor-
mations de la matiere. Ses applications sont nombreuses car 1’énergie est un concept qui
s’applique dans tous les domaines. Nous 1’utilisons autant en physique qu’en chimie ou
en biologie, en s’appuyant notamment sur des outils mathématiques. Elle nous permet de
comprendre et de prévoir les variations d’énergie entre différents systémes en interaction
grace a des principes fondamentaux.

La représentation mathématique des systemes thermodynamiques a été€ largement dé-
veloppée par de nombreuses approches. En 2005 Haddad [59] a proposé une représen-
tation discreéte basée sur les systemes compartimentaux . C’est ce modele que nous pro-
posons d’exploiter par la suite afin d’introduire la démarche thermodynamique présentée
dans ce chapitre.

Dans cette optique, considérons le systeme thermodynamique représenté dans la figure
2.3. Ce systeme comprend 7 sous-systemes, chacun étant un compartiment du modele, et

un systeme d’arcs orientés reliant les compartiments.

FIGURE 2.3 — Systeme thermodynamique

Soient E; I’énergie stockée dans le sous-systeme V;, i € {1,--- ,n}et Ef > 0sa

capacité thermique. Alors la température du compartiment W, est donnée par :

T, = E;/E:, i€{l,---,n} (2.9)
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Dans les systemes thermodynamiques, il y a des échanges ou transferts d’énergie entre
les sous-systemes. Ils peuvent se faire soit par des transports physiques d’une localisation
a I’autre, soit par des réactions chimiques. Les échanges d’énergie entre les sous-systemes
sont symbolisées par of;, i # j (résp, 0%;) qui représente le flux d’énergie entrant a
I’instant k£ dans le compartiment ¢ (résp, j) depuis le compartiment j (résp, ¢). Par ailleurs,
des arcs d’entrée et de sortie supplémentaires représentent les interactions du réseau avec
son environnement : soit des flux d’entrée notés ¢ injectés de 1’extérieur dans le sous-
systeme i, soit des flux de sortie df soutirés du sous-systeme 7 vers 1’extérieur.

Un systeme thermodynamique est généralement caractérisé par des équations ma-
thématiques qui décrivent 1’évolution au cours du temps des variables d’état du modele
que sont les énergie stockées dans chaque sous-systeme. L’écriture de ces équations re-
pose sur le principe de conservation de la masse. Appliqué au sous-systeme 7 a 1’ins-
tant k, ce principe traduit le fait que pendant I'intervalle de temps [k, k& + 1] la variation
AE;(k) = E;(k+ 1) — E;(k) de la quantité d’énergie présente dans le sous-systeme 7 est
égale a la différence entre les sommes des flux entrants et sortants.

Plus précisément, si nous considérons le 7-eme sous-systeme V¥,;, I’équation régissant

son évolution au cours du temps s’écrit de la maniere suivante :

n
AE(k) = E(k+1)-E(k) = (a;j(k)—a;,i(k))+rf(k)—d§(k;), keN (2.10)
j=1,j#i
Notons tout de suite que dans cette équation, seuls sont explicités les termes correspondant
a des liens effectifs du systtme. En d’autres termes, les o7 ;, r{ et d correspondant a des
liens inexistants n’apparaissent pas dans les équations.
Si nous considérons maintenant les n sous-systemes, I’équation (2.10) peut s’écrire

sous la forme matricielle suivante :

E(k+1)=E(k)+(°(k) +r°(k) — d°(k) (2.11)
ou E(k) = [Ei(k), -, E,.(k)]" est le vecteur d’état du systeme 2 Uinstant k, r¢ =
[r¢, -+, r¢]T est le vecteur des flux d’entrée, d° = [dS, - - - ,d°]" est le vecteur des flux de
sortie et [ = [I¢, -+ ,1¢]T représente tous les échanges d’énergie entre les sous-systeme,
c’est a dire : .

f= Y (of,—0%),ie{l,--- ,n} (2.12)
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2.4.1 Formulation de I’entropie

Pour formuler I’entropie, Haddad [59] a présenté la version discrete suivante de 1’in-
égalité de Clausius pour le systeme (2.11)

Y(E(k+1)) = G(B(k) + ) %

=1

,Vk e N (2.13)

ol ¢(E) estI’entropie du systeme thermodynamique, 7 (k+1) est la température absolue
du i-eme sous-systéme a I'instant k£ + 1 et Q);(k) est I’énergie échangée par le i-eme sous-

systeme avec le milieu extérieur :
Qi(k) = ré(k) — do(k), ie{l,--- ,n}

En se basant sur cette inégalité, Haddad a formulé I’entropie du systéme comme suit :

Y(E) 2 E*"In(re + P.E) — ' E*InT (2.14)
ouln(z) = [In(xy, -+ ,In(z,]*, B* = [E}, -+, BT, e=[1,1--- ,1]7, 7 est un scalaire
positif tel que T* = 7+ T;, 1 € {1,--- ,n}, T; est la température du systetme donnée par

I’équation (2.9) et P, est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont 1/FE.

Remarque 2.1 Pour un systéme isolé, i.,e, Q;(k) = 0,Vi € {1,--- ,n}, 'inégalité (2.13)
montre que Y (E(k+1)) > ¢ (E(k)). Ceci montre que I’entropie définie par (2.14) est une
fonction croissante pour un systeme isolé. Ce qui traduit exactement le deuxieéme principe
de la thermodynamique (I’entropie d’un systéme isolé ne peut pas diminuer). Néanmoins,
la diminution d’entropie d’un systeme non isolé est possible si I’augmentation de I’entro-
pie du milieu extérieur fait plus que compenser la diminution d’entropie de ce systeme.
Le bilan entropique reste alors conforme a la deuxieme loi de la thermodynamique et se
traduit par une augmentation globale de 1’entropie, assimilée a une création d’entropie qui

est donc la caractéristique de toutes les transformations réelles. >

2.4.2 Formulation de la disentropie

La disentropie a la caractéristique précise d’entrainer un systeéme en désordre vers
un niveau d’auto-organisation. Pour formuler cette fonction, Haddad a présenté dans un

premier temps 1’inégalité inverse de Clausius suivante :

Sk + 1)) — o(E(HR) < S Quk)Ti(k + 1), vk € N @.15)
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ou ¢(E) est la disentropie du systeme thermodynamique, ();(k) est I’énergie échangée
par le i-¢me sous-systéme avec le milieu extérieur et 7;(k + 1) est la température absolue
du 7-eme sous-systeme a I’instant k£ 4 1. Ainsi, en se basant sur cette inégalité, Haddad a
formulé la disentropie du systeme comme suit :

P(E) = %ETPGE (2.16)

Remarque 2.2 Pour un systéme isolé, i.,e, Q;(k) = 0,Vi € {1,--- ,n}, 'inégalité (2.15)
montre que ¢(E(k + 1)) < ¢(F(k)). Ceci montre que la disentropie est une fonction
décroissante pour un systeme isolé. Par conséquent, I’entropie augmente si et seulement
si la disentropie diminue. Ceci montre la dualité entre 1’entropie (mesure du désordre) et

la disentropie (mesure de 1’ordre). >

Dans la section suivante, nous allons voir comment des liens se tissent entre les sys-
temes de transport et les systemes thermodynamiques. Pour cela, plusieurs parametres et
principes thermodynamique vont trouver leurs paralleles dans le cadre des systemes de

transport.

2.5 Correspondances entre les systemes de transport et

les systemes thermodynamiques

Nous allons voir a présent comment les phénomenes observés en thermodynamique
s’apparentent avec ceux du trafic. En effet, chaque voie de circulation (troncon) peut
contenir une certaine quantité de véhicules. Ces derniers se déplacent entre les voies ou
quittent le tron¢on vers 1’extérieur. Ainsi, si nous effectuons une projection de la figure 2.2
sur la figure 2.3, nous pouvons considérer le tron¢con ¢ comme étant un compartiment dont
I’énergie stockée est représentée par le nombre des véhicules sur le trongon. Ainsi, les vé-
hicules sont équivalents a 1’énergie et les troncons a des compartiments dans le contexte
thermodynamique .

Ceci fait, nous allons voir dans la suite comment le concept de la température en ther-
modynamique peut étre introduit dans le contexte de transport. Pour ce faire, remarquons
d’abord que chaque trongon a une longueur fixe. Il s’ensuit que chaque troncon 7 admet
une certaine capacité x; a contenir les véhicules. Par conséquent, la capacité x; s’appa-
rente a la capacité thermique E. Ainsi, si nous définissons le taux d’occupation d’une

voie comme la proportion entre le nombre des véhicules sur le troncon et sa capacité,
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c’est a dire :
fi=2
=

PE
Z;

nous pouvons considérer le taux d’occupation de la voie comme étant la température

ie{l,---,n} (2.17)

T; = E;/E} dans le contexte thermodynamique. En résumé, le tableau 2.1 montre les
correspondances des concepts de base entre les systemes de transport et les systemes

thermodynamiques.

TABLE 2.1 — Correspondances des concepts de base

Thermodynamique Transport
Energie Véhicules
Sous-systeme Voie de circulation

Energie stockée dans les sous-systtmes Nombre de véhicules sur le trongon
Capacité thermique Capacité de la voie

Température Taux d’occupation

2.6 Entropie du transport

Le second principe de la thermodynamique est un principe d’évolution qui introduit
la notion d’irréversibilité des phénomenes physiques et la notion d’entropie. Il dit que
I’entropie d’un systeme isolé augmente, ou reste constante. Il est associé a I’'impossibilité
du passage du désordre a 1’ordre sans intervention extérieure.

Le second principe a une origine statistique : a la différence du premier principe, les
lois microscopiques qui gouvernent la matiere ne le contiennent qu’implicitement et de
maniere statistique. En revanche, il est assez indépendant des caractéristiques mémes de
ces lois, car il apparait également si nous supposons des lois simplistes a petite échelle.

Bien que les systemes thermodynamiques et les réseaux de transport peuvent Etre
similaires comme nous venons de le voir, le second principe de la thermodynamique n’est
pas applicable dans le contexte du transport. En effet, une des conséquences directe du
deuxieme principe de la thermodynamique est que lorsque deux corps dans 1’espace mis
en contact sont a des températures différentes, il y a systématiquement un transfert de
chaleur toujours vers le corps froid. Dans le contexte du transport, ce phénomene n’est
pas observable car la propagation des véhicules dans un réseau est déterminée par la
volonté des conducteurs et aucune regle n’existe pour obliger les véhicules de se déplacer

seulement des voies les plus chargées vers celles les moins chargées. Par conséquent, nous
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ne pouvons pas introduire le concept d’entropie dans le cadre du transport en fonction de
certains principes tel qu’il est défini dans le cadre de la thermodynamique. Néanmoins,
sur la base des similarités des concepts de base, tels que I’énergie et la température, nous
pouvons présenter 1’entropie de transport comme une mesure du désordre du systeme.

Pour ce faire, comparons tout d’abord les notions de 1’ordre et du désordre entre les
systemes thermodynamiques et les réseaux de transport. En effet, dans le contexte ther-
modynamique, un ordre élevé signifie une plus grande capacité de réaliser un travail,
ce qui se traduit par une grande différence de températures entre les sous-systemes. Par
exemple, dans un systeme thermodynamique composé de deux sous-systemes, si la plu-
part de I’énergie se concentre sur un seul sous-systeme pour générer un gradient de tem-
pérature, 1’énergie du sous-systeme le plus chaud aura le potentiel de se déplacer vers
celui le plus froid. Ainsi, la quantité d’énergie potentielle de la transmission est égale-
ment déterminée par la différence de température. Ce potentiel correspond a la capacité
du systeme d’effectuer un travail utile. Dans ce cas, le systéme est dans une organisation
élevée. D’autre part, si I’énergie est répartie uniformément dans ces deux sous-systemes
de sorte qu’ils partagent la méme température, il n’y aura pas de mouvements d’énergie
potentielle. Dans ce cas, le systeme est considéré comme étant mal organisé.

Par contre, pour les systemes de transport il en va autrement. En effet, une grande dif-
férence entre les taux d’occupation de deux voies de circulation correspond a un désordre
élevé. Autrement dit, si la plupart des véhicules se concentrent sur une seule voie, celle-
ci sera encombrée et par conséquent susceptible de provoquer une congestion. Dans ce
cas, le systeme de transport est considéré mal organisé. D’ autre part, si les véhicules
sont dispersés d’une maniere uniforme, le probleme de congestion disparait et le systeme
sera mieux organisé. En outre, ’apport d’énergie au systeme thermodynamique apporte
plus de capacité a faire un travail, ce qui augmente 1’ordre du systeme. Cependant, dans
le contexte du transport, I’entrée des véhicules par le milieu extérieur apporte plus de
chances de générer des congestions, ce qui diminue I’ordre du systeme. Pour un systéme
thermodynamique isolé sans apport d’énergie, le désordre (entropie) augmente jusqu’a ce
que le systeme atteigne 1’équilibre. Au contraire, si, 2 un moment donné, le systeme de
transport ne possede pas d’entrée de véhicules, le systeme dissipe les véhicules existants,
et par conséquent devient mieux organisé.

En résumé, les notions de 1’ordre et du désordre dans les deux systemes sont oppo-
sées. Ceci signifie que 1’ordre thermodynamique (mesuré par la disentropie) correspond

au désordre dans le contexte du transport. En d’autres termes, I’entropie du transport
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correspond a la disentropie thermodynamique. Ce qui nous permet d’écrire :
1

U(z) £ §xTP:):7 Entropie du transport (2.18)
o(x) £ 2*"In(re + Pz) — €'2*In7, Disentropie du transport (2.19)
ol P est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont 1 /x} etz* = [x%,--- , 27]".

2.6.1 Justification de ’entropie du transport

La formule de I’entropie du transport a été introduite principalement a partir des
considérations thermodynamiques, mais nous n’avons pas montré sa signification dans
le contexte du transport. Pour ce faire, la figure 2.4 montre le diagramme fondamental
liant le débit a la concentration. Ce diagramme est le plus couramment utilisé dans 1’ana-
lyse du transport. Il est déduit a partir d’'un modele pionnier en modélisation du trafic
routier. I s’agit du modele développé simultanément par [Lighthill et Whitham, 1955]
ainsi que [Richards, 1956], s’appuyant sur une analogie avec la dynamique des fluides.

Plus communément appelé le modele LWR.

e -
-

Vm
I

Flux de circulation

Densité de trafic

FIGURE 2.4 — Diagramme fondamental des flux de circulation

Nous constatons qu’il existe deux régimes différents :

— Lorsque le nombre de véhicules (concentration) est suffisamment faible sur la sec-
tion considérée, ces véhicules n’interagissent pas et chacun peut circuler a la vi-
tesse désirée, appelée vitesse libre (prise généralement égale a la vitesse maximale
moyenne v,,);

— En augmentant le nombre de véhicules dans la voie, les interactions deviennent

plus importantes et se refletent par une limitation du débit. Dans ce cas, les vitesses
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pratiquées diminuent. La vitesse de flot est donc une fonction décroissante de la
concentration ;

— Dans le cas extréme ou la voie est saturée et donc la concentration est maximale

Pm, 1a vitesse et le débit sont nuls;
A noter que ces observations conduisent la plupart du temps a considérer un diagramme
fondamental décomposé en deux parties distinctes, a savoir le régime fluide et le régime
congestionné. En outre, nous pouvons remarquer que le désordre du réseau est intime-
ment relié au nombre de véhicules sur les voies (plus le nombre de véhicules sur les
voies est grand plus le systeme est désordonné) puisque la vitesse du flot est une fonction
décroissante de la concentration.

Ceci fait, nous allons voir a présent comment 1’entropie (2.18) prend toute sa signifi-
cation dans le domaine du transport en la rattachant au nombre de véhicules sur les voies.
En effet, étant donnés deux états = (k;) et x(ks) du réseau avec k; < ko, la question fonda-
mentale est : que signifie mathématiquement qu’un état est plus désordonné que 1’autre ?

Commengons par un cas intuitive, a savoir z(ks) < z(kp) (c’est-a-dire, x;(ks) <
z;i(k1),7 = 1,--- ,n). Alors le nombre de véhicules de chaque voie diminue entre les
instants k; et ky. Ceci implique une diminution de la densité dans chaque voie et donc
une augmentation de la vitesse des véhicules, ce qui conduit a un ordre élevé du systeme.
Ainsi, dans ce cas nous avons ¥(x(ky)) = 27 (ko) Px(ks) < ¥(x(ky)) = 2T (ki) Px(ky)
car 0 < x(k2) < x(kp). Par conséquent, I’entropie peut étre considérée comme une
mesure de la tendance du systeme a perdre son désordre.

Dans le cas général, la réponse a la question peut étre donnée par la théorie de la ma-
jorisation qui a été introduite par Hardy, Littlewood et Polya [60]. C’est une formalisation
de la notion de la diversité dans les composantes des vecteurs. Au cours des dernieres
décennies, cette théorie a trouvé des applications dans plusieurs disciplines comme la sta-
tistique, la théorie des probabilités, I’économie, la génétique mathématique, la mécanique
quantique, I’algebre linéaire et la géométrie. Pour plus de détails, les lecteurs peuvent se
référer a I’excellent livre sur le sujet de Marshall [61] .

En mathématiques, nous désignons par majorisation un certain préordre sur les élé-
ments de 1’espace vectoriel R™. Pour un vecteur x = (x1,--- ,x,)7 € R", nous notons
at = (xp), -, 2p)’ le vecteur de R” qui a les mémes composantes, mais ordonnées en

ordre décroissant, c’est-a-dire :

T() 2= Tjg) =+ 2 Tfp)
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Cela signifie que zy;) est le plus grand €lément de z, xpy est le deuxieme plus grand

élément, etc.

Définition 2.2 Soient z et y deux vecteurs de R". Nous disons que x est faiblement ma-

joré par y et nous notons r < y si :

PITTED ST NN 220
1 1

c’est-a-dire,

Ty < Y

o)+ T < ypp + Y

D @ <)y
1 1

Si de plus >}z = .7 yp, alors nous disons que x est majoré par y et nous notons

Tz <y. »

Il est clair que si z < y, alors x est faiblement majoré par y. Ainsi, la définition 2.2

inclut le cas mentionné plus haut. En outre, il est clair que si x est un vecteur positif, alors
r=< (0 %,0,---,0).
Le concept de la majorisation fournit une procédure de calcul simple et évidente pour

la comparaison de deux vecteurs, mais il offre peu de lumiére sur le sens de 1’ordre. Une

approche plus pratique est donnée par les matrices dites doublement sous-stochastique.

Définition 2.3 Une matrice A € R™*" est dite doublement sous-stochastique si :

Aij; >0, ZAijSL ZAij§1
=1 i—1
Sideplus 3 7 | Ay = >, Ayj = 1, A est dite doublement stochastique. >

En utilisant les notions ci-dessus, une caractérisation de la notion de majorisation est

donnée dans le lemme suivant (voir [61], A.4 page 14) :

Lemme 2.4 Soient v € R et y € R} deux vecteurs positifs. Alors les trois conditions

suivantes sont équivalentes :

1. x est faiblement majoré par y
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2. il existe une matrice doublement sous-stochastique A telle que v = Ay

3. quelle que soit la fonction convexe croissante © définie dans R, nous avons

Z O(x) < Z O(y:)

Il vient immédiatement a partir de ce ce lemme que 1’ordre au sens de la majorisation
est maintenant clair. En effet, a partir du point 2 nous pouvons remarquer que chaque
composant z; est une combinaison linéaire de yy, - - - ,y,. Ceci implique que le vecteur
x est le résultat d’une moyennisation du vecteur y a 1’aide de poids dont la somme est
inférieure a I’unité. En d’autre termes, x est le résultat de la diminution des écarts entre les
composantes de y. Cela signifie que toutes les composantes z; sont beaucoup plus proches
que les y;. Par conséquent, les composantes de x sont plus uniformément distribuées que
celles de y.

Le point 3 identifit la classe des fonctions compatibles avec 1’ordre au sens de la
majorisation. Cela signifie que si = est faiblement majoré par vy, alors 1’inégalité associée
a y sera plus grande que 1’inégalité associée a = par une classe de fonctions d’évaluation
0. Il s’agit de 1la mesure du degré d’inégalité d’une distribution.

Ceci fait, nous allons montrer maintenant que le concept de la majorisation et I’entro-
pie ¥ (x) sont intimement liés, en ce sens que les deux offrent des approches au probleme
de la quantification de ce qu’un état de réseau est plus désordonné qu’un autre. En effet,
si nous supposons que pour ko > ki I’état du réseau x (ko) est faiblement majoré par 1’état
x(ky), I'inégalité (2.20) implique que 1’état x (k) représente un degré de concentration
de véhicules plus faible que celui de I’état (k1) (moyennisation). En d’autres termes, la
distribution des véhicules de 1’état x(ky) est plus uniforme dans le réseau que celle de
x(k1). Par conséquent, le systeme est plus organisée lorsque 1’état =:(k») est atteint, ce qui
conduit a une faible possibilité d’apparition des congestions a I’instant k5. Cela dit, soit
vi(x;) = i—z Alors 1);(z;) est une fonction convexe est croissante dans 1’orthant positif. Il

vient a partir du point 3 du lemme que :

Z Yi(zi(ka)) < Z Yi(zi(k1))

Or,
L
Y(x) = 2" Pr = i > i)
i=1 "t =1
ce qui implique que ¥ (z(ks)) < ¥ (x(k;1)). Nous en déduisons qu’une faible entropie

correspondant a la distribution la plus uniforme des véhicules dans le réseau.
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Inversement, si pour ko > k; nous avons ¥ (x(k2)) < ¥ (x(k)), alors d’apres le lemme
x(k2) est faiblement majoré par x(k;). Par conséquent, z(ky) représente une distribution
plus uniforme des véhicules dans le réseau que z(k;). Ainsi, aucune concentration par-
ticuliere de véhicules existe dans un trongon du réseau a I’instant ko et par suite, 1’ordre
émanant de la distribution z(ks) est plus grand que celui de = (k).

En conclusion, il devient maintenant clair que 1’entropie de transport () est une me-
sure appropriée du désordre du systeme. En effet, une faible entropie de transport (faible
désordre) correspond a une distribution plus uniforme des véhicules dans le réseau. Il
s’ensuit alors une faible concentration de la circulation, et par conséquent (diagramme
fondamental) une augmentation de la vitesse de circulation des véhicules puisque la vi-
tesse est inversement reliée a la la concentration et donc une meilleure organisation du ré-
seau de transport. Ainsi, I’entropie () peut donc étre considérée non seulement comme
un treés bon moyen d’évaluer les performances du réseau de transport mais aussi, un outil
de régulation. En effet, sa dissipation du systeme fournit un moyen de réduire le désordre
et donc de rendre le systeme mieux organisé. Ce qui nous amene a réfléchir a I’ utilisation

de la théorie des systemes dissipatifs. Ceci est notre objectif dans les sections suivantes.

2.7 Définition des systéemes dissipatifs

Le concept d’énergie est d’une grande utilité dans I’analyse des systemes physiques.
La plus part des systemes physiques peuvent étre étudiés a partir du gain et de la perte
d’énergie. Intuitivement, un systeme dissipatif dissipe de 1’énergie et ne peut la produire.
Autrement dit, toute augmentation de 1’énergie stockée est seulement due a 1’environne-
ment extérieur. Cette remarque implique 1’existence de trois type de fonctions d’énergies :
la fonction d’approvisionnement représentant 1’énergie injectée au systeme, la fonction
de stockage représentant 1’énergie stockée dans le systeme et la fonction de dissipation
qui représente 1’énergie dissipée par le systeme.

L’interaction entre la théorie des systemes dissipatifs et les systtmes dynamiques ne
remonte pas assez loin dans le passé. La présentation de la chronologie des résultats per-
met de réaliser a quel point cette théorie est récente. En effet, dans [62], en étudiant les
phénomenes de dissipation dans les circuits électriques, Zames semble étre le premier a
étudier les systemes dissipatifs sans qu’ils aient été encore nommés. Plus tard, dans [63],
Willems, sous une écriture condensée, a repris ce travail en introduisant pour la premiere

fois les notions d’énergies d’approvisionnement et de stockage. L’ objectif de 1’étude était
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de faire I’interconnexion entre les systemes dissipatifs et la théorie de la commande. Une
premiere application de cette théorie a été mise en évidence par Popov [64] pour la syn-
these d’une loi de commande pour les systemes Lury postnikov. L’objectif de la com-
mande était la stabilisation absolue de ce type de systemes. Plus récemment, ce principe
a été largement exploité d’une maniere implicite ou explicite pour de nouveaux déve-
loppements en matiere de la stabilité et de la stabilisation. Nous consulterons avec profit
I’ouvrage de Brogliato [65] qui présente une excellente introduction sur ce sujet.

Dans la suite, les définitions et notations utilisées sont présentées de la fagon la plus
générale, dans le but de montrer le principe de la dissipation. Des spécialisations sont
apportées chaque fois que cela est opportun.

Nous nous intéressons aux systemes discrets non linéaires affines en la commande

définis par I’équation suivante :
w(k+1) = f(z(k)) + g(z(k))u(k),
y(k) = hz(k), u(k)),

ouzr € R" et u,y € R™ sont I’état, I’entrée et la sortie du systeme respectivement.

(2.21)

f:R*" - R" h:R" = R™etg:R" — R"™ sont supposées continues avec f(0) = 0.

Supposons donnée une fonction S(-) définie sur R™ x R™, S est une fonction de u et
de y et S(0,0) = 0. Cette fonction est appelée taux d’approvisionnement. Notons que
seules I’entrée et la sortie sont utilisées pour formuler la fonction d’approvisionnement.
Ceci est cohérent avec la logique physique de cette formulation. En effet, pour la plus
part des systémes physiques, la fonction S(-) représente la quantité d’énergie fournie au
systeme. Par exemple, dans le cas des réseaux électriques, en appliquant un potentiel v
aux bornes nous obtenons un courant ¢. La quantité d’énergie fournie se traduit alors dans
ce cas par la puissance électrique donnée par P = vs.

Il va sans dire que cette énergie doit étre définie par une limitation pratique, a savoir,
elle doit étre finie. C’est pourquoi, dans la suite, nous supposons que pour tout u € R™
et pout tout x(0) € R", la sortie y(k) du systeme (2.21) doit étre telle que S(y(k), u(k))

vérifie :
k

> " S(y(i), uli)) < oo, Vk > 0.

i=0
En termes plus précis, la somme de la fonction S(y(k), u(k)) sur un intervalle de temps

borné doit étre finie.

Définition 2.4 Le systeme (2.21) est dit dissipatif par rapport au taux d’approvisionne-

ment S(y,u), s’il existe une fonction non-négative V' : R" — R, avec V(0) = 0,
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appelée fonction de stockage, telle que pour tout u € R™ et pour tout k € N :
V((k+1)) = V(z(k)) < S(y(k), u(k)). (2.22)
Si I’inégalité (2.22) est stricte, le systeme est dit strictement dissipatif. >

Notons tout de suite que 1’inégalité (2.22) est satisfaite si et seulement si 1’inégalité sui-
vante est satisfaite :

k

V(x(k)) = V(2(0) <Y S(y(i), u(@); Vk,u,z(0). (2.23)

i=0

L’inégalité (2.23) est appelée inégalité de dissipation. Elle signifie que la quantité
d’énergie stockée dans un intervalle de temps n’est jamais supérieure a 1’énergie totale
fournie durant cette période. Autrement dit, un systeme dissipatif ne peut stocker plus

d’énergie que I’environnement extérieur lui fournit.

Remarque 2.3 Il est important de noter que, malgré qu’initialement, le concept de la
dissipation a été motivé par I’étude de 1’énergie, les définitions et les résultats qui en

découlent restent valables méme si aucune interprétation de 1’énergie n’est donnée.  »

Une autre définition des systemes dissipatifs peut étre formulée en changeant 1’inéga-

lité (2.22) par une égalité. Ce qui conduit a la définition suivante :

Définition 2.5 Le systéme (2.21) est dit dissipatif (resp. strictement dissipatif ) par rap-
port au taux d’approvisionnement S(y, u) s’il existe une fonction non-négative V' : R" —»
R, avec V' (0) = 0, appelée fonction de stockage et une fonction non-négative (resp. posi-
tive) ¢ : R" — R, appelée fonction de dissipation, telles que pour tout u € R™ et pour
toutk € N:

Vi(e(k +1)) = V(z(k)) = Sy, u) — o(x(k)). (2.24)

Si ¢ = 0, alors le systeme est dit conservatif. >

L’intérét d’adopter la Définition 2.5 au lieu de la Définition 2.4 peut €tre vu de deux

manieres :

1. Intérét physique : si I’interprétation physique de u et y est telle que la quantité
S(y,u) représente 1’énergie fournie au systeme, 1’équation (2.24) peut étre inter-
prétée comme 1’équation de conservation de I’énergie. La quantité non-négative
V() apparait alors comme étant I’énergie stockée dans le systeme, tandis que la

quantité ¢(z) correspond a I’énergie dissipée par le systeéme.
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2. Intérét technique : la démonstration des résultats qui peuvent étre tirés de 1’équa-
tion (2.24) semble plus simple que celle que nécessite la preuve des mémes résultats
en utilisant I’inégalité (2.22). La raison de cette différence réside dans la formula-
tion que nous avons adopté et qui consiste a prendre en compte 1’aspect de la dissi-
pation de I’énergie. Le manque de cet aspect est a 1’origine d’une grande partie des

difficultés techniques des démonstrations.

2.7.1 Commande dissipative des systemes discrets

La théorie des systemes dissipatifs a connu un regain d’intérét trés important ces dix
dernieres années. Cet aspect de la théorie des systemes a été motivé essentiellement par les
applications dans le domaine de la commande des systémes physiques, car ces outils per-
mettent de moduler par rétro-action I’énergie physique de fagon a ce que cette énergie soit
utilisable comme fonction de Lyapunov a des fins de commande et de stabilisation. Ces
développements ont conduit a ce que nous appellons parfois dissipativity-based control,

ou commandes dissipatives.

Principe de la commande dissipative : La stratégie de la commande dissipative consiste
a trouver un contrdleur qui transforme un systeéme non-dissipatif en un systeme dissipatif.
Ceci passe, tout d’abord, par le choix d’une fonction de stockage d’énergie désirée ayant
un minimum a 1’équilibre souhaité et par I’'injection de 1’amortissement (énergie de dis-
sipation) dans le systeme. Dans ce cadre, la classe de systemes qui peuvent étre rendus
dissipatifs est dite feedback dissipative. Ainsi, le probleme de la commande dissipative

peut étre formulé comme suit :

Probléme de la commande dissipative : Soient S(y, u) le taux d’approvisionnement,
V() une fonction de stockage et ¢(x) une fonction de dissipation. Alors, pour le systeme
z(k+ 1) = f(z(k) + g(x(k))u(k), trouver, si c’est possible, un retour de commande

u = a(z,v), avec a(z,0) = 0 et v la nouvelle commande, tel que le systéme transformé
v(k+1) = f(z(k) + g(x(k))a(z(k), v(k)), (2.25)

soit dissipatif (resp. strictement dissipatif). Autrement dit, le systeme transformé (2.25)

vérifie I’équation de dissipation (2.24) par rapport a la nouvelle commande v, i.e.,

V(f(z)+ g(x)a(z,v)) — V(z) = S(a(z,v),y) — ¢(z). (2.26)
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Il est clair que I’existence d’un retour de commande sous la forme a(x, v) permettant
de rendre le systeme dissipatif est liée a 1’existence de la solution, par rapport a u, de

I’équation suivante :

V(f(2) + g(z)u) = V(z) = S(u,y) — o(x). (2.27)

2.7.2 Avantages et inconvénients

Plusieurs atouts majeurs de cette stratégie peuvent €tre soulignés. En effet :

1. il s’agit d’une commande permettant de stabiliser le systeme. En effet, I’équation

(2.26) implique pour v = 0 :

V(f(z) + g(x)a(z,0)) = V(z) = —¢(z) < 0.
En en déduit que la fonction V () est décroissante. Ainsi, si la fonction de stockage

V() est définie positive, le systeme est stabilisable au sens de Lyapunov.

2. I’action de la commande s’interpreéte clairement comme une interconnexion entre
le systeme et son environnement. En particulier, la stabilisation peut étre interprétée
en termes d’équilibre d’énergie, i.e., I’énergie stockée est égale a 1’énergie dissipée.

3. il est possible, comme nous allons le voir avec les systemes de transport, de donner
aux énergies une interprétation cohérente avec la réalité physique du systeme. Cette

propriété peut étre d’une grande importance dans des applications industrielles.

4. la stratégie de commande présente une faible sensibilité vis-a-vis de la structure
du modele. En effet, les systemes dissipatifs sont robuste vis-a-vis des incertitudes

paramétriques et des dynamiques non modélisées [66].

5. la stratégie de commande est une approche systématique pouvant fonctionner sans

connaissance préalable de la solution du systeme.

Cependant, si la commande dissipative est calculée a partir d’'une information treés
riche, a savoir, la connaissance du modele du systeme, ce dernier peut €tre des fois de
grande dimension et sa recherche peut s’avérer difficile a accomplir sur le plan pratique,
et tres coliteuse en temps de calcul. Ainsi, les inconvénients de la méthode se résument
dans certains cas par la difficulté de calcul.

En dépit de cet handicap sérieux, les avantages de cette approche, le succes industrielle
qu’elle a rencontré ainsi que 1’efficacité que peuvent apporter les techniques du calcul
numérique, sont des arguments suffisants pour justifier I’intérét porté a cette approche.

Dans la suite, nous montrerons comment la commande dissipative est également im-

portante dans une optique de régulation des carrefours a feux.
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2.8 Spécialisation aux systemes de transport

La présentation de la formulation générale de la commande dissipative est donnée
dans la section précédente. Dans cette partie, nous précisons la définition du probleme
qui nous concerne. Cette définition est faite par spécialisation de la commande dissipative
au probleme de la régulation d’un réseau de carrefours a feux.

Pour introduire ce que nous allons faire dans la suite, rappelons d’abord le modele de

transport (2.8) établi au début de ce chapitre :
x(k+1)=xz(k)+ (k) +r(k) —d(k), VkeN (2.28)

Lutilisation de la commande dissipative pour les systemes de transport n’est pas sys-
tématique. Elle nécessite donc un travail d’adaptation afin de pouvoir I’appliquer a notre
systeme. En effet, la théorie des systemes dissipatifs nécessite de définir clairement les
deux points suivants :

— Les énergies d’approvisionnement et de stockage.

— Le domaine de commande admissible.

Les énergies d’approvisionnement et de stockage précisent les objectifs par rapport aux-

quels la commande est définie.

Energie de stockage : Dans la section 2.6, nous avons vu que I’entropie ¢ (z) = 27 Px
est une mesure du désordre dans le réseau transport. Ce désordre est provoqué par 1’accu-
mulation des véhicules dans les voies. Ces dernieres stockent une partie de véhicules en
files d’attente et en dissipent d’autres par les feux de signalisation. Ainsi, I’entropie est un

représentant idéal pour la fonction de stockage.

Energie d’approvisionnement : Le taux d’approvisionnement S reflete des facteurs
extérieurs au systeme. Dans le contexte de transport, toute augmentation du nombre de
véhicules dans le réseau provoque un désordre dans le systeme. Ce désordre dépend non
seulement de véhicules échangés entre le systeme et I’extérieur (r(k) — d(k)), mais aussi
de la répartition de ces derniers . En effet, une méme quantité de véhicules apporte plus de
désordre aux voies les plus occupées qu’aux celles les moins fréquentées. Ainsi, puisque
les taux d’occupation représentent la maniere dont les voies sont occupées, il est naturel
de considérer la fonction d’approvisionnement S en fonction de la quantité (r(k) — d(k))
et le vecteur d’occupation f(k). Cependant, puisque f(k+ 1) correspond a la fin du cycle

k, il est clair que la quantité de désordre fournie par le milieux extérieur pendant le cycle
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k est donnée par :
S(k) = fr(k+1)(r(k) —d(k))
Puisque f = Px (voir équations (2.17) et (2.18)), nous avons alors :
S(k) = 2" (k+1)P(r(k) — d(k)) (2.29)
D’ot la définition suivante.

Définition 2.6 Le systeme de transport (2.8) est dissipatif par rapport au taux d’approvi-

sionnement S (k) et a la fonction de stockage /() si et seulement si (voir figure 2.5) :

Y(x(k+ 1)) —¢(x(k) < S(k), VEeN (2.30)
>

r,d,f) Dissipation du traffic

2

Entropie: désordre
stocké dans le systéme

w

FIGURE 2.5 — Dissipation de I’entropie du transport

Ainsi, la dissipativité par rapport au taux d’approvisionnement S(k) implique que la
quantité du désordre stockée pendant un cycle n’est jamais supérieure au désordre fourni
par le milieu extérieur durant ce cycle. Autrement dit, un systeme de transport dissipatif
a une tendance a diminuer son désordre et par conséquent, devient mieux organisé.

Soulignons tout de suite que le systeme de transport (2.8) n’est pas dissipatif par
rapport au taux d’approvisionnement S(k). En effet, observons d’abord que la différence
totale de I’entropie ¢)(x) le long de la trajectoire du systeme est donnée par :

AY(z(k)) = %xT(kz +1)Px(k+1) — %xT(k’)Px(k)
— 2T (k + 1)P<x(l€ 1) — a(k) - l(k))

_ %(x(k; 1) - x(k:))TP(x(k: 1) - x(k;)) + 27k + 1) PU(k)
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Or, x(k + 1) — (k) — I(k) = (k) — d(k) et S(k) = 2T (k + 1) P(r(k) — d(k)), il vient :

A (z(k)) = S(k) + 27 (k + DPI(k) - %(m(kz +1) - x(k))TP<9:(k: £1) — (k)

Comme la matrice P est définie positive, il s’ensuit :
—% (x(k +1)— x(k:))TP(x(k +1)— x(/{:)) <0
Nous en déduisons alors :
Av(z(k)) < S(k) + 2" (k + 1) Pl(k) (2.31)

Pour simplifier les équations, posons g(x(k)) = T (k + 1) PI(k). Puisque :

(k)= Y (oi(k) — 05u(k))

=1,

il vient :

xi(k+ 1)( ka —0ji(k
ZZ + (k) (k))

i=1 j=1,j7#1¢

(% (RS NEAED Y Ujm)

n

||Fﬂ3 “M

Si nous supposons que (“(ijl) — LY (g, 5(k) — 05,(k))< 0 pour tout i # j et

Zj

pour tout k € N, alors Ay(xz(k)) < S(k), Vk € N. Par conséquent, le systeme de

transport serait dissipatif. Malheureusement, cette hypothese n’existe pas dans la réalité,
car elle implique que les voies les plus chargées fournissent plus de véhicules aux voies
les moins chargées; ce qui n’est pas réaliste dans les systemes de transport. Méme la
situation ol 0; ; (k) = 0;,;(k) pour tout & € N (les voies 7 et j échangent la méme quantité
de véhicules) n’est pas réaliste car les directions des véhicules sont déterminées par les
conducteurs. Ainsi, contrairement aux systemes thermodynamiques, la dissipativité des
systemes de transport n’est pas naturelle, d’ou la nécessité de faire appel a la notion de la

commande dissipative.

2.8.1 Commande dissipative des réseaux de transport

Comme il est souligné dans la section précédente, le phénomene de dissipativité
n’existe pas naturellement dans les systemes de transport. Pour remédier a cette situa-
tion, il est possible que sous certains régimes de contrdle, les feux de circulation peuvent

satisfaire I’inégalité de dissipation (2.23).



48 Chap 2. Commande dissipative des réseaux de transport

Commencons par introduire la notion de controle du signal au systéme. A cette fin,
nous utilisons 1’idée de base du modele "stocker-et-transférer” ou le débit total d’une voie

est considéré comme sa valeur moyenne, ce qui conduit a [38] :

> oji=sige,(k), Vie{l,--- n} (2.32)

=157
ou g, est le temps de vert effectif de la voie ¢ et s; est son débit de saturation. Par consé-
quent, en utilisant \; ; € [0, 1], qui est défini comme la proportion du flux de sortie de la
voie j vers la voie ¢, les flux de véhicules entrants o; ; dans la voie ¢ depuis les voies j

sont donnés par :
Tij = 89e; (K)Aig (2.33)

Notons que I’équation (2.32) implique que les sorties de toutes les voies sont considé-
rées comme saturées. Ainsi, les situations sous-saturées et sur-saturées ne sont pas concer-
nées par le modele.

En remplagant (2.32) et (2.33) dans I’équation (2.7), [;(k) peut étre réécrite sous la

forme suivante :

L) = Y oui(k)— D oualk) = Y si0e,()Aij— Y sige, (k)N
j=Lii =L j=Lii j=Lii
= > 50, (B)ij — sige (k) D Ny
j=Lii j=Lii

De plus, puisque " A;; = 1, il vient :

L(k) =" sige,(k)Xij — sige, (k) (1 = Aij) (2.34)
j=1,j#i
Définissons le vecteur L; = [L; 1, - , L; )7 comme suit :

o _Sz<1 — )\171) : pouri = ]
" SiNij : pouri # j

L’équation (2.34) prend alors la forme suivante :

(k)= Lijge,(k) + Liige,(k) = > Lijge, (k) = L] ge(k) (2.35)
j=1

Jj=1j#i
Dans ces conditions, I’équation d’état du réseau de transport est présentée sous la forme

linéaire suivante :
z(k+1) = z(k) + Lgc(k) + r(k) — d(k) (2.36)
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ol ge = [Geys 5 ge, |7, €t L est une matrice n x n dont ses i-eme lignes sont L7

Il est important de noter que les flux r; et d; ne sont pas toujours mesurables et contro-
lables. En effet, ils représentent les incertitudes du modele et sont généralement considé-
rés comme des valeurs nominales constantes (voir [41] et [58]). Cependant, contrairement
aux travaux existants, nous les considérons dans ce travail comme inconnues et bornées.

Ce qui implique :

R={reR" |rk)|z<rm, rm>0}
D={deR"/ |dk)|z<dn, dn>0}

(2.37)

ou || [|2 est la norme euclidienne. Il faut bien noter encore que dans ce modele, 1’état =
et la commande g, doivent respecter des limitations physiques. Premierement, le temps
du vert effectif doit étre borné entre une valeur maximale g.,,,, €t une valeur minimale

Jemin» C€ qui se traduit par :

De plus, puisque z; représente le nombre de véhicules dans la voie i, alors I’état x(k) > 0,
Vk € N. D’un autre coté, puisque 1’objectif dans cette these est d’éviter la congestion, le
modele n’est donc valable que si le nombre de véhicules ne dépasse pas la capacité de
chaque voie x7. Ainsi, le systeme (2.36) n’est valide que si x se trouve dans la région
suivante :

E,={zeR"/ 0<z<z"} (2.39)

ounx* =[x}, xx]T

Nous allons passer maintenant a la résolution du probleme de dissipation. En effet,
notre objectif peut étre formulé comme suit : trouver une commande par retour d’état telle
que pour tout r € R et d € D, le systtme en boucle fermée est dissipatif. En d’autres

termes, en vertu (2.31), trouver g.(z) telle que :

9(e(k) = 2T (k+ DPIE) = (2(k) + Lae(k) +r(k) — d(k)) PI(RK

— 4. (k)L PLg.(k) + gJ(k)LTP((x(k) + (r(k) — d(k))) <0, VreR,deD

(2.40)
Posons M = L"PL,y =1L Pzetw = LLTP(r(k) — d(k)). 1l s’ensuit :

9(9e) = ge Mge +2g. "y + 29, w (2.41)
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D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz [67], nous avons g. ' w < |g. ' w| < ||gell2 [|w]|2-
D’autre part, les inégalités (2.37) impliquent :
1 1
ol = 5 L7 P(r(k) = d(k))ll> < SIETPloll(r(R) — d(R)]l
1
< SILTPl(lir (k)] + 1d(R)])

1
< §||LTP||2(rm + dm) £ W

Ceci avec g.'w < [ge w| < ||gell2 [[w]|2 donnent u"w < ||ge|lo W, Puisque ||gell2 <

llgell1, ot [|ge]|1 estlanorme 1 et ||g.||s = €' ge car g. > 0,00 e’ = (1,--- 1), alors nous

avons g.' w < €' g.w,,. Ainsi ’équation (2.41) implique :
9(9¢) < 9" Mge +29." (y + ewm) 2 gm(ge) (2.42)

Par conséquent, si g,,(g.) < 0 alors g(g.) < 0 et le systeme serait dissipatif. Le probleme
maintenant est de trouver g, telle que g,,(g.) < 0,Vr € R,d € D. En effet, puisque
St li(k) = €'l =€ Lg. = 0 pour tout g, alors €' L = 0. Ceci implique que les lignes
de L sont linéairement dépendantes. Donc, L est une matrice singuliere et la matrice M
est symétrique semi-définie positive dont toutes ses valeurs propres sont non-négatives.
Ainsi, il existe une matrice orthogonale K (K T = K Y telle que M = KCK T avec C

une matrice diagonale sous la forme :
C= d’lCLg(fl, 75%07"' 70)

ou &; > 0 sont les valeurs propres positives de M et r est son rang. Les colonnes ortho-
normales de K sont les vecteurs propres de la matrice M. Posons D = diag(&1;- -+ , &),

D est donc inversible et M peut s’écrire sous la forme suivante :

Di 0 I. 0 D: 0
M=K KT
0 I, 0 0 0 I,.,

Si nous définissons la matrice .J par :

D: 0
J=K
0 [nfr

Ainsi J~! est bien définie car la matrice K est orthogonale. Il en résulte alors :

L 0Y -
M=1J J
0 0
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Dans ce cas, g, (g.) se transforme en :
T I, 0 T T
gm(ge) =ge T\ | get 2000 (y + ewn)

0

Posons z = J g, et = J~}(y + ew,,). Puisque —z " ( 01

) z < 0, 1l vient alors :

I. 0 0 O
T T T T T T
e) = gm(2) = 2 z24+22'0=2"2+22'0—2 z
9(9e) = gm(2) ( 0 0 ) ( 0 I )

<2'242:0=(24+0)"(2+0)—0"0 = £(0) (2.43)
Soit R € R™*" une matrice telle que z = R6. 1l s’ensuit que :
FO) =(+0)T(z+0)—00=0" [(R + DT (R+1)— 16 (2.44)

Donc, f(6) < 0 pour tout § € R si et seulement si (R+ )" (R+ I) — I est semi-définie

négative, ce qui équivaut a la LMI suivante :

I (R+1I)" -
(R+1) I .

En résumé, puisque z = R, z = J ' g, 0 = J'(y + ew,,,) ety = : B' Pz, la commande
par retour d’état qui rend le systeme dissipatif est donc la suivante :
1 _
%::§@ﬂyﬁRJ*LTPx+mJT)1RJ—%wm

Ce qui conduit au théoréme suivant :

Théoreme 2.2 Soit R la solution de la LMI suivante :

I (R+1I)7T -
(R+1) I N

et posons G = 5(JT)'RJ'LTP, T = (JT) ' RJIew,,. Ainsi, la commande
ge=Gr+T (2.45)

rend le systeme (2.36) dissipatif par rapport a la fonction de stockage (2.18) et au taux
d’approvisionnement (2.29) pour tout v € R et d € D.
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Remarquons que si la matrice R est symétrique (c’est a dire, R' = R), alors f(6) < 0si
et seulement si —2 < \; < 0, pour toute valeur propre \; de R. En effet, il suffit de noter
que R est toujours diagonalisable parce qu’il est symétrique. Ainsi, il existe une matrice
Ftelleque R = FLF T ou FT = F~!et L est une matrice diagonale dont ses éléments

sont les valeurs propres de RR. Par conséquent :
(R+1)"(R+1)—1=R*+2R=F(L*+2L)F"

Il est clair que f(f) < O si et seulement si (L? + 2L) est semi-définie négative. Or,
L?+ 2L = diag(\3 + 21, -+ , A2 +2),), alors (L? + 2L) est semi-définie négative si et
seulement si \2+2)\; < 0,Vi = 1,--- ,n. Ceciimplique que —2 < \; < 0,Vi =1,--- ,n.

D’ou le théoreme suivant :

Théoreme 2.3 Soient R une matrice symétrique telle que —2 < \; < 0,Vi =1,--- ,n,
out \; sont ses valeurs propres et G = $(J")"'RJ7'LTP, T = (JT)flRJflewm. Alors,
la commande par retour d’état

ge =Gr+T (2.46)

rend le systeme (2.36) dissipatif par rapport a la fonction de stockage (2.18) et au taux
d’approvisionnement (2.29) pour tout v € ‘R et pour tout d € D.

Remarque 2.4 A partir du théoréme ci-dessus, il vient immédiatement que pour un choix
arbitraire de la matrice R satisfaisant —2 < )\; < 0,V = 1,--- ,n, la commande par
retour d’état fournit la classe des commandes qui rend le systeme dissipatif. Donc, le
théoréme 2.3 donne une solution explicite mais pas unique au probleme de la commande
dissipative.Cette liberté de choix de la matrice R confere a la commande dissipative dans
le cadre de la régulation des carrefours a feux une flexibilité permettant de 1’adapter a
plusieurs situation possibles. Ceci est, a notre sens, un avantage certain, car elle nous
offre un ensemble de choix possibles pour améliorer les performances de la commande

de notre systeme. >

Dans la suite, le probléme des contraintes sur le systeéme sera résolu en se basant sur
le lemme de Hennet élaboré dans [56]. En effet, une fois que la matrice de gain G et
le vecteur I" sont donnés, la commande par retour d’état g. = Gx + I' doit respecter la
contrainte (2.38). Ceci implique que toute trajectoire =(k;x,) commencant a I’intérieur
de ’ensemble admissible X ne quitte pas la région suivante pour n’importe quel instant

k € N malgré les perturbations :

U,={zeR") —m<Gr<m} (2.47)
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OU ] = Umax — L €t Ty = ' — upy. Autrement dit, si la commande par retour d’état
garantit X C U,, alors les contraintes sur la commande g. sont vérifiées. Dans ce sens,

nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.5 ([56]) Soient U € RY*" et C' € RP*™ deux matrices. Le systeme des inéga-
lites Ux < a est satisfait par tout vecteur de la polyédre convexe non vide défini par le
systeme C'x < b si et seulement s’il existe une matrice non-négative () € RP*? avec des

coefficients non négatifs satisfaisant aux conditions suivantes :

QC=U
Qb<a

Observons d’abord que les contraintes sur 1’état (2.39) et sur la commande (2.47) peuvent

s’écrire sous les formes suivantes :

xfeews ()= (5))
v-frews (C)es (D))

In

—In
condition X C U, est équivaut & I’existence d’une matrice non-négative K € RY"**" telle

Considérons maintenant U = (_GG) et C = (7). Ainsi, en vertu du lemme 2.5, la

que :
1, B G
K(_In) _ <_G) (2.48)
K(x) < (7”> (2.49)
0 T2
Posons :

Ky K
K — 11 82
Ko1 Koo

Il en résulte a partir des (2.48) et (2.49) que :

Kii =Ko =G (2.50)
Ky — Koy =G (2.51)
Kyjz* <m (2.52)
Kojz* < (2.53)

Ce qui implique que :
G =Ky — Kiz = Ko — Ky (2.54)
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Pour simplifier les conditions linéaires et réduire le nombre des variables, définissons les

matrices G et G~ comme suit :

G" = (G}}), ou G}; = sup(Gy;,0)
G~ = (H;;), ou G;; = —inf(Gjj,0) = sup(—Giy, 0)
Il est clair que :
Gt >0, G >0; G=G" -G~ (2.55)

Ainsi, d’apres (2.54) et (2.55), nous obtenons :
G=G"-G =Ky —Kpp =Ky — Ky
Puisque la décomposition G = G™ — G~ est minimale (voir lemme 2.1), il s’ensuit que :

Gt <Kp et GY <Ky
G <Ky et G <Ky

Il résulte de ces conditions et les inégalités (2.52) et (2.53) que :

(S 2)E)= (5 2)0)=() e
(@) G~ x* O Kgl x* Up)

Finalement, en réunissant les conditions citées plus haut, nous avons la proposition sui-

vante.

Proposition 2.1 Supposons que m, > 0 et my > 0. Alors, X C U, s’il existe deux matrices

non-négatives P et Q telles que :

P-Q=G (2.57)
Pz <m (2.58)
Qx* < my (2.59)

Preuve: Supposons que toutes les conditions du théoreme sont satisfaites et considérons
z € X, c’est adire :
0<z<zg*

Pré-multiplions cette inégalité par P et —(Q respectivement, il vient :

0 < Px <Pz*
Q2" < -Qr<0
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L’addition de ces inégalités implique :
—Qz" < (P—-Q)x < Pz” (2.60)
D’autre part, en vertu des conditions (2.58) et (2.59), il vient :
—my < Gr <m

Donc, z € U,. Ceci complete la preuve |
Cela posé, nous allons maintenant représenter les contraintes sous forme LMI. A cette

fin, commencgons a réécrire les inégalités (2.58) et (2.59) comme suit :
Fli—PZ‘JZ*ZO,T{'Qi—@Z‘JZ*ZO, V@zl,n

ou P; et Q; sont les i-eme lignes des matrices [P et Q respectivement. Puisque P > 0,

Q > 0etx* > 0, alors I’application de I’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

T — Pix® > my — |Pillalla*lla > mo — P13 [J2* ]|, Vi=1---,n
Ainsi, 7; — ||P||3 [|z*]]2 > 0 implique 7y; — P;z* > 0. De plus, I'inégalité m; —
IP;|13 [|z*|l2 > 0 est équivalente a Tt — P;P] > 0. Ce dernier équivaut a son tour
a la LMI suivante :
II;;l\i\z Ps
=0, Yi=1---,n 2.61)
Pl I,

De méme pour I'inégalité (2.59), nous avons :

e @
=0 = 7y — Q" >0, Vi=1---n
Q I

A ce stade de la présentation, nous sommes maintenant préts a énoncer notre théoreme

sous sa forme finale.

Théoreme 2.4 Soient R une matrice symétrique telle que : —2 < \; < 0,Vi=1,--- |n,
oit \; sont ses valeurs propres et G = 3(J")"'RJ7'B'P, T = (JT) 'RI ew,,. il
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existe deux matrices non-négatives P et QQ solutions de la LMI suivante :

L P;
llz* {2
O
IP’iT I, ,
=0, telqueP, —Q;,=G;;i=1,---,n
24 Q
[EXP g
O
P,

(2.62)
ou G; est la i-eme ligne de la matrice G et Q est une matrice nulle, alors la commande
par retour d’état :

w=Gr+T (2.63)

1. rend le systeme (2.36) dissipatif par rapport a la fonction de stockage (2.18) et au
taux d’approvisionnement (2.29) pour tout r € R et d € D.

2. vérifie 'inclusion X C U,.

Remarque 2.5 1l va sans dire que la condition X C U, nécessite I’hypothese m > 0 et
my > (. Si cette condition n’est pas vérifiée, nous pouvons envisager pour éviter la viola-

tion des contraintes sur la commande g. de prendre la fonction de saturation suivante :

gei,min : gei S gei,min
Sat(gei) - gei : gei,min S gei S gei,max
gei,max : Ge; 2 gei,maz

ol g., est la valeur obtenue a partir de la commande par retour d’état (2.46) et sat(ge, ) est

la commande actuelle appliquée au systeme réel. >

2.8.2 Cas d’un systeme isolé

Dans un systeme thermodynamique isolé, au début de I’expérience, 1’agitation des
molécules peut-Etre élevée, 1’énergie est intense, mais sans apport extérieur, au bout d’un
certain temps tout finit par se calmer, il n’y a plus d’échanges d’énergie ou de chaleur
et les molécules reviennent au repos. Le systeme qui tout d’abord était en déséquilibre
finit par s’équilibrer, la chaleur s’est dissipée et le désordre est total. Le systeéme ne peut

plus entrainer aucun échange d’énergie et ne peut plus engendrer le moindre ordre. Ainsi,
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I’entropie (réps, disentropie) d’un systeme thermodynamique isolé est maximale (réps,
minimale) quand le systéme est en équilibre thermique.

Puisque la température s’apparente au taux d’occupation des voies d’un réseau de car-
refours, ce concept d’équilibre thermique peut €tre facilement introduit dans le contexte
du transport pour désigner 1’état lorsque les taux d’occupation de toutes les voies de cir-
culation sont les mémes. Cet état, noté z, est appelé I’équilibre du taux d’occupation

dans ce chapitre. Il est désigné par I’expression suivante :

S m_’: = f; = constante (2.64)
'xn

L’équilibre du taux d’occupation implique qu’aucune concentration particuliere de véhi-
cules existe dans un troncon du réseau et, par conséquent, la possibilité d’apparition d’une
congestion est extrémement faible. En d’autres termes, pour un certain vecteur z, 1’équi-
libre du taux d’occupation correspond a la meilleure organisation du systeme. Ainsi, pour
un réseau de transport isolé, I’entropie 1/ qui exprime le désordre (résp, disentropie ¢ qui
exprime 1’ordre) est minimale (réps, maximale) quand le systeme est en équilibre du taux

d’occupation. Cette observation est démontrée dans le théoreme suivant.

Théoreme 2.5 Supposons que le réseau de transport est isolé (c’estadirer = 0etd = 0
alors S(k) = 0 et ' = 0) . Soit alors N le nombre total des véhicules dans le réseau.

De plus, soient 1 et ¢ ’entropie et la disentropie du systéme respectivement. Définissons
Iensemble D par D = {x e RT /e'x = N} one' = (1,1,---1). Alors :

argminy(z) = argmax ¢(«) = =

Preuve: La preuve est identique a celle de la proposition 3.17 de [59] pour les systémes
thermodynamiques. Par conséquent, elle est omise ici. [ |
Nous allons essayer dans la suite de montrer la capacité de notre commande proposée
a stabiliser le systeme autour de son état d’équilibre z. En effet, pour un systeme isolé
nous avons » = (0 et d = 0, il s’ensuit I' = 0. Dans ce cas, le systeme sous la commande
(2.46) devient :
x(k+1)=x(k)+ (k) = x(k) + LGx(k)

R . yere N . _ = Fy— . F Tz(0
D’autre part, puisque ’équilibre d’occupation T = fz* = fP leou f = éef:i*) pour

tout état initial donné tel que x(0) < x*, est un état d’équilibre, nous devons seulement

montrer que LGz = 0. Pour ce faire, remarquons que :

G.T: g(JT)lelLTpplﬁz g(JT)lelLTE
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Cette équation et €' L = 0 conduisent a :
Gz =0

Donc, x est un état d’équilibre pour les systemes de transport isolés. Pour démontrer la

stabilité de Lyapunov de I’état d’équilibre z, considérons V(z) = £ (z — z)"' P(z — )

une fonction de Lyapunov. A partir de 1’équation Z = fz* = fP~'¢, nous avons :

1 . . 1 1. _
Viz) =5~ fP'e) P(x— fP ') = §:cTP:c +5 ' PIPP e — fe' PPy

=(x) + %feT:E — fe'x

En vertu du principe de conservation de véhicules, le nombre total de véhicules 'z = N
fN

reste constant dans un systéme de transport isolé. Ainsi, il résulte que V (z) = ¢(z)—3

et AV (z) = AY(z). Puisque S(k) = 0, AV (x(k)) peut étre écrite comme suit :
AV (z(k)) = AY(x(k)) <0, VkeN

D’ou, la stabilité¢ de Lyapunov de I’état d’équilibre z. En outre, si la matrice R est choisie
telle que —2 < \; < 0,Vi = 1,--- ,n, ol \; sont ses valeurs propres, alors f(f) < 0 et
donc Ay (z(k)) < 0. Ceci implique que 1’état d’équilibre = est asymptotiquement stable.

En conclusion, nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.2 Considérons le systeme de transport isolé (c’est a dire, r = 0,d = 0)
x(k+1) =az(k) + (k) = z(k) + Lge.

Soient R une matrice symétrique telle que —2 < \; < 0,Vi = 1,--- 'n, ou \; sont ses
valeurs propres et G = %(JT)_lRJ_lBTP. Ainsi, sous la commande g, = Gz, ['état
— — — T
d’équilibre T = fx* = fP~'c est asymptotiquement stable, oil f = EJLJE*O) pour tout état

initial tel que x(0) < z*.

2.9 Exemple d’application

Dans cette section, nous exposons quelques simulations afin d’évaluer la commande
proposée. Pour ce faire, considérons un réseau de transport comprenant 8 intersections

comme le montre la figure 2.6.
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FIGURE 2.6 — Réseau de 8 intersections

Les parametres utilisés dans cet exemple sont les suivants : le cycle ¢ = 90s; le temps
maximal et minimal du feu vert sont 50s et 15s respectivement; les débits de saturation
verticaux et horizontaux sont 0.4 véh/s; les proportions d’échange entre les voies sont
Aii = 0.3 et \;; = 0.7 respectivement ; les capacités des voies z* = [40, 35, 40, 37, 30,
40, 40, 30, 35, 42, 32, 42, 40, 40, 35, 40, 40, 35, 40, 37, 44, 30, 40, 30, 35, 40, 40, 40, 40,
30, 30, 42]T'; les états initiaux dans les voies x(0) = [30, 20, 22, 19, 15, 26, 39, 20, 30, 35,
22, 19, 12, 26, 28, 39, 30, 30, 22, 19, 25, 15, 39, 20, 30, 35, 22, 19, 18, 10, 28, 39]7. De
plus, afin d’illustrer les comportements de notre stratégie en présence des incertitudes, le
taux d’approvisionnement S(k) = T f T (k+ 1)(r(k) — d(k)) est donné aléatoirement par
une fonction Matlab en respectant les capacités des voies z*.

Pour montrer que notre systeme est dissipatif, la différence entre A et le taux d’ap-
provisionnement S est d’abord considérée. A cette fin, deux simulations pour 100 cycles
sont réalisées.

En vertu du théoreme 2.4, la matrice R dans la premiere simulation (figure2.7) est
choisie telle que tous ses éléments diagonaux sont égaux a —1. Dans ce cas, nous avons

m > 0etmy > 0, la stratégie du théoreme 2.4 est donc implémentée.
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1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 [=1n] 70 a0 Q0 100
cycles(s)

FIGURE 2.7 — Résultats de la simulation 1

Nous pouvons immédiatement observer que la différence Ay — S est toujours néga-
tive. Ceci montre que notre commande par retour d’état (2.46) rend le systeme dissipatif

et donc plus organisé.

TABLE 2.2 — Variation des temps des feux verts
cycle 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

181 17.6 178 195 178 176 17.6 174 17.8 18
244 245 245 245 246 244 245 246 248 2438
2277 224 224 225 227 224 228 23 23 228
29.1 241 29.1 29 29 292 29 291 29.1 29
242 245 245 243 24.6 242 245 247 25 2438
299 299 302 292 28 30.1 30.1 303 303 304
29.1 292 292 27 28 293 29 29 292 29
39 391 292 282 39 388 389 39 389 388
29 293 294 29 294 295 294 295 292 29.1
39 39 378 387 389 381 392 39 389 388
293 294 251 29 294 293 292 29 292 29
252 253 264 251 25 252 254 255 255 252
39 39 388 39.1 38.7 389 39 39.1 387 39
292 29.1 293 29.1 293 294 294 295 29 29
30 29.1 295 29.1 295 295 293 29 292 294
35.8 322 31.8 299 381 391 39 39 389 39
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D’autre part, le tableau ci-dessus 2.2 regroupe quelques valeurs de la commande g,
pour 16 lignes pendant les dix premiers cycles. Il est clair que la commande g, respecte les
contraintes (2.38). En effet, les temps des feux verts sont toujours entre le temps minimal
du feu vert 15s et le temps maximal 50s.

Dans la deuxieme simulation, nous avons modifié la matrice R pour avoir m; < 0 et
my < 0. Ainsi, la commande établie dans la remarque 2.5 est appliquée. La figure 2.8

montre les résultats de cette simulation.

-0.05

-0.25 -

0.3 1 1 1 | 1 | 1 1 |
u] 10 20 30 40 50 [=1n] 70 [=18] 90 100

cycles(s)

FIGURE 2.8 — Résultats de la simulation 2

Comme dans la figure 2.7, la différence Ay — S est toujours négative. Par conséquent,
les mémes remarques restent valables pour cette simulation.

Ensuite, nous avons considéré le cas ou le réseau de transport est isolé. L’ objectif
est de montrer la capacité de notre commande proposée a stabiliser le systeme autour
de I’équilibre d’occupation. Pour ce faire, la commande par retour d’état élaborée dans
la proposition 2.2 est appliquée au systeme isolé. La figure 2.9 montre 1’évolution des
états sous la commande proposée. Nous pouvons remarquer que chaque voie atteint son
équilibre d’occupation apres quelque cycles. Ce qui prouve I’efficacité de la stratégie

proposée.
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Nombre de véhicules(véhs)

1
o 2 4 5 g 10 12 14 16 15 20
cycles(s)

FIGURE 2.9 — Résultats de la simulation 3

Nous allons maintenant souligner les avantages de notre commande proposée par rap-
port aux autres méthodes existantes. Dans cette optique, nous avons choisi de comparer
notre commande et la commande fixe utilisée dans la majorité des réseaux de transport.
En effet, le temps du feu vert est considéré fixe entre 30 et 40 secondes. Cette durée est une
généralité et peut subir quelques variations limitées. La figure 2.10 montre 1’application
de notre commande au systeme (2.36).

Chaque sous-figure représente la variation du nombre de véhicules dans les voies qui
ont la méme capacité. Puisque nous avons choisi 7 valeurs différentes pour la capacité des
voies x* dans les parametres de I’exemple, alors nous avons 7 sous-figures. Dans le tableau

suivant, nous regroupons les différentes voies avec leurs capacités correspondantes.

Numéro de voie capacité (veh)
21 44
10,12,32 42
1,3,6,7,13,14,16,17,19,23,26,27,28,29 | 40
4,20 37
2,9,15,18,25 35
11 32
5,8,22,24,30,31 30

TABLE 2.3 — Capacités des voies
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FIGURE 2.10 — Evolution d’état x sous la commande proposée

Revenons maintenant au résultat des simulations, nous pouvons voir que chaque courbe
d’état varie tout en restant sous la capacité de sa voie. Ainsi, les contraintes sur 1’état
(2.39) sont respectées.

D’autre part, en appliquant la commande standard 40s au systeme (2.36), le résultat

suivant est obtenu.
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FIGURE 2.11 — Evolution d’état  sous la commande standard

Nous pouvons remarquer que plusieurs courbes dépassent les capacités des voies.
Ainsi, la stratégie des feux fixes n’est pas capable d’empécher la congestion dans le ré-
seau.

En conclusion, ces simulations montrent 1’efficacité de notre stratégie de contrdle par
rapport 2 la stratégie des feux fixes. En effet, non seulement elle rend le systeme dissipatif

mais aussi respecte les contraintes sur I’état et la commande.
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2.10 Conclusion

Dans ce chapitre, une approche basée sur la commande dissipative a été adaptée avec
succes et appliquée aux réseau de carrefours a feux. L'idée était de proposer une com-
mande dissipative améliorant celle proposée dans le travail de Zhou [54] et aller plus loin
dans son application. En effet, nous avons exprimé dans ce travail la fonction d’approvi-
sionnent qui relie le systeme et 1’extérieur en tenant compte des flux entrants et sortants.
De plus, nous avons adapté la commande développée pour un systeme isolé afin de stabi-
liser le systeme autour de son état d’équilibre.

Dans un premier temps, une approche entre le systeme de transport et celui de thermo-
dynamique a été présentée. L’ objectif était de souligner que la signification de I’ ordre est
opposée entre les deux systemes. Autrement dit, la disentropie thermodynamique (mesure
de I’ordre) correspond a I’entropie de transport (mesure de désordre). Dans un deuxieéme
temps, le principe de la commande dissipative a ét€ donné dans sa formulation la plus
générale, puis un examen a été fait afin de mettre en évidence ses avantages. Ensuite,
une spécialisation du probleme de la commande dissipative aux systemes des carrefours
a feux a été réalisée. En considérant I’entropie comme étant 1’énergie stockée dans le sys-
teme, nous avons élaboré une loi de commande rendant le systeme dissipatif, c’est a dire
permettant de rendre le systeme mieux organisé. Cette étude est faite dans une formula-
tion qui prend en compte explicitement les contraintes aussi bien sur la commande que
sur I’état.

Enfin, les résultats des simulations ont démontré I’ efficacité de la commande a dissiper
en temps réel les véhicules ainsi que la flexibilité de son application. Cependant, il faut
noter que I’effet des perturbations sur le comportement du systeme est difficile a maitriser,
et en particulier la stabilité peut ne pas €tre garantie.

Ce dernier point est un handicap qui est, a notre sens, sérieux. En effet, il enleve a
I’approche des systeme dissipatifs I’un de ses principaux avantages, a savoir la possibilité
de réaliser un compromis entre un comportement souhaité et le colit de la commande
nécessaire pour 1’obtenir. D’ou, la nécessité de développer un observateur estimant ces

incertitudes. C’est le sujet du chapitre suivant.
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CHAPITRE 3

STABILISATION AU SENS DE
LYAPUNOV DES RESEAUX DE
TRANSPORT

3.1 Introduction

Les réseaux de transport sont des systemes complexes a grande échelle soumis a des
contraintes physiques et a des exigences de sécurité. Ces limitations sont représentées
dans la majorité des cas par des contraintes sur 1’état et la commande. De plus, un ré-
seau de transport urbain est toujours soumis a des incertitudes inconnues en raison de la
présence d’entrées non mesurables. Afin de garantir 1’efficacité des stratégies de contrdle
proposées, la prise en compte de ces contraintes dans la conception de la commande des
feux de circulation et I’estimation de ces incertitudes sont inévitables.

Comme dans le chapitre précédent, notre objectif dans ce chapitre est d’établir une
stratégie de commande afin d’éviter la congestion dans le réseau de transport soumis a
des incertitudes additives. Cet objectif peut étre atteint en stabilisant les voies autour de
leurs situations nominales ou le risque de la génération de congestion est trés faible. Par
ailleurs, la présence des incertitudes dans le systeme peut avoir des impacts négatifs sur
les performances de la commande. C’est la raison pour laquelle un observateur doit étre
établi pour estimer les incertitudes dans chaque cycle et ensuite améliorer la robustesse

de la commande proposée.
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Dans un premier temps, nous faisons une breve introduction sur I’observateur des sys-
temes discrets linéaires. Ensuite, afin d’obtenir un modele linéaire commandé par les feux,
nous définissons les flux entrants et sortants par leurs expressions dans le modele proposé
dans le chapitre précédent. Une fois le réseau modélisé, une commande par retour d’état
stabilisant les voies tout en respectant les contraintes sur I’état et la commande est éta-
blie. En outre, afin d’estimer les incertitudes susceptibles d’avoir des impacts négatifs sur
les performances de la commande, un observateur est proposé pour atteindre cet objectif.
Finalement, plusieurs simulations sont réalisées pour montrer 1’efficacité de 1’observateur

et de la commande proposés avec différents niveaux d’incertitudes.

3.2 Sur ’observateur

Les modeles mathématiques décrivant les phénomenes physiques sont souvent mal
connus a cause de la présence des incertitudes. Ces derniers peuvent dégrader les perfor-
mances des commandes découlant d’un choix impropre des valeurs des parametres.

Afin de remédier a ces inconvénients, un observateur estimant les incertitudes a partir
des mesures des entrées et des sorties, doit alors étre utilisé (voir figure 3.1). Notons
bien qu’un observateur peut étre réalisé si le systeme est observable, ¢’est-a-dire qu’il est
possible de reconstruire 1’état initial a partir de I’information sur ses entrées et ses sorties

pendant un intervalle de temps fini.

\Z‘ Incertitudes

Svstéme a commander

Actions 5
ns_ Entrées

»
>

h 4

Processus

[ Sorties mesurées
Capteur ——»

A Y

-
I_Eslimariundesim:enitudes If— Observateur

FIGURE 3.1 — Observateur du systeme
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Soit le systéme suivant :

{ z(k +1) = Az(k) + Bu(k) 3.1)

y(k) = Cx(k)

oz € R", u € R™, y € R? et les matrices A, B et C sont des matrices constantes de
dimension appropriée.

Considérons la matrice d’observabilité pour ce systeme comme suit :
O(A,C’) — [CT, CAT, 7(C«An71)T]T
Le résultat classique d’observabilité du systeme (3.1) établi par Kalman est le suivant :

Théoreme 3.1 Le systeme (3.1) est dit observable si et seulement si [68] :
rangOa,cy =n

Pour ce type de systeme, I’observateur a été introduit pour la premiere fois par Luen-

berger [69] conduisant a I’estimation de 1’état.

Théoreme 3.2 Si le systeme (3.1) est observable et si les valeurs propres de la matrice
A— LC sont dans le cercle unité avec L une matrice de gain, alors il existe un observateur

asymptotique pour (3.1) sous la forme suivante :
z(k+1) = Az(k) + Bu(k) + L(y(k) — Cz(k))

Soit e(k) = x(k) — (k) Perreur entre la valeur réelle et la valeur estimée du systeme. Il
s’ensuit :
e(k+1)=(A— LC)e(k)

Il est clair qu’il faut choisir judicieusement les valeurs propres de la matrice A — Lc¢

car elles influent sur la vitesse de convergence asymptotique.

3.3 Modele linéaire du réseau de transport

Dans le chapitre précédent, nous avons obtenu 1’équation d’état du réseau de transport

sous la forme suivante :

x(k+1) =x(k) + Lge(k) + r(k) — d(k) (3.2)



70 Chap 3. Stabilisation au sens de Lyapunov des réseaux de transport

Rappelons que ce modele n’est valable que dans la situation saturée (voir chapitre 2).
Dans le modele "stocker-et-transférer”, les flux entrants 7;(k) et les flux sortants d;(k)

sont donnés par (voir [70]) :
ri(k) = qi(k)c (3.3)

dl(k’) = Si)\i,igei(k) (34)

ol c est le temps du cycle des feux et (k) est le débit d’entrée de la i-eme voie. Ainsi, le

systeme de transport est représenté par I’équation suivante :
z(k+1) = x(k) + Lge(k) + q(k)c — Dge(k) = x(k) + q(k)c+ (L — D)ge(k) (3.5)

ou D est une matrice diagonale n x n dont les éléments diagonaux sont s;\; ;. De plus,
nous savons que le cycle est divisé en plusieurs phases. Chaque phase comprend un temps
perdu [, et un temps de vert effectif g.. Considérons I’intersection a deux phases repré-

sentée dans la figure 3.2. Puisque le cycle est divisé en deux phases, il y a deux temps des

J :
E
Mov. 1 Mov. 2 Moy, 1 Moyv. 2
o1 g, IR E e

™
|
=

phase 1 phase 2

ov
Mov. 4

Mov. 3

FIGURE 3.2 — Intersection en deux phases de 4 voies

verts effectifs (ge,, ge,) et deux temps perdus (l,, , l,,). Généralement, la somme de tous les
temps des verts effectifs dans une intersection est constant car le temps perdu et le cycle
sont considérés fixes [9]. Mathématiquement, cela signifie que ge, + ge, = ¢ — (Lo, + o)
pour les deux phases. Il s’ensuit que g., et g., ne sont pas indépendants. Ainsi, si g., est

choisi comme la variable de commande, les temps des verts effectifs de quatre mouve-
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ments peuvent étre présentés par la relation linéaire suivante :

Geq 1
. 1
Ge, _ Gor +
Gey —1 c— (lo, +1o,)
Jes -1 c— (loy +1oy)

Cette derniere équation est formulée pour chaque intersection. Ainsi, pour un réseau de
transport, nous pouvons écrire :
ge =Gu+¢§ (3.6)

ouu € R™ est le vecteur des temps des verts effectifs indépendants, G € R"*™ et £ € R”
sont respectivement une matrice fixe et un vecteur fixe.

En remplacant 1’équation (3.6) dans (3.5), nous obtenons :

x(k+1) = z(k) + q(k)c + (L — D)(Gu(k) + )
= x(k) + q(k)c+ (L — D)Gu(k) + (L — D)
=x(k) + Bu(k) + h+ q(k)c (3.7)

ou B=(L—D)GeR™eth=(L— D). Ainsi, le systtme se trouve modéliser par
un modele linéaire a temps discret avec des incertitudes additives, dues a la présence des
entrées non mesurables ¢ (k).

Rappelons que ce systeme doit respecter les contraintes sur 1’état et sur la commande
comme dans le chapitre précedent, c’est a dire = et v doivent appartenir respectivement

aux ensembles suivants :
E,={zeR"/ 0<z<z"} (3.8)

Uu = {’U, c Rm/ Upmin < U < umax} (39)

3.4 L’objectif de la commande et solution proposée

Dans le domaine de transport, la situation nominale x se produit lorsque I’entrée de
chaque voie est égale a sa sortie [9]. Ainsi, le risque de génération de la congestion dans le
réseau lors de cette situation est tres faible. Mathématiquement, cette situation se traduit
par :

x(k+1)=xz(k) =y
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Cela implique a son tour, d’apres I’équation (3.7) que :
gnc+ Buy +h =0

ou ¢y est le débit nominal d’entrée et u est la variable de commande nominale. Ainsi,
I’objectif est de trouver une commande par retour d’état des feux de circulation capable
de stabiliser I’état (k) autour de xy, tout en respectant les contraintes sur 1’état et la
commande.

A cet égard, définissons le nouveau vecteur de commande v(k) = u(k) — uy, le
nouveau vecteur d’état y(k) = x(k) — xx et le nouveau vecteur d’incertitudes w(k) =
(q(k) — qn)c. Avec ces changements de variables et avec gyc+ Buy + h = 0, I’équation

(3.7) se réécrit comme suit :
y(k+1) =y(k) + Bu(k) + w(k) (3.10)
D’autre part, les ensembles des contraintes U, et [£, deviennent respectivement :

U,={veR™/ —v,<v<u} (3.11)
E,={yeR"/ —y<yk) <y} (3.12)

ol Vg = UN — Umin » V1 = Umaz — UN, Yo = Ty €LYy = ° — xN.

Il est clair que stabiliser 1’état z(k) autour de sa situation nominale x revient a trou-
ver une commande par retour d’état qui stabilise 1’état y(k) autour de zéro tout en respec-
tant les contraintes (3.11) et (3.12). A cette fin, définissons la commande par retour d’état
suivante :

v(k) = Gy(k) + « (3.13)

ou G € R™™ et a € R™. Le role du vecteur « sera expliqué plus tard. En utilisant cette

commande, le systeme (3.10) prend la forme suivante :
ylk+1) = Ay(k)+ 5 (3.14)

ou A =1+ BGetf = Ba+w(k).Soit V(y) = y* Py la fonction de Lyapunov associée
au systeme (3.14), ou P est une matrice symétrique définie positive. Ainsi, la variation de

AV (y) le long de la trajectoire du systéme (3.14) est donnée par :

AV(y) =V(y(k+1)) = V(y(k)) = y" [A"PA— Ply + f(B) (3.15)

f(B)=2y"A"PB+ " PB (3.16)



3.4 L’ objectif de la commande et solution proposée 73

Il est clair que AV(y) < 0siy?[ATPA — Ply < 0 et f(3) < 0. Tout d’abord, nous
allons trouver les conditions sur G pour que la matrice A" PA — P = (I + BG)TP(I +
BG) — P soit définie négative. En effet, observons que (I + BG)TP(I + BG) — P <0
est équivalente a :

P—(I+ BG)'P(I +BG) =0 (3.17)

ou le symbole > signifie que la matrice de gauche est définie positive. En multipliant a
droite et a gauche I’expression P — (I + BG)T P(I + BG) par P~!, nous trouvons :

Pt — (P +BGP Y P(P'+BGP™) =0
Posons Q = P~!etY = G(Q, la derniére inégalité devient :
Q- (Q+BY)'Q Y Q+BY)=0

D’apres le lemme de Shur [57], les conditions sur G pour que Q — (Q + BY)TQ~Y(Q +

BY’) soit définie positive sont représentées par la LMI suivante :

Q  Q+Y'B!
Q+ BY Q

) ~0, Q=P Y=0GQ (3.18)

Ceci fait, regardons maintenant les conditions sur 3 pour que f(/3) soit définie néga-

tive. En effet, considérons § = —2 Ay, nous avons alors :
20T ATPB = —0T Pp
Ainsi, en introduisant ¢ dans 1’équation (3.16), nous obtenons :
J(8) = —20"PB + BTPB = (8 0)"P(5 — 0) — 6" PO

Donc, si 8 = 6, alors :
f(p) = —0TPo <0 (3.19)

car P est définie positive. Ainsi, nous obtenons le théoreme suivant :

Théoreme 3.3 Pour que le systeme (3.14) soit asymptotiquement stable par la commande

v = Gy + «, il est suffisant que [ = —2Ay et que la LMI suivante soit faisable :

( Q  Q+YTBT

_ p—1 _
0 By 0 )»0, Q=P Y=GQ
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Pour présenter la forme finale de la commande par retour d’état capable d’assurer la

stabilisation, nous devons déterminer «. En effet, a partir de 5 = Ba + w(k), il s’ensuit :
Ba = —w(k) = —2Ay(k) — w(k) (3.20)

Puisque B est une matrice rectangulaire et son rang est égal au nombre de ses colonnes m,
nous allons faire appel 2 la pseudo-inverse de la matrice B, a savoir BT = (BT B)~!BT.
Ainsi, en utilisant le fait que B™B = I et en pré-multipliant 1’équation (3.20) par B,
nous obtenons :

a = BT(=24y(k) — w(k)) (3.21)
Ainsi, la commande par retour d’état (3.13) peut étre présentée par la forme suivante :

v = Gy(k) + B (=24y(k) — w(k)) (3.22)

A ce stade de la présentation, le probléme maintenant est la présence des incertitudes
w(k) dans la formulation de la commande. Ces incertitudes peuvent avoir des impacts né-
gatifs sur les performances de la commande. C’est la raison pour laquelle un observateur

estimant ces incertitudes sera développé dans la suite.

3.4.1 Synthese d’un observateur

Cette sous-section est consacrée a I’estimation des incertitudes w(k) dans le systeme.

Dans ce contexte, le systeme est présenté par la forme entrée-sortie suivante :

{ y(k +1) = y(k) + Bo(k) + w(k)
z(k) = y(k)

ou z € R" est la sortie mesurée. En utilisant la commande (3.22) dans (3.23), le systeéme

(3.23)

devient :

y(k+1) = y(k) + BGy(k) — 2BB* Ay(k) — BBTw(k) + w(k)
= Fy(k) + Mw(k)

ot F=1+BG—-2BBtTAec R et M =1— BB" € R"™". Ainsi, le systéme peut se

réécrire comme :

{ y(k+1) = Fy(k) + Mw(k) (3.24)

z(k) = y(k)
Nous sommes maintenant préts a introduire 1’observateur estimant les incertitudes du
systeme (3.24). Pour ce faire, soit rang(M) = r, deux cas sont a considérer (pour plus
de détails voir [71] et [72]) :
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Cas1: Sir = n,’observateur est de la forme :
y(k+1) = Fy(k) + Li(2(k) — 2(k)) + Mw(k)
wk+1)=w(k)+ Ni(z(k) — 2(k)) (3.25)
(k) = (k)

ou g, Z et w sont respectivement les estimations de 1’état, de la sortie et des incertitudes.

En outre, L; € R™*"™ et N; € R™", Définissons 1’erreur d’estimation d’état et I’erreur

d’estimation des incertitudes respectivement par :
e =y(k) = g(k), ex=w(k)—w(k)
Il s’ensuit :

Uppr = y(k+1) =gk +1) = (F — L1)Ap + Mey,
thrn =wk +1) =0k +1) = —N1Ap + e + Aw(k)

U A s
peut étre présenté

ol Aw(k) = w(k+1) —w(k). Ainsi, le vecteur d’erreur e(k) = (
€k

par I’équation suivante :
e(k+1) = Are(k) + (k) (3.26)

o (F-L M (0
ou Ay —( N, I) et 51(k) = (Aw(k))

Nous allons maintenant trouver les conditions sous lesquelles I’erreur e(k) est asymp-
totiquement stable autour de zéro afin que 1’estimation soit la plus proche possible de la
mesure réelle. Pour ce faire, soit V(e) = e’e la fonction de Lyapunov associée au systéme

(3.26) . Ainsi, le long de la trajectoire du systeme (3.26) nous avons :

AV(e) = el (k+ 1)e(k +1) — e (k)e(k) = T [AT A, — Ie + f(B1) (3.27)

F(Br) =2¢" AT B+ B B (3.28)

Observons que 1’équation (3.27) est similaire a I’équation (3.15) avec P remplacé par I,
y par e et 5 par 1. D’ou, en suivant les mémes arguments précédents de la section 3.4,

nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 3.1 Pour que I’équilibre e = 0 soit asymptotiquement stable, il est suffisant

que 31 = —2A;e et que la LMI suivante soit faisable :

I AT
4 s >0 (3.29)
1
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Avant de présenter le résultat final du premier cas, remarquons qu’apres I’estimation des

incertitudes dans le systeme, la valeur estimée de o est donnée par :
a =B (-2Aj(k) — (k)

En outre, une propriété remarquable des LMIs est la possibilité de regrouper plusieurs
LMIs en une seule LMI bloc-diagonale. Ainsi, a la lumiere de ces deux observations,

nous pouvons formuler le résultat suivant :

Théoreme 3.4 Pour que le systeme (3.14) soit asymptotiquement stable par la commande
v =Gy + Bt(—2Ay(k) — @(k)), il est suffisant que la LMI suivante soit faisable.

Q Q+Y"'B"

BY
Q+ ? =0, Q=P Y = GQ:

ou O est une matrice nulle de dimension appropriée.

Cas 2: Sir < n,alors il est bien connu qu’il existe deux matrices M; € R™" et
M, € R™ ™ dont leur rang est r et tel que M = M; M, (voir [73]). Ainsi, le systeme

(3.24) peut se réécrire sous la forme suivante :

{ y(k +1) = Fy(k) + Myo(k)
z(k) = y(k)

ol w(k) = Myw(k). Ainsi, w(k) sera estimée par 1’observateur suivant :

Gk +1) = Fg(k) + Li(2(k) — 2(k)) + Myio(k)
ok +1) = &(k) + Ny(z(k) — 2(k)) (3.30)
2(k) = g(k)

Il est clair que le systeme (3.30) est aussi similaire au systeme (3.25) avec M remplacée
par M; et &(k+1) par &(k + 1). De méme, le vecteur d’erreur dynamique sera également

F—-Li M 0
similaire a I’équation (3.26) avec Ay, = ! " et Po(k) = . Ainsi,
-Ny T Aw(k)

en suivant les mémes lignes de raisonnement que dans la proposition 3.1, nous avons le

résultat suivant :
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Proposition 3.2 Pour que I’équilibre e = 0 soit asymptotiquement stable, il est suffisant

que Py = —2Ase et que la LMI suivante soit faisable :

I AT
A / =0 (3.31)
2

Par ailleurs, Mow(k) = w(k) = &(k) et la matrice M- est non-carrée et son rang est égal
au nombre de ses lignes r, alors il est bien connu que la solution w(k) est donnée par
[74] :

w(k) = My o(k) + (I — My My)® (3.32)

ot ® € R" est un vecteur libre et M, = M](MyM$)™! est la pseudo-inverse de la
matrice M,. En résumé, comme dans le cas 1, le résultat final du cas 2 est donné par

théoréme suivant :

Théoreme 3.5 Pour que le systeme (3.14) soit asymptotiquement stable par la commande
v = Gy+ B (—2A39(k) — M (k) — (I — My My)®), il est suffisant que la LMI suivante

soit faisable.

Q Q+Y'B"

BY
QF @ =0, Q=P Y =GO:

Remarque 3.1 Puisque ¢ est un vecteur libre, le théoréme 3.5 donne une commande par
retour d’état v explicite mais non unique. Ce degré de liberté dans le choix du vecteur ®
est certainement un avantage qui peut étre exploité pour améliorer les performances de la

commande. >

Remarque 3.2 Considérons que les temps des verts effectifs des voies sont indépendants.
En d’autres termes, chaque voie dans une intersection est gérée par son propre feu de
circulation. Dans ce cas, la matrice B est une matrice n X n inversible. Ainsi, la commande
(3.22) devient v = Gy(k) + B~'(—2Ay(k) — w(k)). En utilisant cette commande dans

(3.23), le systeme s’écrit comme suit :

y(k +1) = Sy(k)
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ou S = I+ BG —2A € R"". Remarquons tout de suite que les incertitudes n’ap-
paraissent plus dans le systeme. Par conséquent, la commande proposée non seulement
stabilise le systeme, mais joue €galement le role de compensateur de ses incertitudes.
Dans ce cas, il suffit d’estimer les incertitudes du systeéme en suivant les mémes lignes de

raisonnement que pour le systeme (3.24) avec [' = M = [.

kE+1)=y(k)+w(k
y(k+1) = (k) + (k) .
2(k) = y(k)
Une fois les incertitudes du systeme estimées, nous remplagons leurs valeurs dans
la commande (3.22) et nous imposons cette commande proposée au systeme original

(3.23). >

Passons maintenant au probleme des contraintes du systeme. En effet, comme déja
mentionné, 1’état y et la commande v doivent respecter les contraintes (3.11) et (3.12)
respectivement. En outre, nous avons démontré dans le chapitre précédent que cela peut

étre atteint si la commande assure ’inclusion :
E, CU,

avecU, ={y e R"/ —pu<Gy<op},oup=1v—aety=a+ v, Observons que

les contraintes (3.11) et (3.12) peuvent s’écrire sous les formes polyédriques suivantes :

et ()= ()
U, = {yer/ <—G)y : (i>}

Ainsi, en appliquant le lemme de Hennet 2.1 et en posant U = (%) et C = (), Ia

condition E, C U, est équivalente a I’existence d’une matrice K € R¥"**" telle que

() (%
0)<()

. K Ky , ) . )
Définissons K = . Il s’ensuit des équations (3.34) et (3.35) que :
Ko Koo
Ky —Kp=G (3.36)
Ko — Ky =G (3.37)
Kiiyn + Kigye < (3.38)

Koiyr + Kaoye < (3.39)
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Ainsi, nous avons :
G =K — Ky =Ky — Ky (3.40)

En suivant les mémes lignes de raisonnement que dans le chapitre précédent, nous avons

la proposition suivante :

Proposition 3.3 Pour que E,, C U,, il suffit qu’il existe deux matrices non-négatives PP et

Q telles que :
P-Q=G (3.41)
Py, + Qua < ¢ (3.42)
Qu1 + Py < (3.43)

Preuve: Supposons que toutes les conditions sont satisfaites et considérons y € [E,, c’est
a dire,

Y2 <Y<
Puisque P > 0 et Q > 0, alors en pré-multipliant la derniére inégalité par P et —(Q, nous

obtenons :

—Py, <Py <Py,
—Quy1 < -Qy < Qys

La somme de ces inégalités avec les conditions (3.42) et (3.43) conduisent a :

< =Py —Quun < (P-Q)y <Py1 + Qy2 < 0

ce qui implique que y € U, et compleéte la preuve. |
Notre objectif maintenant est de présenter les inégalités (3.42) et (3.43) sous forme

LMLI. En effet, (3.42) et (3.43) peuvent étre présentées comme suit :

vi — Piyn — Qiye > 0, (3.44)
i — Qiyr —Piya >0, Vi=1--- 'm (3.45)

ou P; et Q; sont les :-eme lignes de P et Q respectivement. Puisque P > 0, Q > O et y; >
|Pi ”yl || >

0, I’application de I’inégalité de Cauchy-Schwarz nous conduit a —P;y; > —

—|IP:||* |ly1]|- En suivant le méme raisonnement du chapitre 2 et en considérant J; =

W;Li” - %i’ﬁ, I’inégalité H“;’—l"” — %i’ﬁ - IPy]P’iT > 0 devient équivalente a la LMI suivante :

=0, Vi=1---,m (3.46)
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De méme, pour I'inégalité (3.45), nous obtenons :

Jo Q
, =0, Vi=1---'m (3.47)
QI
ol Jy, = m - % Ceci conduit donc au théoréme suivant :

Théoreme 3.6 L’inclusion E, C U, est assuré s’il existe deux matrices non-négatives IP

et Q solutions de la LMI suivante :

Jio P
@)

BT 1 |
iov Pl_leGhlzlavm
JQ QZ

QI

Nous sommes maintenant préts a présenter le résultat final de chaque cas étudié. Pour ce

faire, rappelons d’abord que r = rang(M ).

Cas1: Sir = n,nous avons le résultat suivant :

Théoreme 3.7 Pour que la commande v(k) = Gy(k) + BT (—2Ay(k) — w(k)) stabilise
le systeme autour de sa situation nominale en respectant les contraintes sur [’état et la

commande, il suffit que les LMIs suivantes soient faisables.

Q Q—l—YTBT
O
+ BY
¢ “ -0, Q=P Y =GQ
[ AT
)
Ay I
Jl ]P)z
©)
PTT |
iov ]P)'L_QZ:G’M@:lvvm
JQ @’L
O
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Cas2: Sir < n,nous avons le théoreme suivant :

Théoréme 3.8 Pour que la commande v(k) = Gy(k) + BT (—2Ag(k) — My (k) —
(I — My My)®) stabilise le systeme autour de sa situation nominale en respectant les

contraintes sur l’état et sur la commande, il suffit que les LMIs suivantes soient faisables.

9] Q+YTBT
O
@+BY ? =0, Q=P Y =GQ;
1 AT
@)
Ay I
Ji P
@)
P/ 1 ,
=0, P,-Q,=G;i=1,---,m
Jo Qs
)
QI

3.5 Exemple d’application

Considérons I’exemple du réseau de transport montré dans la figure 3.3. Ce réseau
comprend 12 intersections représentées par les blocs blancs numérotés 12, 21, 22, 23, 24,
31,32, 33, 34,42, 43 et 54. Les blocs gris représentent 1’extérieur du réseau, qui sont les
sources des incertitudes du systeme. Pour ce réseau, nous avons 48 voies et 12 variables

de contrdle indépendantes.
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FIGURE 3.3 — Réseau de transport [2]

Les parametres utilisés dans cet exemple sont regroupés dans le tableau suivant :

TABLE 3.1 — Parametres utilisés dans 1’exemple

Cycle ¢ = 80s Proportion d’échange \; ; = 0.4
Temps minimal du feu vert w,,,;,, = 15s Capacité des voies * = 50véh
Temps maximal du feu vert u,,,,, = 555 Etat nominal 2y = 10véh
Débit de saturation vertical s; = 0.5véh/s Contrdle nominal uy = 35s

Débit de saturation horizontal s; = 0.5véh/s

Proportion d’échange \; j— = 0.2

Tout d’abord, afin de montrer 1’efficacité de I’observateur, deux simulations sont réa-
lisées. Dans ces simulations, le rang de la matrice M est égal a r = 36 < n = 48 (voir
le cas 2). D’ou, en implémentant la stratégie du théoreme 3.5 et en utilisant I’outil Matlab
CVX [75], les matrices GG, N; et L, sont déterminées. Les résultats de ces simulations

sont présentés dans les deux figures 3.4 et 3.5 respectivement.
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e

Etat y et son estimation y

1t .

af 1

n] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

FIGURE 3.4 — Estimation d’état y pour les 48 voies

258

20 r — |

15 1

10 | 1

Incertitudes

_ml ]

-15 | .

Voies

FIGURE 3.5 — Estimation des incertitudes w pour les 48 voies

Nous pouvons immédiatement constater que les estimations des états et des incerti-
tudes suivent les états et les incertitudes réels correspondants pour les 48 voies du réseau.
De plus, les figures 3.6 et 3.7 montrent la valeur absolue de la différence y — 7 et 0 — &
respectivement. Nous pouvons remarquer que la différence entre les valeurs réelles et les

valeurs estimées est au maximum de 0, 6 véhicule dans le cas de I’estimation des incer-
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titudes. Cette différence est acceptable dans le domaine de transport, car il n’est pas tres
génant pour un systeme de transport de faire entrer quelques véhicules de plus dans le ré-
seau. Par conséquent, ces résultats confirment les bonnes performances de 1’observateur

proposé.

0.25
0.24 ]
0.23 .
0.22 ]
0.21 1
0.2
0.19
0.18
0.7
0.16
0.15
0.14 ]
0.13 .
012 .
011 ¢ .

y=

Voies

FIGURE 3.6 — Variation de |y — ¢| pour les 48 voies

0.65
0.64 ]
0.63 ]
0.62 .
0.61 .

0.6 .
0.59 r .
0.58 .
0.57 ]
0.56 .
0.55 ]
0.54 ]
0.53 .

0.52 r
0.51 \ 1

0.5

W —

Voies

FIGURE 3.7 — Variation de | — &| pour les 48 voies
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Ensuite, pour le probleme de la stabilisation, la commande par retour d’état élabo-

rée dans le théoreme 3.8 est considérée. Les figures 3.8 et 3.9 montrent I’évolution des

vecteurs d’état y et x sous la commande proposée.

8 a ' -
o 5 10 15 20 25 30 34 40
cycles

FIGURE 3.8 — Evolution de 1’état y

Etat x

cycles

FIGURE 3.9 — Evolution de I’état z

Nous pouvons voir dans la figure 3.8 que I’état y(k), qui prend différentes valeurs au

début, est stabilisé autour de zéro apres 25 cycles. Il convient de noter que y peut étre
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négatif selon la contrainte (3.12). Nous pouvons également remarquer dans la figure 3.9
que le nombre de véhicules est toujours inférieur a la capacité des voies z* = 50 véh, ce
qui prouve I’efficacité de la stratégie a éviter la congestion dans le réseau.

De plus, le tableau 3.2 montre plusieurs valeurs de la commande u pendant les dix
premiers cycles. Nous pouvons remarquer que la commande u se situe non seulement
entre sa valeur minimale 15s et maximale 55s, mais aussi il est tres proche de la valeur
nominale uy = 35s. Ces résultats prouvent a nouveau 1’efficacité de la commande tout

en respectant ses conditions aux limites.

TABLE 3.2 — Variation des temps des feux verts
cycle 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

325 428 35 351 353 352 35 35 354 351
348 35 349 349 351 35 349 349 35 348
35.1 351 349 349 351 35 35 349 351 35.1
37.8 272 349 35 35 349 351 35 348 349
349 343 245 349 349 35 351 35 35 352
348 35 349 351 35 349 351 349 35 351
349 348 349 351 349 351 348 35 35 349
349 348 35 351 351 348 349 348 35 35

348 349 35 35 349 351 352 348 351 35

35 357 351 351 35 349 35 348 35 35

32.1 435 35.1 349 348 351 349 349 351 349
324 43,6 35 351 352 352 349 351 351 349

Finalement, afin de montrer les performances de notre observateur et de notre com-
mande proposés quel que soit le niveau des incertitudes, nous réalisons les mémes simu-
lations avec un niveau d’incertitudes plus élevé. En effet, comme le montre la figure 3.10,
la valeur des incertitudes dans chaque cycle est presque le double de celle prise dans les

simulations précédentes.
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Incertitudes

Voies

FIGURE 3.10 — Estimation des incertitudes w pour les 48 voies
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FIGURE 3.11 — Variation de |@ — &| pour les 48 voies
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FIGURE 3.12 — Evolution de I’état y

Etat x

2
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cvcles

FIGURE 3.13 — Evolution de I’état z
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TABLE 3.3 — Variation des temps des feux verts
cycle 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

316 392 35 355 351 352 351 352 349 35

349 35 347 349 351 35 349 359 348 358
35 353 349 349 352 351 365 35 351 35.1
358 352 349 358 35 349 353 35 348 346
38.1 343 353 359 349 35 351 35 349 353
37.8 35 349 351 345 349 351 319 35 352
319 348 382 351 348 35 348 353 354 352
349 348 352 35 351 348 349 348 35 353
348 349 35 35 349 351 352 348 351 348
35.1 357 351 351 35 349 352 348 35 35

32.1 385 351 352 348 351 349 349 353 345
323 437 35 351 352 354 349 349 35 352

Nous remarquons que les résultats sont Iégerement modifiés mais toutes les remarques
formulées pour les simulations précédentes restent valables pour celles-ci. Ainsi, malgré

le niveau élevé d’incertitude, notre stratégie de contrdle proposée reste efficace.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, une stratégie de commande des feux de circulation stabilisant le
réseau de transport autour de sa situation nominale a été proposée. Cette commande res-
pecte les contraintes sur I’état et sur la commande. De plus, en raison de la présence des
incertitudes qui peuvent nuire aux performances de la commande proposée, un observa-
teur a été congu pour les estimer. Les conditions de la stabilisation ont été présentées en
terme des LMIs et résolues en utilisant 1’outil CVX sous MATLAB. Enfin, les simula-
tions ont démontré 1’efficacité et les avantages de 1’approche proposée. En effet, I'un des
avantages les plus importants de notre stratégie est la mise en ceuvre de la commande
et de ’observateur dans le réseau en temps réel. Cela peut étre une bonne indication de
la capacité de déploiement de notre stratégie de contrdle dans les applications du monde
réel.

Finalement, malgré tous les avantages de cette commande, il souffre d’un inconvénient

principal, a savoir, stabiliser le systeme en temps fini. Pour remédier a cet inconvénient,
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nous allons essayer de développer dans le chapitre suivant une commande basée sur la
stabilité en temps fini. En effet, contrairement a la stabilité classique au sens de Lyapunov,
la stabilité en temps fini est définie par rapport a un intervalle de temps bien déterminé.
Ce concept est tres bien adapté aux systemes de transport car, par exemple, la situation de

congestion doit atteindre I’état d’équilibre dans un délai prescrit.



CHAPITRE 4

STABILITE EN TEMPS FINI DES
RESEAUX DE TRANSPORT

4.1 Introduction

L’ objectif de ce chapitre est d’utiliser le concept de la stabilisation en temps fini (FTS)
pour la régulation a priori des carrefours signalisés. En effet, I’idée consiste a forcer les
états du systeme de transport a rester dans une bande spécifiée pendant un intervalle de
temps bien défini. Ce type de stabilisation est considéré important surtout dans les appli-
cations pratiques qui cherchent a garantir de bonnes performances.

Comme il est souligné dans la conclusion du chapitre précédent, I’inconvénient de
la stabilité au sens de Lyapunov est son incapacité a stabiliser le systeme pendant une
période finie. Pour remédier a cet inconvénient, nous développons dans ce chapitre une
commande basée sur le concept de stabilité en temps fini (FTS). L’objectif est de garder
le nombre de véhicules en dessous des capacités des voies pendant un intervalle de temps
bien défini.

Pour avoir une commande performante, nous allons utiliser un systeéme libre d’incerti-
tudes considéré comme un systéme de comparaison de I’original. Le travail sur le systéme
de comparaison présente deux avantages importants. Tout d’abord, la commande propo-
sée est plus efficace en raison de I’absence des parametres inconnus dans le systeme. Le
deuxieme avantage réside dans le fait qu’une commande par retour d’état mesure la sortie

du systeme a chaque cycle afin de manipuler I’entrée du cycle suivant. Ces mesures sont
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effectuées généralement a 1’aide des capteurs qui sont assujettis a leur tour a des pertur-
bations diverses et, par conséquent, les informations issues de ces outils de mesure sont
souvent approximatives. Ceci est considéré comme 1’un des inconvénients de la com-
mande par retour d’état. Cependant, 1’utilisation des systemes de comparaison évite ce
probléme puisqu’aucune mesure de la sortie n’est demandée.

Le chapitre est organisé selon le schéma suivant : La section 4.2 présente une breve
introduction a la théorie de la stabilité en temps fini. Dans la section 4.3, nous précisons
la définition du probleme de commande qui nous concerne. Une fois le probleme est
bien défini, nous donnons sous forme des relations matricielles linéaires les conditions
suffisantes pour la stabilisation en temps fini de notre systeme. Dans une derniere partie,

nous réalisons des simulations prouvant I’efficacité de notre stratégie proposée.

4.2 Sur la stabilisation en temps fini (F'TS)

La stabilisation en temps fini (FT'S) est un concept qui a été introduit pour la premicre
fois dans les années 1950 ([76], [77]). Le concept "FTS" differe de la stabilité classique de
Lyapunov par deux notions importantes. Tout d’abord, il traite les systemes dont 1’opéra-
tion est limitée a un intervalle de temps fixe. Deuxiemement, il exige des limites prescrites
sur les variables du systeme. Plus tard, dans [78] et [79], la stabilisation en temps fini est
utilisée dans les applications industrielles pour controler les réseaux de communication.

Dans cette partie, nous allons définir le concept de la stabilisation en temps fini en
tenant compte des limites imposées sur 1’état initial. Rappelons que [0, N] tel que N #

0 € N* est défini comme étant I’intervalle dans lequel le systeme doit étre stable.

Définition 4.1 Soiente > 0,0 < 6 < ¢, N # 0 € N* et R une matrice définie positive.

Considérons le systeme suivant :

x(k+1)=Ax(k), keN, 4.1)
>

Le systeme (4.1) est stable en temps fini par rapport a (9, €, R, N) si et seulement si

(voir figure 4.1) :

2(0)" Rx(0) < 6* = z(k) Rx(k) < &, Vke{l,---,N}
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b o

FIGURE 4.1 — Stabilisation en temps fini

Sur ce, nous terminons notre apercu général du sujet pour passer a 1’élaboration de la

commande par retour d’état permettant d’atteindre nos objectifs .

4.3 Objectif de la commande et solution via la stabilisa-

tion en temps fini (FTS)

Dans le domaine de transport, I’heure de pointe est une partie de la journée qui se
produit lorsque la demande de trafic est la plus élevée. Cette situation se produit au moins
deux fois par jour. Dans ce contexte, notre objectif est de développer une commande afin
de forcer le nombre de véhicules a ne pas dépasser les capacités des voies pendant les
heures de pointe et empécher donc la congestion dans le réseau. Cette commande doit
prendre en compte les contraintes sur I’état et la commande ainsi que les incertitudes.

Avant de passer a I’exposition des résultats, nous allons reprendre le systeme de trans-

port linéaire (3.7) établi dans le chapitre 3 :
z(k +1) = 2(k) + Bu(k) + h + q(k)c

ou B=(L—D)G € R"™™eth = (L— D). Nous rappelons que ce systeme est modélisé
par un modele linéaire a temps discret avec des incertitudes additives dues a la présence
des entrées non mesurables ¢(k). Les contraintes sur I’état et la commande sont définies

par les deux ensembles suivants :

E,={zeR"/ 0<zx<z"} 4.2)
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Uu = {u S Rm/ Umin S u S umax} (43)

Introduisons la situation nominale xy au systeme, ce qui se traduit mathématiquement
par x(k + 1) = x(k) = xy. Ensuite, effectuons les changements de variables : w(k) =
(q(k) — qn)c et v(k) = u(k) — uy ol gy et uy sont le débit nominal d’entrée et la

commande nominale respectivement (voir chapitre 3). Ainsi, I’équation (3.7) devient :
z(k +1) = z(k) + Bu(k) + w(k) 4.4)
De plus, I’ensemble des contraintes U,, se transforme en :
U,={veR™ —wv<v<u} 4.5)

ou Vg = UN — Umin > V1 = Umaz — UN-
Nous allons passer maintenant a la résolution de notre probleme. En effet, conformé-
ment a I’objectif annoncé plus haut, le probleme de la commande pour notre systeme nous

conduit a la définition de la stabilité en temps fini adaptée aux systemes de transport.

Définition 4.2 Considérons N # 0 € N, 0 < § < ||z*]] et R = I. Le systéme de
transport (4.4) est dit stable en temps fini par rapport a N si et seulement si ||z(0)[|* < §2

implique ||z||? < ||z*||?> = €? pour tout k = 1,2--- | N. >

Observons que g;c représente le flux d’entrée dans le systeme depuis I’extérieur. Il est
donc évident que le nombre maximal de véhicules pouvant entrer dans une voie depuis
I’extérieur a chaque cycle est limité par la capacité disponible dans cette voie. En d’autres
termes, il est limité par la différence entre la capacité de voie x* et le nombre de véhicules

z(k) dans la voie. Nous en déduisons que :
q(k)e < " — (k) (4.6)
Si nous ajoutons z(k) + Buv(k) — qyc de part et d’autre le signe <, nous obtenons :
z(k) + Bu(k) + w(k) < Bu(k) + wy 4.7)

ou wy = x* — gycest le vecteur des perturbations constantes. Définissons maintenant le

systeme de comparaison pour le systeme (4.4) comme suit :
2(k+1) = Bu(k) + wy (4.8)
Il s’ensuit, d’apres les équations (4.4) et (4.7) que :

w(k+1) <z(k+1)
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Ce qui implique :

z(k) < z(k), VkeN

1l est clair que si |z]|? < ||*||* alors ||x]|*> < ||*||>. Par conséquent, la stabilisation
en temps fini du systeme (4.8) implique celle du systeme (4.4).

A ce stade de la présentation, I’ objectif maintenant est de trouver une loi de commande
par retour d’état capable d’assurer la stabilisation en temps fini du systéme majorant (4.8).

Pour ce faire, posons la commande par retour d’état suivante :
v(k) = Gz(k) — G(BG) 'wy (4.9)

ou le rang de la matrice G € R™*" est égal a m et le rang de la matrice BG' € R™*"
est n. La nécessité que le rang de la matrice G soit égal a m sera expliquée plus tard.
Appliquons la commande par retour d’état (4.9) au systeme (4.8). Ce dernier peut s’écrire
sous la forme :

z2(k+1) = Az(k) (4.10)

ou A = BG € R™™ est une matrice positive. En effet, I’état z(k) est un majorant de
x(k), il doit donc étre positif.
Nous sommes maintenant préts a énoncer les conditions suffisantes de la stabilité en

temps fini du systeme (4.10).

Théoreme 4.1 Pour que le systeme (4.10) soit stable en temps fini sous la commande
v = Gz(k) — G(BG) 'wy, il est suffisant que le rang de la matrice G soit m, le rang de

BG soit n et les conditions suivantes soient satisfaites :

BG >0 4.11)
ATPA - (P <0 (4.12)
Amaz(P) 1 €

AninP) (V62 o

ou ( est un scalaire tel que > 1.

Preuve: La preuve est similaire a celle de [80] pour le systtme z(k + 1) = Az(k) +
Guw(k). En effet, soient z(0)” z(0) < 62 et V(2(k)) = 2T Pz. L’équation (4.12) implique
que :

V(z(k+1)) < ¢V(2(k)) (4.14)
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11 vient alors :
V(z(k)) < ¢*V(2(0)), Vke{l---,N} (4.15)

Utilisons le fait que ¢ > 1. Ainsi, nous obtenons :
¢V (2(0)) = ¢*[2(0)" P=(0)] (4.16)
< MAmaa(P)2(0)" 2(0)]
< (MAman(P)07]

D’ou, d’apres (4.15)

V(z(k)) < " [Amaa(P)?] (4.17)
D’autre part,
V(z(k)) = 2(k) " Pz(k) > Apin(P)z(k)" (k) (4.18)
Ainsi, les deux inégalités (4.17) et (4.18) impliquent :
T 1 N 2
z(k)" z(k) < m( [Amaz(P)07] (4.19)

Il en résulte 2 partir des inégalités (4.13) et (4.19) que z(k)" z(k) < €2. Ce qui implique
que le systeme (4.10) est stable en temps fini et complete la preuve. |
Cela posé, nous allons présenter la condition (4.12) sous forme LMI. En effet, I'in-

égalité (4.12) peut tre réécrite sous la forme suivante :
P—(F)Y'P(F) =0 (4.20)
ou F = %A. Si nous considérons Q = P!, la derniére inégalité devient :
Q' = (F)'Q7H(F) =0

D’apres le lemme de Shur [57], les conditions sur G pour que Q! — (F)TQ~!(F) soit

définie positive sont représentées par la LMI suivante :

(QF‘I Z;T) <0 421

Une fois que la matrice F' est déterminée suite a la résolution de la LMI et puisque le rang
de la matrice B € R™ ™ est égal au nombre de ses colonnes m, nous sommes en mesure
de déterminer la matrice GG. En effet, utilisons le fait que B™B = [ et pré-multiplions

I’équation [’ = %BG par B, nous obtenons alors :

G = %B*F (4.22)
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ot BT = (BTB)~1BT est le pseudo inverse de la matrice B. Ainsi, le théoréme 4.1 se

transforme en le théoreme suivant :

Théoreme 4.2 Pour que le systeme (4.10) soit stable en temps fini sous la commande
v = Gz(k) — G(BG) 'wy, il est suffisant que le rang de la matrice G soit m, le rang de

BG soit n et les conditions suivantes soient satisfaites :

BG >0

(@; I;T) -

Remarque 4.1 Puisque iZ“,fg)) > 1, alors :
1 €
et
1 €2
2
N €
¢ < 52

Dong, ¢ doit étre choisi dans ’intervalle |1, (§)( ~) [. Ceci confére au parametre ¢ un de-
gré de liberté dont nous pouvons se servir pour augmenter la possibilité de trouver une

solution pour la LMI du théoreme 4.2 . >

Remarque 4.2 Le fait que la commande v privée des incertitudes est, a notre sens, un
avantage certain, car il permet de garantir de bonnes performances pour notre stratégie de

contrdle proposée. >

Remarque 4.3 Si nous considérons que les temps des verts effectifs des voies sont indé-
pendants, B devient une matrice inversible n X n. Dans ce cas, il suffit de considérer la

commande sous la forme suivante :
v=Gz(k) — B lwy
Appliquons cette commande au systeme (4.8), nous obtenons :

z2(k+1) = Az(k)
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ou A = BG € R™". Ainsi, nous obtenons le méme systéme de comparaison (4.10).
Donc, les conditions de stabilisation établies dans le théoreme 4.2 restent valides pour ce

cas. >

Apres avoir élaboré une commande stabilisant en temps fini le systeme de transport,
nous allons passer maintenant au probleme des contraintes. Il est bien connu que la com-
mande v = Gz(k) — G(BG) 'wy doit respecter les contraintes sur la commande (4.5).
Cela signifie que 1’ensemble U, devrait étre positivement invariant, a savoir, si v(k) est
dans I’ensemble :

U.={z€R"/ —0<Gz<g} (4.23)

ol s = v; + G(BG)'wy, 0 = vy — G(BG) twy. Alors, v(k + 1) doit rester dans

I’ensemble ci-dessous :
U.={z€R"/ —p<Mz<q} (4.24)

ou M = GA = GBG. Représentons maintenant les contraintes (4.23) et (4.24) sous les

oo (5=
U.={:eR" (_J\fw)z < (Z)}

Appliquons le lemme de Hennet 2.1 en posant C' = (_GG) etU = (_%) Nous pouvons

formes suivantes :

dire que I’ensemble U, est positivement invariant, s’il existe une matrice non négative

K € R2™2™ telle que :
G M
K = 4.2
(—G) (‘M) *22

)= ()

Ky K
Considérons K = 1) T sensuit d’apres les équations (4.25) et (4.26) que :
Ko Ko
(Ky; —Kpp)G =M (4.27)
(Kzg - Kgl)G == M (428)
K6 + Ko < (4.29)

Ksis + Kapo < p (4.30)
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Si le rang de la matrice G est égal a m, alors il existe une matrice G = GT(GGT)™!
pseudo-inverse de la matrice G telle que GGT = I. Ceci explique la nécessité mention-
née précédemment que le rang de la matrice GG doit étre égal a m. Donc, nous obtenons
I’équation suivante :

MG" =Ky — Kz = Koy — Ky (4.31)

Il est clair que les équations des contraintes obtenues sont similaires a celles de deux cha-

pitres précédents avec G remplacé par M GT. Ainsi, nous avons la proposition suivante :

Proposition 4.1 L’ensemble U, est positivement invariant s’il existe deux matrices non-

négatives P, Q € R™*™ telles que :

P-—Q)G=M (4.32)
Psc+Qo<g (4.33)
Qs+Po< o (4.34)

Preuve: Considérons que toutes les conditions sont remplies et v € U,, c’est a dire :
—0<Gz<g

Puisque P > 0 et Q > 0, alors en pré-multipliant la derniere inégalité par P et —Q

respectivement, nous obtenons :

—Po < PGz < Pg
—Q¢ < -QGz< Qo

La somme de ces deux inégalités avec (4.33) et (4.34) conduisent a :
—0< —Po—-Qc < Mz<Ps+Qo<¢

Ceci implique que U, est positivement invariant et complete la preuve. |
Cela posé, nous allons maintenant transformer les inégalités (4.33) et (4.34) sous

forme LMI. En effet, (4.33) et (4.34) peuvent étre présentées sous les formes suivantes :

G — Pis — Q0 > 0, (4.35)
0i — Qs —Pi0>0, Vi=1---,m (4.36)

ou P; et QQ; sont les i-eme lignes de la matrice P et (Q respectivement. En appliquant

I’inégalité de Cauchy-Schwarz et en définissant J; = H%H — %, I’inégalité J; — ]P’,IEDZT >0
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peut s’écrire comme suit :
J1 P;
=0, Vi=1---'m (4.37)

)

JQ Q’L
Vi=1---,m (4.38)

N __ 0i Pio
ouJ, = —
2 (NI ll<]l

. Ainsi, la proposition 4.1 se transforme en la proposition suivante :

Proposition 4.2 L’ensemble U, est positivement invariant si le rang de la matrice G est
égal au nombre de ses lignes m et s’il existe deux matrices non-négatives P et Q solutions

de la LMI suivante :

Jl ]P)Z
O
]P’iT I,
=0, 1=1,---.m
Ja Q;
O
Q' In

Finalement, en combinant le théoréme 4.2 et la proposition 4.2, nous sommes préts a

présenter le résultat final de notre travail dans ce chapitre.

Théoreme 4.3 Pour que le systeme (4.10) soit stable en temps fini sous la commande
v = Gz(k) — G(BG)'wy il suffit que le rang de la matrice G soit égal a m, le rang de

la matrice BG soit égal a n et les conditions suivantes soient satisfaites :

BG >0

<Q_1 FT) -
FoQ



4.4 Exemple d’application

101

Sur ce, nous terminons notre exposé de la stabilité en temps fini du systeéme de trans-

port pour passer a la section suivante dans laquelle nous traitons un exemple d’un réseau

de transport urbain.

4.4 Exemple d’application

Dans les simulations de ce chapitre, nous allons reprendre 1’exemple du chapitre 3

avec les mémes parametres. Ainsi, considérons le réseau de transport et le tableau des

parametres suivants :

FIGURE 4.2 — Réseau de transport [2]
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TABLE 4.1 — Parametres utilisés dans I’exemple

Cycle ¢ = 80s Proportion d’échange \;; = 0.4
Temps minimal du feu vert w,,;,, = 15s Capacité des voies z* = 50véh
Temps maximal du feu vert ,,,q, = 555 Etat nominal 2y = 10véh
Débit de saturation vertical s; = 0.5véh/s Contr6le nominal uy = 35s

Débit de saturation horizontal s; = 0.5véh/s

Proportion d’échange \; j— = 0.2

Tout d’abord, afin de montrer I’efficacité de notre commande proposée a stabiliser le
systeme en temps fini, nous avons appliqué la commande du théoréme 4.3 au systeme 4.8.

La figure 4.3 représente le résultat obtenu.

50 ! ! ! ! ! ! ! ! !

e
M

.
=

]
]

o)
]

o]
[&j]

)
=

Nombre de vehicules [veh]

—
[y

—
=
1

L]
T

cycles(s)
FIGURE 4.3 — Evolution de 1’état = sous la commande proposée

Nous pouvons remarquer a travers ce résultat que le nombre de véhicules varie tout
en restant en dessous de la capacité des voies (50véh).
Ensuite, nous avons implémenté la méme commande dans le systeme original (4.4).

Le résultat obtenu est représenté dans la figure 4.4.
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FIGURE 4.4 — Evolution de 1’état z sous la commande proposée

0]
]

1) F= P
i3] [ [y
T T T

o
[mm]
T

B
[
T

Nombre de vehicules [veh]
m g

—
=

cycles(s)

Les remarques formulées pour la figure 4.3 restent valables pour cette figure. Ce qui

prouve que la commande est capable de stabiliser le systeme original (4.4).

D’autre part, le tableau 4.2 montre que la commande u respecte les contraintes (4.3).

En effet, les valeurs sont toujours entre u,,;, = 15s €t Uy,q; = 55S.

TABLE 4.2 — Variation des temps des feux verts

cycle

1

2

3

4

5

6 7

8

9

32.5
34.8
35.1
37.8
34.9
34.8
34.9
34.9
34.8
35

32.1
324

42.8
35

35.1
27.2
34.3
35

34.8
34.8
34.9
35.7
43.5
43.6

35

34.9
34.9
34.9
24.5
34.9
34.9
35

35

35.1
35.1

35.1
34.9
34.9
35

34.9
35.1
35.1
35.1
35

35.1
34.9
35.1

35.3
35.1
35.1
35

34.9
35

34.9
35.1
34.9
35

34.8
35.2

352 35

35 349
35 35

349 35.1
35 351
349 35.1
35.1 34.8
348 349
35.1 352
349 35

35.1 349
35.2 349

35
34.9
34.9
35
35
34.9
35
34.8
34.8
34.8
34.9
35.1

354
35
35.1
34.8
35
35
35
35
35.1
35
35.1
35.1

35.1
34.8
35.1
34.9
35.2
35.1
34.9
35

35
34.9
34.9
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Supposons maintenant que les temps des feux verts sont indépendants. Ainsi, les feux
de toutes les voies peuvent étre contrdlés. Puisqu’il y a 48 voies dans le réseau, alors nous
avons 48 feux contrdlables. Pour illustrer les performances de la commande proposée
dans cette situation, nous avons appliqué la commande établie dans la remarque 4.3 aux

systemes (4.8) et (4.4) respectivement. Les résultats suivants sont obtenus.

50 ! ! ! ! ! ! ! ! !

Nombre de vehicules [veh]
[} [pu] [a] (o] = e
= (] [} [ip] = [p]

—
[y

u] 2 4 B =] 10 12 14 16 18 20
cycles(s)

FIGURE 4.5 — Evolution de 1’état = sous la commande de la remarque 4.2

0]
[

o) P F
h = h

1]
[

)
=

Nombre de vehicules [veh]
o iz

—
=

cycles(s)

FIGURE 4.6 — Evolution de 1’état 2 sous la commande de la remarque 4.2
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TABLE 4.3 — Variation des temps des feux verts
cycle 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

31.5 325 345 362 40.1 392 365 352 35.6 348
33.8 353 352 423 36.1 358 356 36 342 346
33.1 34 34 362 372 342 352 332 394 40.1
35.8 30.1 285 253 37 36 36 359 278 269
359 321 258 306 39.2 341 36.2 282 293 30.8
31.8 332 358 323 334 352 287 253 36 372
319 352 31.2 313 295 284 282 40.1 402 262
369 335 375 363 323 32 32 332 37 37

41.8 38.7 342 362 30 321 30 297 353 35

328 362 341 35 35 342 372 289 295 36.2
35.1 412 40.1 432 41.8 365 36.7 358 389 334
334 395 396 349 362 30 30 295 362 402
315 432 353 362 42 418 427 282 315 362
38.1 41.2 348 347 33 325 386 395 342 332
37 363 352 332 362 372 355 352 332 356
36.5 39.6 285 27.6 268 356 352 345 332 289
354 332 265 268 359 362 40.8 39.2 338 36.2
3377 28.6 375 362 352 296 315 368 37 36

326 335 362 348 352 29 285 332 321 357
353 352 36.1 37.1 382 352 365 352 374 382
339 365 282 302 295 36.8 40.2 387 402 36.2
36 40.1 398 39.7 38 38 352 362 358 36.1
32 425 353 335 332 356 345 354 348 372
33.7 415 36.2 382 362 348 351 363 354 36.8

Si nous comparons 1’évolution des états entre les figures 4.5 et 4.6 d’une part et les
figures 4.3 et 4.3 d’autre part, nous pouvons observer que le nombre de véhicules dans les
voies est plus petit lorsque les feux sont indépendants. Ceci est, a notre sens, un avantage
par rapport au cas d’un cycle fixe. En outre, toutes les autres remarques formulées pour
les simulations précédentes restent valables pour celles-ci.

Les simulations précédentes montrent la portée de la commande basée sur la stabilisa-

tion en temps fini pour la régulation des carrefours a feux . Il s’ensuit que toute discussion
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sur ses avantages ne peut se faire que par rapport aux autres méthodes de régulation des
carrefours a feux. Dans cette optique, nous avons choisi de comparer notre commande et
la commande fixe comme nous avons fait dans le chapitre 2. En effet, nous avons appliqué
la commande fixe de 40s aux systemes (4.4) et (4.8) respectivement. Les résultats de ces

simulation sont représentés dans les figures 4.7 et 4.8.

70 ! ! ! ! ! ! ! ! !

o
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[y
L]

Nombre de vehicules [veh]
& &

20

cycles(s)

FIGURE 4.7 — Evolution d’état z sous la commande standard
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FIGURE 4.8 — Evolution d’état  sous la commande standard
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Nous pouvons remarquer que plusieurs courbes dépassent la capacité des voies. Ainsi,
les contraintes sur 1’état (4.2) ne sont pas respectées et donc la commande fixe n’est pas
efficace pour empécher la congestion dans le réseau de transport.

Un autre atout majeur de notre stratégie de commande peut étre souligné. En effet, il
s’agit d’une commande qui représente une flexibilité dans son utilisation, car elle opere
sur le parametre (. Le choix de ce parametre représente un degré de liberté pour 1’ingé-
nieur. Ceci est, a notre sens, un avantage certain, car elle nous offre un ensemble de choix

possibles pour améliorer les performances de la commande de notre systeme.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, une commande basée sur la théorie de stabilisation en temps fini
(FTS) a été établie avec succes et appliquée aux carrefours signalisés. L’idée a été de
forcer le nombre de véhicules a ne pas dépasser les capacités des voies pendant les heures
de pointe.

Dans un premier temps, le probleme de la commande a été défini et les objectifs ont
été fixés. Par ailleurs, le principe de la stabilisation en temps fini dans sa formulation gé-
nérale a été donné. Ensuite, un systeme de comparaison libre des incertitudes par rapport
au systeme original a été proposé. Le travail sur le systéeme de comparaison présente cer-
tainement un avantage en raison de 1’absence des parametres inconnus. Grice au systeme
de comparaison, une commande par retour d’état a été élaborée permettant d’atteindre
nos objectifs. Cette commande prend en compte explicitement les contraintes sur la com-
mande.

Enfin, les simulations réalisées ont démontré 1’efficacité de notre stratégie proposée.
De plus, pour montrer I’avantage de notre méthode, une comparaison avec la commande
fixe a été réalisée. Les résultats obtenus montrent que notre stratégie de contrdle est plus
avantageuse dans le sens ou, d’une part elle permet en temps réel d’éviter la congestion

dans le réseau et d’autre part, nous donne une flexibilité au niveau de son application.
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CONCLUSION GENERALE

Cette these est le fruit de trois années de travail de recherche. Pendant cette période,
nous nous sommes concentrés sur le contrdle a priori de congestion des réseaux de carre-
fours signalisés. Ces systeémes dynamiques sont sujets a des incertitudes et des limitations
d’ordre physique ou dictées par des impératifs de sécurité. Ces limitations se traduisent
dans la majorité des cas par des contraintes sur les variables d’état et la commande. Dans
cette optique, nous avons proposé plusieurs stratégies de controle permettant d’apporter
des améliorations appréciables pour la fluidification du trafic dans un réseau de transport
tout en tenant compte a la fois des incertitudes et des contraintes du systeme.

De point de vue de la modélisation, nous avons utilisé I’ approche "stocker-et-transférer"
pour modéliser le réseau de transport. L’avantage de cette approche est de simplifier le
modele en ignorant les interruptions dans le réseau en considérant le flux comme un pro-
cessus continu. Comme résultat, le systeme est représenté par un modele linéaire a temps
discret avec des incertitudes additives dues a la présence des entrées non mesurables.

De point de vue du contrdle, la contribution principale du travail est 1’introduction
des concepts de la dissipativité et de la stabilisation du systeme dans le domaine de la
commande du trafic. Ces approches nous ont permis d’établir trois stratégies de controle
différentes.

La premiere fait appel a la théorie des systemes dissipatifs. En effet, apres avoir établi
une analogie entre les systemes de transport et les systemes thermodynamiques, nous
avons introduit la notion de I’entropie comme une mesure de désordre dans les réseaux de
transport. Nous avons montré que cette dernicre est liée a la densité de la circulation, ce
qui lui confere une 1égitimité de son utilisation. Ensuite, en considérant I’entropie comme

étant I’énergie stockée dans le systeme, nous avons pu adapter et appliquer avec succes
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I’approche des systemes dissipatifs aux carrefours a feux. Nous avons ainsi élaboré une
stratégie de commande rendant le systeme dissipatif. Par contre, nous avons pu constater
a travers les résultats des simulations que I’effet des perturbations sur le comportement
du systeme est difficile a maitriser. C’est un handicap qui est, a notre sens, sérieux.

Pour remédier a cet inconvénient, nous avons développé une deuxieme commande ba-
sée sur la stabilisation au sens de Lyapunov avec un observateur estimant les incertitudes
du systeme. L’idée a été de stabiliser le nombre de véhicules autour de la situation nomi-
nale. Dans de telle situation, I’entrée de chaque voie est égale a sa sortie, ainsi le risque
de congestion est faible. De plus, I’estimation des incertitudes grace a 1’observateur aide
a améliorer les performances de la commande proposée.

Etant donné I’incapacité de la deuxiéme commande A stabiliser le systéme pendant un
intervalle de temps bien défini, nous avons proposé€ une troisicme commande basée sur
la théorie de stabilité en temps fini (FTS). L’objectif a été de forcer le nombre de véhi-
cules a ne pas dépasser les capacités des voies pendant les heures de pointe. Pour établir
une commande performante, nous avons travaillé sur un systeme libre des incertitudes
considéré comme un systeme de comparaison de 1’original. Ce qui présente certainement
un avantage en raison de 1’absence des parametres inconnus dans le systeme majorant.
Ensuite, nous avons déduit les conditions de stabilisation du systeme original.

Finalement, I’existence des commandes proposées a été caractérisée par la faisabilité
de certaines LMI en utilisant 1’outil CVX sous MATLAB. De plus, les simulations ont
permis de mettre en lumicre la capacité de nos stratégies a atteindre les objectifs de départ,
a savoir :

— Eviter la congestion en forgant le nombre de véhicules a ne pas dépasser le niveau

du trafic correspondant a I’optimum opérationnel des lignes.

— Le calcul de la commande en temps réel.

— Le respect des contraintes sur la commande et I’état.

— La prise en compte des incertitudes dans la conception de la commande.

Perspectives

Plusieurs perspectives et voies de recherche peuvent étre dégagées. En effet, il serait

intéressant de poursuivre ce travail sur les points suivants :
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1. La perspective la plus directe consiste a valider nos stratégies de commandes sur un

réseau de transport réel.

2. Dans ce travail, nous avons vu I’analogie établie entre les systemes de transport et
les systemes thermodynamiques en considérant les véhicules comme étant I’énergie
fournie au réseau de transport. Il est alors intéressant d’aborder le probleme de la
modélisation des réseaux de transport par d’autres approches comme le physique-
statistique par exemple. En effet, en considérant les véhicules comme étant les par-
ticules de gaz qui se meuvent dans le réseau, nous pouvons essayer de modéliser le

systeme.

3. Il est aussi intéressant de développer des stratégies de contrdle agissant a posteriori

afin de résoudre le probleme de congestion s’il y a lieu dans le réseau.
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Résume :

Le transport a toujours été I'un des composants déterminants de la vie urbaine et de son développement économique. A partir de la
seconde moitié du siécle dernier, 'amélioration du niveau de vie moyen et du taux d’équipement des ménages a permis au plus grand
nombre d’accéder au déplacement par véhicule particulier. Nous avons donc assisté a une course entre la croissance du trafic routier
et les progrés quantitatifs et qualitatifs de la voirie. Cette quantité d’actions génere des problemes au niveau de la fluidité du trafic, d’ou
I'apparition de congestion. La congestion se produit aujourd’hui de fagon quasi-quotidienne dans les réseaux routiers. Elle est source de
perte de temps, augmentation de la consommation d’énergie, nuisance et détérioration de I'environnement. La solution aux problemes
de congestion routiére ne passe pas toujours par 'augmentation de l'investissement dans les infrastructures de transport. En effet,
I'offre de terrains est épuisée et le développement de l'infrastructure routiere est codteux. D’ou, la tendance actuelle est plutot a une
meilleure utilisation des infrastructures existantes. En particulier, les feux de signalisation jouent un réle important parmi les approches
qui permettent d’éviter la congestion. En effet, la conception d’une meilleur commande des feux de signalisation a fait I'objet de plusieurs
recherches afin d’'améliorer la circulation au niveau du réseau a grande échelle.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons essentiellement & un travail en amont (action a priori) permettant d’éviter la congestion en forgant
le nombre de véhicules a ne pas dépasser les capacités maximales des voies du réseau de transport. Apres avoir décrire les réseaux
de carrefours des feux, nous présentons d’'une maniere non exhaustive, les méthodes développées pour la gestion et la régulation des
carrefours. Ensuite, nous proposons trois stratégies de contréle qui traitent le probléme de contréle de maniéres différentes. La premiere
fait appel a la théorie des systemes dissipatifs, la deuxiéme consiste a stabiliser le systéme au sens de Lyapunov autour de sa situation
nominale et la troisiéme le stabilise en temps fini (pendant les heures de pointe). Ces commandes proposées respectent les contraintes sur
I'état et sur la commande et prennent en considération les incertitudes existantes dans le systeme. Finalement, I'existence des commandes
proposées a été caractérisée par la faisabilité de certaines LMI en utilisant I'outil CVX sous MATLAB. De plus, les performances de chaque
commande sont évaluées par des simulations.

Mots-clés :  Systéeme de transport, Systéme thermodynamique, Entropie, Contrdle des deux de circulation, Théorie des systémes
dissipatifs, Stabilisation, Incertitudes

Abstract:

Transport has always been one of the key components of urban life and its economic development. From the second half of the last
century, the improvement in the average standard of living and the household equipment rate allowed the greatest number of people to
access the journey by private vehicle. We therefore witnessed a race between the growth of road traffic and the quantitative and qualitative
progress of roads. This quantity of actions generates problems with the fluidity of the traffic, hence the appearance of congestion. The
congestion occurs today almost daily in road networks. It is source of waste of time, increase of the energy consumption, the nuisance
and the deterioration of the environment. The solution to the problems of road congestion does not still pass by the increase of the
investment in the infrastructures of transport. Indeed, the offer of grounds is exhausted and the development of the road infrastructure is
expensive. Hence, the current trend is rather for a better use of the existing infrastructures. In particular, traffic lights play an important
role in avoiding congestion. Indeed, the design of a better control of traffic lights has been the subject of several researches in order to
improve the network circulation on a large scale.

In this thesis, we are mainly interested in a work that prevents the congestion by forcing the number of vehicles to not exceed the lane
capacities. After having described the network of intersections, we have realized a state of the art on the methods developed for the
management and regulation of intersections. Next, we propose three control strategies that treat the control problem in different ways. The
first one involves the theory of dissipative systems, the second one is to stabilize the system in the sense of Lyapunov around its nominal
situation and the third one stabilizes it in finite time (during peak hours). These proposed controls respect the constraints on both state
and control. In addition, they take into account the uncertainties in the system. Finally, the result of each strategy developed is presented
by LMI in order to be solved by using the CVX tool under MATLAB. Besides, the performance of each control is evaluated by simulations.

Keywords: Transportation system, Thermodynamic system, Entropy, Traffic signal control, Dissipativity theory, Stability, Uncertainties
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