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Introduction

Le groupoide d’holonomie d’un feuilletage régulier a été introduit dans le contexte
topologique par C. Ehresmann [Ehr61], puis dans le contexte différentiable sous deux
descriptions différentes par J. Pradines [Pra84| et H.E. Winkelnkemper [Win83].

Il s’agit du plus petit groupoide différentiable dont les orbites sont les feuilles du feuil-
letage [Phi87]. Ainsi tout feuilletage régulier est défini par I’action de son groupoide
d’holonomie sur sa base. Une telle approche a été le point de départ de nombreuses
études sur les feuilletages réguliers. Le groupoide d’holonomie a notamment été
utilisé par A. Connes pour définir I’algebre de Von Neumann ainsi que la C*-algebre
d’un feuilletage [Co82] ; A. Haefliger ’a utilisé pour étudier la structure transverse
[Hae84] ; il sert de support a ’élaboration du calcul pseudo-différentiel longitudinal
de A. Connes et G. Skandalis [CS84] ainsi que de la classe fondamentale transverse
[Co86].

Nous cherchons ici a étendre cette notion a certains feuilletages singuliers de type
Stefan [Ste74, Sus73]. La question n’est pas vaine car les composantes connexes des
orbites d’un groupoide différentiable sont les feuilles d’un feuilletage de Stefan.
Rappelons que si M est une variété différentiable un feuilletage de Stefan sur M
est une partition F de M par les sous-variétés intégrales connexes maximales d'une
distribution différentiable intégrable. Autrement dit F est une partition de M par
des sous-variétés connexes immergées (les feuilles) telle que si (z,v) € TM est un
vecteur tangent en x a la feuille F}, de F passant par x alors il existe un champ de
vecteurs local X sur M tel que:

i)  est dans le domaine de X et X (x) = (x,v),

ii) pour tout y dans le domaine de X, X(y) est un vecteur tangent en y a la
feuille F,, de F passant par y.

Contrairement a ce qui se passe dans le cas régulier, la dimension des feuilles peut
varier.

Par exemple la partition de R? donnée par les droites horizontales sur R? \ (R x {0})
et les points sur R x {0} est un feuilletage de Stefan. En revanche la partition de R?
donnée par les points sur R? \ (R x {0}) et la droite R x {0} n’est pas un feuilletage
de Stefan.



Feuilletage de Stefan. Feuilletage non de Stefan.

Notre étude portera sur les feuilletages de Stefan (M, F) ayant la propriété sup-
plémentaire que la réunion M, des feuilles de dimension maximale est un ouvert
dense de M. Dans ce cas la restriction Fy du feuilletage F a M, est un feuilletage
régulier appelé le sous-feuilletage régulier maximal de (M, F). Nous nommerons de
tels feuilletages des feuilletages presque réguliers.

Soit F un feuilletage presque régulier sur une variété M de dimension n et
(My, Fo) son sous-feuilletage régulier maximal. Notons & la dimension de Fy.
La question étudiée dans cette these est la suivante.
Existe-t-il un groupoide différentiable sur M de dimension n + k qui définisse F 7
On verra que si un tel groupoide existe alors il existe au moins un groupoide différen-
tiable H de base M qui définit F et dont la restriction a la partie réguliere M, est
isomorphe au groupoide d’holonomie du sous-feuilletage régulier maximal (M, Fy).
Par analogie, on dira alors que H est un groupoide d’holonomie de (M, F).

Le travail présenté ici montre que les feuilletages presque réguliers n’admettent
pas toujours de groupoide d’holonomie. C’est par exemple le cas du feuilletage
de R® par les spheres concentriques. Par ailleurs, un feuilletage presque régulier
peut admettre plusieurs groupoides d’holonomie. Se pose alors la question d’un
“meilleur candidat”. La encore certains feuilletages presque réguliers admettent des
groupoides d’holonomie mais pas de meilleur. C’est le cas du feuilletage du plan
ayant pour feuilles {0} et R? \ {0}.

La question qui nous préoccupe ici est intimement liée a l'intégration des algé-
broides de Lie (voir [Pra68b, Alm80] et [CDW87] dans le cas symplectique).
Un algébroide de Lie sur M est la donnée d’un fibré vectoriel A sur M, d’un mor-
phisme de fibrés p : A — T'M, appelé fléchage, et d’'un crochet de Lie sur les sections
de AG “compatible” via p au crochet usuel sur les champs de vecteurs. L’image
p(A) est alors une distribution différentiable intégrable sur M et elle définit un feuil-
letage de Stefan sur M. D’autre part, a tout groupoide différentiable G de base M
est associé un algébroide de Lie sur M.
A la fin des années 60, J. Pradines a annoncé l'intégrabilité des algébroides de Lie,
c’est-a-dire la possibilité d’associer a tout algébroide de Lie A un groupoide dif-
férentiable dont ’algébroide de Lie est A. En 1985, R. Almeida et P. Molino ont
donné un contre-exemple a ce résultat [AM85]. Cependant, la these de R. Almeida



[Alm80], ot sont développées les notes de J. Pradines, assure que I'intégration locale
des algébroides de Lie reste vraie, c’est-a-dire que pour tout algébroide de Lie il
existe un groupoide de Lie local qui I'integre.

Le résultat principal de cette these est le

Théoreme Tout algébroide de Lie dont le fléchage est injectif en restriction a un
ouvert dense est intégrable.

Corollaire Un feuilletage presque régulier admet un groupoide d’holonomie si et
seulement si il peut étre défini par un algébroide de Lie dont la dimension est égale
a la dimension du sous-feuilletage régulier maximal ou, de facon équivalente, dont
le fléchage est injectif en restriction a un ouvert dense.

Ce travail comporte deux étapes.

- Passage de l'infinitésimal au local.

Dans un premier temps nous donnons une nouvelle construction explicite de 'inté-
gration locale de ce type d’algébroide de Lie. Etant donné un algébroide de Lie
A sur une variété M dont le fléchage est presque injectif, on obtient une famille
de groupoides différentiables locaux U = {G; = O;, i € I} tel que {O;, i € I}
est un recouvrement ouvert de la variété M et ayant de bonnes propriétés. Plus
précisément, il existe un groupoide différentiable G;; = M de base M tel que chaque
(; est un sous-groupoide local de Gy;. De plus Gy, integre A et est un quasi-graphoide
local (cf. Chapitre 3).

- Passage du local au global.

Il s’agit ensuite de construire un groupoide différentiable a partir de ces solutions
locales. Pour ce faire, ma démarche se base sur les équivalences de Morita. Plus
précisément on considere l’ensemble de toutes les équivalences de Morita locales
entre les éléments de . Cet ensemble peut étre muni d’une structure semblable a
une structure de pseudogroupe, il suffit ensuite de définir le groupoide de ses germes.

J. Pradines a traité de nombreux problemes liés a cette question. D’une part il est
a Porigine de la théorie de Lie pour les groupoides différentiables [Pra68b, Pra68a,
Pra67], d’autre part, il a étudié le probléme d’un groupoide d’holonomie pour les
feuilletages singuliers [Pra85]. Ces différents travaux, bien que trés importants, sont
peu utilisés car difficiles d’acces. Ils ont été pour moi une grande source d’inspiration.

La rédaction est articulée de la fagon suivante :

* Nous rappelons la définition des feuilletages de Stefan dans le chapitre 1. Nous
donnons également un grand nombre d’exemples que 1’on suit tout au long de
ce travail.

* Nous rappelons les définitions élémentaires liées aux groupoides différentiables
dans le chapitre 2.



La facon dont nous avons posé le probleme nous amene a rechercher des
groupoides qui ne soient “pas trop gros” : les quasi-graphoides. Le chapitre
3 est consacré a leur étude. Nous verrons qu’ils sont tres liés aux feuilletages
presque réguliers.

Dans le chapitre 4, nous donnons une construction “a la main” de I'intégration
locale des algébroides de Lie de fléchage presque injectif. Pour ce faire nous
établissons un analogue de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff pour les
algébroides de Lie.

Le probleme global est étudié dans le chapitre 5. Nous étendons la notion
d’équivalence de Morita au contexte local. Nous décrivons ensuite la structure
de pseudogroupe, puis nous construisons le groupoide des germes d’un tel
pseudogroupe.

Les résultats des chapitres 3, 4 et 5 nous permettent alors d’énoncer le théoreme
principal. Nous illustrons ensuite ce résultat sur de nombreux exemples.

L’annexe A est un résultat technique dont nous avons besoin lors de 'intégra-
tion locale.

Nous décrivons l'intégration locale de J. Pradines dans I’annexe B.
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Chapter 1

Les feuilletages singuliers de
Stefan

Nous allons décrire ici les feuilletages étudiés dans la suite. Ces feuilletages, intro-
duits indépendamment par P. Stefan [Ste74] et H. Sussmann [Sus73] s’obtiennent
comme partitions d’une variété suivant les sous-variétés intégrales d’une famille de
champs de vecteurs. Dans un tel feuilletage la dimension des feuilles peut donc
varier.

Apres un rappel des définitions et principaux résultats liés aux feuilletages de Stefan,
nous donnons une série d’exemples. Nous expliquons ensuite les difficultés rencon-
trées pour associer un groupoide différentiable a de tels feuilletages ainsi que la
démarche adoptée dans la suite de ce travail.

1.1 Définitions et principales propriétés

Définition 1 [Ste7}] Une structure de préfeuilletage de classe C? sur une variété
M de classe C? est la donnée d’une seconde structure de variété de classe C? sur
I’ensemble M, notée M’', telle que l'identité 1y, : M' — M soit une CI-immersion.

Les composantes connexes de M’ sont les feuilles du préfeuilletage (M, M").

Les cas extréemes sont le feuilletage grossier M, c’est-a-dire M feuilleté par lui-méme
et le feuilletage discret M*, c¢’est-a-dire M feuilleté par ses points.

Un préfeuilletage (M, M') est un feuilletage trivial lorsqu’il est isomorphe au produit
d’un feuilletage discret et d’un feuilletage grossier, plus précisément, lorsqu’il existe
un difféomorphisme ® de M sur un produit de deux variétés connexes P x T tel que
®(M') soit la structure obtenue sur P x T" en munissant 7" de la topologie discrete.

Un feuilletage (régulier) est simplement un préfeuilletage localement trivial.

11



Définition 2 [Ste7/] Soit M une Ci-variété de dimension n. Un feuilletage de
Stefan de classe C1 sur M, noté (M, F), est un préfeuilletage de classe C1 de M tel
qu’en tout point xo de M, il existe une Cl-carte (U, ) satisfaisant a :

a) p(U) = P x T ou P est un voisinage ouvert de 0 dans R¥ et T un wvoisinage
ouvert de 0 dans R* %, k désignant la dimension de la feuille Ly, passant par xy;
b) () = (0,0);

c) si L est une feuille de (M, F) qui rencontre U, alors LNU = ¢ (P x Np) ou
Ny ={teT; ¢ '(0,t) € L}.

Avec les notations précédentes, pour tout point xy de M, il existe une carte ¢ d’un
voisinage U de xy a valeurs dans P x T transformant le feuilletage Fy induit sur
U en le feuilletage produit Fp x Fr ou Fp est le feuilletage grossier sur P et Fp
est un feuilletage sur 7" nul a 'origine. Autrement dit un feuilletage de Stefan est
localement le produit d’un feuilletage grossier par le feuilletage de Stefan induit
sur une sous-variété “transverse” admettant une feuille (éventuellement singuliere)
réduite a un point.

D’autre part, la définition précédente implique que la fonction = — d(z, L,) ou
d(x, L,) est la dimension de la feuille L, passant par x, est semi-continue inférieure-
ment.

Nous nous intéresserons particulierement dans la suite aux feuilletages de Stefan
définis par des systemes de champs de vecteurs. Nous allons rappeler ici la généralisa-
tion aux distributions de rang non constant du théoreme de Frobenius due a P. Stefan
[Ste74] et H.J. Sussmann [Sus73].

Soit D une famille de champs de vecteurs locaux différentiables sur une variété M.
On suppose que la famille D est définie sur tout M, ce qui signifie que pour tout
x € M il existe au moins un X € D tel que x soit dans le domaine de X.

On notera (t,z) — ¢’ (x) le flot d’un élément X de D et Wy le pseudogroupe des
difféomorphismes locaux sur M engendré par les (¢’ ) lorsque X € D.

Le pseudogroupe Wp agit sur M et les orbites de cette action sont appelées les
classes d’accessibilité de D.

La famille de champs D induit deux distributions différentiables A et A sur M. La
distribution A admet pour fibre au-dessus d’un point z € M le sous-espace vectoriel
A, de T, M engendré par {X(z); X € D et x € dom(X)}. La distribution A admet
pour fibre au-dessus d’un point z € M le sous espace vectoriel A, de T, M engendré
par {p.(Y)(z) ; o € Up et Y € D}.

Avec les notations précédentes, on a le théoreme suivant :

Théoréme 1 [Ste7), Sus73] La distribution différentiable A est complétement in-
tégrable. Elle définit le feuilletage de Stefan sur M dont les feuilles sont les classes
d’accessibilité de D.

12



Le théoreme suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
distribution différentiable soit completement intégrable.

Théoréme 2 [Ste7/, Sus73] Soit A une distribution différentiable définie sur une
varieté M et D une famille de champs de vecteurs locaux différentiables qui engendre
A. On considére comme précédemment Up et A.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

1- La distribution A est Wp-invariante, c’est a dire que pour tout élément ¢ de ¥p
et tout x dans le domaine de ¢ on a 'égalité Ty p(Ay) = Ay

2- Les distributions A et A sont égales.

3- La distribution A est complétement intégrable.

4- Pour tout point x de M, il existe k champs de vecteurs locauz X', --- , X* appar-
tenant ¢ D, définis sur un voisinage de x, tel que X'(x),--- , X*(x) engendrent A,
et qui satisfont a la condition suivante :

Pour tout Z € D défini sur un voisinage de x, il existe € > 0 et des fonctions dif-
férentiables A} ;] — e, e[= R, i,j = 1,-- |k, telles que pour tout t €] — ¢, e[ et tout
i=1,---,k,

12, X"z (x)) = ZAﬁ-(t)Xj(sotz(x)) :

On remarquera que les quatre conditions précédentes impliquent que D est stable
par crochet de Lie. Contrairement a ce qui se passe dans le cas d’une distribution
de rang constant, la réciproque est fausse [Sus73].

Nous nous intéresserons particulierement dans la suite aux feuilletages de Stefan
définis par des algébroides de Lie.

Soit M une variété différentiable. Rappelons [Mac87] qu’un algébroide de Lie sur M
est la donnée d’un fibré vectoriel A — M, d’un crochet [-,-] : T'(A4) x I'(A) — T'(A)
sur le module I'(\A) des sections de A et d’un morphisme de fibré p : A — TM de
A vers le fibré tangent TM de M, appelé fiéchage, tels que :

1- le crochet sur T'(A) est R-bilinéaire, antisymétrique et satisfait a l'identité de
Jacobi,

2- [X, fY] = fIX,Y]+p(X)(f)Y pour tout X, Y € I'(A) et f différentiable sur M,
3- p([X,Y]) = [p(X), p(Y)] pour tout X, Y e I'(A).

On note A la distribution sur M, définie par p(.A). Le théoreme ci-dessus garantit
qu’elle est completement intégrable. Le feuilletage de Stefan correspondant sur M
est dit défini par 'algébroide de Lie A.

1.2 Exemples

1- Un feuilletage régulier est un feuilletage de Stefan.

13



2- Les orbites d’une action différentiable d'un groupe de Lie sur une variété sont les
feuilles d’un feuilletage de Stefan.

En particulier, les spheres concentriques dans R? sont les feuilles d'un feuilletage de
Stefan :

S
N

Action de SO5 sur R?

3- Les sous-variétés intégrales d’une famille involutive et localement de type fini de
champs de vecteurs définie sur une variété M sont les feuilles d’un feuilletage de
Stefan [Sus73].

En particulier les orbites d’un champ de vecteurs X sur une variété M forment un
feuilletage de Stefan.

Par exemple lorsque M est le plan R? :

L2
@

_ .0 ) _ 0 ) (2,20 )
X = 25; — vz, X = yz; — T3 X = (2" —y%)5; + 2zy35,

4- Les orbites d’un groupoide différentiable a-connexe de base M sont les feuilles
d’un feuilletage de Stefan [Ste74, Pra85].

5- Soit IV une variété munie de deux feuilletages réguliers F; et F5 ou F; est un sous
feuilletage de F» (c’est-a-dire que toute feuille de F; est contenue dans une feuille
de F). Alors M = N x R admet un feuilletage de Stefan, défini par F; x {0} et
Fy x {t} pour t # 0.

Par exemple, considérons sur S le feuilletage F; de S' par ses points et F, de S*
par lui méme. On obtient alors un feuilletage singulier sur le cylindre :

14
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6- Soit M une variété de dimension n et N une sous-variété connexe de M de
dimension £ < n. On peut alors considérer le feuilletage sur M admettant pour
feuilles IV et les composantes connexes de M \ N.

- Localement ce type d’exemple se ramene & ’inclusion de R¥ dans R”.

- Un cas extréme est celui ou N est réduit a un point de M.

- On portera dans la suite une attention particuliere au cas ou /V est une sous variété
de codimension 1.

On peut ainsi considérer les variétés a bord comme “restriction” d’un feuilletage de
Stefan :

S! plongé dans le tore & deux trous

7- Dans le méme ordre d’idée, citons les équarrissages introduits par B. Monthubert
dans sa these pour étudier les variété a coins [Mon98]. Il s’agit, étant donné une
variété M, de la donnée d’une famille finie (V;);c; de sous-variétés de codimension
1 telles que pour tout J C I, la famille d’inclusion des V}, j € J soit transverse. On
considere alors sur M la topologie induite par la topologie de M sur M \ UiV} et
par la topologie de V; sur V; pour tout 7« € I. Les composantes connexes de M pour
cette topologie sont les faces de ’équarrisage et peuvent se voir comme les feuilles
d’un feuilletage de Stefan sur M.

[ ] [ ) [ ]
Les ames du tore 72 Un “quadrillage” du plan
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8- De facon analogue, soit M une variété et N C M une variété a coins telle que
lintérieur de N soit un ouvert de M. On peut considérer le feuilletage de Stefan
dont les feuilles sont les composantes connexes de M \ N et les faces de N.

Le tore a section carrée dans R? Le cube dans R?

On peut élargir la notion de variétés a coins et admettre par exemple la pyramide a
base carrée.

9- Si (M, F) est un feuilletage riemannien sur une variété compacte connexe, alors
la fermeture des feuilles forme un feuilletage de Stefan [Mol88].

1.3 Le probleme du groupoide d’holonomie dans
ce cadre

Etant donné un feuilletage de Stefan (M, F), on note M la réunion des feuilles de
F de dimension maximale munie de la topologie induite par M et F; le feuilletage
(régulier) restriction de F a M. Dans la suite notre étude portera sur les feuilletages
de Stefan (M,F) pour lesquels My est un ouvert dense de M, on désignera par
feuilletages presque réguliers de tels feuilletages. Dans ce cas, on appelle (My, Fo)
le sous-feuilletage régulier mazimal de (M, F).

Avant d’expliquer la démarche adoptée pour associer un groupoide différentiable a un
feuilletage presque régulier, nous rappelons brievement la situation des feuilletages
réguliers.

Etant donné un feuilletage régulier, le graphe de la relation d’équivalence “étre
sur une meéme feuille” n’est généralement pas une variété. Aussi pour obtenir un
groupoide différentiable représentant cette relation on est amené a faire intervenir
I’holonomie des feuilles. Ainsi, J. Phillips a mis en évidence que le “plus petit”
groupoide différentiable “raisonnable” que I'on puisse associer au feuilletage est le
groupoide d’holonomie [Phi87].

Rappelons la construction ainsi que les principales propriétés du groupoide d’holono-
mie Hol(M, F) lorsque F' est un feuilletage régulier de dimension k sur une variété
M de dimension n [Win83, Pra84, Hae84, Hec93|.
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L’ensemble Hol(M, F') est constitué des classes d’holonomie de chemins tangents &
F.

Plus précisément, un élément (y,z,%) € Hol(M, F) est la donnée d’un chemin v sur
une feuille de F' allant de z & y et tel que ¥ = ¢ si et seulement si v~ est un lacet
en x sans holonomie.

Les applications source « et but  sont données par a(y, z,75) = x et f(y, z,75) = y.
Le produit provient de la composition usuelle de deux chemins “qui se suivent” :

(y, 2,7)(x,2,0) = (y,2,79) .

L’inverse est ’application qui consiste a “prendre un chemin en sens inverse” :

(y,2,9) " = (z,y,77") .

L’application unité est application qui & x € N fait correspondre (z,z,¢;) ou ¢,
est le chemin constant en x.

La trivialité locale du feuilletage (M, F') permet de munir Hol(M, F') d’une structure
de variété (éventuellement non séparée) de dimension n+ k qui en fait un groupoide
différentiable a-connexe ayant les propriétés suivantes :

1- Les orbites de Hol(M, F') sont les feuilles de (M, F'), c’est-a-dire que si L, est la
feuille de F' passant par x alors L, = B(a!(z)) = a(87(x)).

2- Les groupes d’isotropie de Hol(M, F) sont les groupes d’holonomie des feuilles
correspondantes et les fibres de Hol(M, F') sont les revétements d’holonomie des
feuilles. Autrement dit, Hol(M, F)% = a~'(x) N $7'(x) est le groupe d’holonomie
de la feuille L, passant par x et 3 : a '(z) = Hol(M, F), — L, est son revétement
d’holonomie.

On voudrait associer a un feuilletage presque régulier (M, F) un groupoide différen-
tiable H(M,F) de base M qui soit une généralisation du groupoide d’holonomie.
Il semble raisonnable de demander que les orbites de H (M, F) soient les feuilles de
(M, F) et que la restriction de H(M,F) a la partie réguliere, M, soit le groupoide
d’holonomie du sous-feuilletage régulier maximal (My, Fp).

La premiere difficulté vient du fait que dans ce cadre-la, la donnée des classes
d’homotopie des chemins tangents au feuilletage ne peut pas suffire. Effectivement,
supposons que (M, F) admette une feuille singuliere s réduite & un point et que
(My, Fo) soit un feuilletage de dimension k > 0, alors si H(M, F) existe, la a-fibre
de H(M, F) au-dessus de s est un groupe de Lie de dimension k, la seule donnée du
chemin constant en s est insuffisante pour construire une telle variété. Il faut étre
en mesure de “coder” la chute de dimension des feuilles.

L’autre difficulté provient du fait que 'on a perdu la notion de trivialité locale. Le
groupoide d’holonomie d’un feuilletage régulier est une désingularisation de I'espace
des feuilles et dans ce cas-la, la trivialité locale du feuilletage se traduit par le fait
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que la relation d’équivalence “étre sur une meéme feuille” est localement réguliere.
En d’autres termes, méme si 'espace des feuilles est (globalement) “singulier”, il est
obtenu a partir du recollement de variétés de méme dimension. Ce phénomene est
essentiel dans la construction usuelle du groupoide d’holonomie.

J. Pradines dans [Pra85] et B. Bigonnet dans [BP85, Big86] caractérisent les groupoi-
des différentiables adaptés aux feuilletages presque réguliers, il s’agit des quasi-
graphoides. Ils développent 1’étude algébrique et différentiable des cartes de tels
groupoides (qu’ils nomment convecteurs). Etant donné une variété différentiable M,
ils construisent le convecteur universel associé. Il s’agit d’un groupoide différentiable
G de base GY, étalée sur M, ayant la propriété que tout quasi-graphoide de base
M est isomorphe a un sous-groupoide ouvert de Gj;. Alors, a toute section o
de I'étalement surjectif de GY; sur M (nommée une convection), correspond, d’une
part le groupoide différentiable G, de base M, restriction de Gy a (M), et d’autre
part le feuilletage singulier que G, induit sur M. Ils définissent alors le groupoide
d’holonomie de la convection o comme la composante a-connexe de G,.

Etant donné un feuilletage presque régulier F sur la variété M, il résulte de la con-
struction précédente que si F admet un “groupoide d’holonomie” il s’agit alors d’un
sous-groupoide de GGj;. Cependant on ne dispose pas de critere sur F pour savoir
si un tel groupoide existe et, lorsque c’est le cas, on ne dispose d’aucune méthode
pour associer & F une section de I'étalement de GY; sur M. Cette construction, tres
formelle, s’applique difficilement a des exemples concrets et ne permet pas de donner
un sens géométrique aux éléments des groupoides obtenus. Nous proposons ici, une
nouvelle construction plus géométrique et nous étudions les criteres d’existence d’un
“groupoide d’holonomie” associé a un feuilletage donné.

L’étude des travaux de J. Pradines et B. Bigonnet a été le point de départ de cette
recherche et m’a conduite a adopter la démarche suivante.

Etant donné un feuilletage presque régulier F sur une variété M, le probleme de la
construction d’un groupoide différentiable associé a F a deux aspects :

- Le probléme local qui consiste a construire pour tout point de M un groupoide
différentiable (local) “associé” au feuilletage restreint & un voisinage de ce point.
Dans le cas des feuilletages réguliers, cet aspect du probleme est trivial : la relation
d’équivalence “étre sur une méme feuille” est localement réguliere donc il suffit de
considérer au-dessus de chaque ouvert trivialisant le groupoide différentiable de la
relation d’équivalence restreinte.

- Le probleme global qui consiste a construire un groupoide différentiable sur M a
partir de ces groupoides locaux. Déja, pour les feuilletages réguliers, cet aspect du
probleme est plus obscur, notamment avec “I’apparition” de 1’holonomie.
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Chapter 2

Généralités sur les groupoides
différentiables

Le but de ce chapitre est de fixer les notations et de rappeler les principales notions
relatives aux groupoides différentiables (éventuellement locaux) qui interviendront
dans la suite. Pour une présentation plus détaillée, consulter [CASW99, Mac95,
Wei87, CDW87, Mac87|.

2.1 Groupoide différentiable

Définition 3 Soient G et G deuz variétés différentiables, G étant éventuellement
non séparée. Une structure de groupoide différentiable sur G de base G est la
donnée des morphismes structurels suivants :

0)
0)

— G. On appelle u Uapplication unité et on identifie
avec son image dans G;

un plongement u : G
Uespace des unités G

- deuz submersions surjectives ., 3 : G — GO, appelées source et but respec-
tivement et telles que o(x) = B(x) = x lorsque v € G);

- un diffeomorphisme involutif

- G
— oyt

1. G
i
appelé inversion, tel que ot = [3;

- une application différentiable

p: G® o @
(’Yl,’Yz) = Y12
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appelé produit, ot G = {(11,72) € G x G ; a(y1) = B(1)} est Uensemble
des couples composables.

Le tout satisfaisant aux assertions suivantes.
- Le produit est associatif : si y1,72,vs sont trois éléments de G tels que (v1,72) et
(Y2, 73) sont dans G® on a l'égalité

(11:72)-73 = 1 (72:7) -
- Pour tout (7y1,7%) dans G on a

a(v1.72) = a(ye) et B(11-72) = B(n) -

- Pour tout v dans G on a

B(y)y=va(y)=7etyy " =pB(y) .
Yn

afy) = B(n) Blym) = B(y)

ayn) = a(n)

Exemples

1- Tout groupe de Lie G est un groupoide différentiable de base G = {14}.

2- Soit M une variété différentiable. Le groupoide des couples sur M est le groupoide
différentiable G = M x M de base G® = M, de source a(z,y) = y et de but
B(z,y) = x. Alors 'inversion est donnée par (z,y) ! = (y,z) et le produit par
(z,9)-(y, 2) = (z,2).

Plus généralement, si R est une relation d’équivalence réguliere sur M, on munit
de fagon analogue le graphe G de R d’une structure de groupoide différentiable de
base M.

3- Soit M une variété et H un groupe de Lie agissant différentiablement a gauche
sur M. On définit sur G = M x H une structure de groupoide différentiable de base
G = M de source a(x,h) = z et de but S(x,h) = h.z. L’inversion est donnée
par (z,h)™" = (h.x,h™") et le produit par (h.z,g).(z,h) = (z,gh). Muni de cette
structure, G est appelé groupoide produit croisé de [’action et noté G = M x H.

Soit G % G un groupoide différentiable G de base G(¥ de source « et de but .
B

Si U est une partie de G(O), on note :
Gr=at(U) ,GV=3YU) et GY=GynGY .
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Lorsque z appartient & G, G?Z est un groupe de Lie (d’élément neutre le point ),
appelé groupe d’isotropie de G en .

L orbite de G passant par x est par définition le sous-ensemble L, = 3(G,) = a(G?)
de GO,

On définit de fagon naturelle la notion de sous-groupoide différentiable. Parmi les
sous-groupoides différentiables de G on distinguera ceux qui admettent G(*©) comme
espace des unités, ce sont les sous-groupoides uniféeres de G. L’ensemble de ces
groupoides admet un “plus petit élément”. Plus précisément, on définit la com-
posante a-connexe du groupoide G' comme étant 1’ensemble noté G°¢, formé de la
réunion de toutes les composantes connexes des points = de G(© dans G,. 1l s’agit
d’un sous-groupoide différentiable de G' qui est contenu dans tout sous-groupoide
unifere ouvert de G.

2.2 Groupoide différentiable local

Comme dans le cas des groupes de Lie, il existe une notion de groupoide différen-
tiable local due a W. T. van Est [Est84] :

Définition 4 Un groupoide différentiable local est la donnée de :

- deuz variétés différentiables R et R ainsi qu’un plongement u : R — R.
La variété R peut étre non séparée.
La variété R est nommé Uensemble des unités, ou la base, on Uidentifiera d
son image dans R;

- un difféomorphisme involutif i : R — R appelé inversion et noté i(r) = r=';

- deuz submersions surjectives o, 3 : R — R©) appelées respectivement source
et but et telles que a(z) = B(x) = x et a(r™') = B(r) pour tout v € RO et
reR;

- un owvert D’°R de R® := {(r1,r;) € Rx R ; a(r)) = B(r2)} appelé I'ensemble
des composables et une application différentiable p : D?R — R appelée produit
local et notée p(ri,r3) = r1.19;

devant vérifier les propriétés suivantes :

- i r1.ry est défini, a(ry.ry) = a(re) et f(ry.re) = B(r1);

- pour tout v € R, les produits B(r).r, r.a(r), r.r=" et r='.r sont définis et égauz
respectivement a r, r, 3(r), a(r);

- siry.ro est défini alors vy tryt aussi et (ri.rp) Tt =y Lt

- 81 7T1.19, T9.13 et (11.12).13 sont définis alors ri.(rq.r3) aussi et (r1.19).r3 = r1.(r9.1r3).

21



Remarque La seule différence entre un groupoide et un groupoide local est que
dans le second cas la condition a(r;) = ((r3) est nécessaire a l'existence du produit
r1.ro mais non suffisante. Le produit est défini des que ry et o sont “suffisamment
proches” des unités.

«
Soit R = R® un groupoide différentiable local et H une sous-variété de R. Notons

g

D?H = p~'(H)U H x H, ol p est le produit local de R. On dira que H est muni
d’une structure de sous-groupoide différentiable local de R lorsque H® = H N R©)
est une sous-variété de R(®) et que les restrictions & H des applications qui définis-
sent la structure de groupoide différentiable local de R munissent H d’une structure
de groupoide différentiable local admettant H® pour base et D*H pour ensem-
ble des composables. Lorsque H est ouvert dans I, on parlera de sous-groupoide
différentiable local ouvert.

Par exemple, si V(© est un ouvert de R®. Alors tout ouvert V de R contenu dans
R“fggi, stable par inversion et tel que V N R = V() hérite d’une structure de sous-
groupoide différentiable local ouvert de R de base V().

Ainsi pour tout ouvert W de R rencontrant I’ensemble des unités, il existe un sous-
groupoide différentiable local ouvert Wy de R tel que Wy C W et W N RO = Wéo).

11 suffit de prendre Wy := {r € W; r' € W} n RWNED

WNRO) "

2.3 Algébroide de Lie

A tout groupoide différentiable (éventuellement local) est associé un algébroide de
Lie. Nous en rappelons ici la construction.

(6]
Soit G = G un groupoide différentiable G' de base G de source « et de but 3.
B

On note TG le fibré sur G des champs a-verticauz, il s’agit du noyau de la différen-
tielle T'a de a.

Pour tout élément vy de G, on note R, : Ggr) — Ga(y) la multiplication a droite
par v. Un champ de vecteur local Z sur G est dit invariant a droite lorsqu’il est
a-vertical et qu’il vérifie T,, (R,,)(Z(71)) = Z(71.72) lorsque le produit ;.72 est
défini et que vy, et v;.7, sont dans le domaine de Z.

L’algébroide de Lie associé a G se définit de la fagon suivante :

- AG est le fibré vectoriel sur G(%) obtenu en restreignant le fibré T®G & ’espace des
unités G(©). Autrement dit la fibre AG, de AG au-dessus d’un point = de G(* est
simplement TG

- Le fléchage, noté p, est la restriction de la différentielle T3 de § a AG.

- Si Y est une section locale de AG définie sur un ouvert U de G© on définit Zy,
le champ de vecteurs invariant & droite correspondant sur GV, par

Zy(v) =TR,(Y(8(7))) , v € G".
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Le crochet est alors défini par :

[ ]: T(AG) xT(AG) —  T(AG)
(vava) = [ZY17ZY2]G(O)

ol [Zy,, Zy,) o désigne la restriction & G(® du champ de vecteur a-vertical sur G
obtenu en faisant le crochet (usuel) des champs de vecteurs invariants a droite Zy,
et Zy, correspondant respectivement a Y; et Y5.

Par exemple, lorsque G est un groupe de Lie, I'algébroide de Lie associé est ’algebre
de Lie du groupe G.
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Chapter 3
Les quasi-graphoides

Les quasi-graphoides sont les groupoides différentiables susceptibles d’intervenir
dans I'étude des feuilletages presque réguliers. Ils ont été étudiés par B. Bigonnet
dans sa these [Big86], on les rencontre également dans les travaux de J. Renault sous
le nom de groupoides essentiellement principaux [Ren80]. Apres un rappel de leur
définition, on complete [Big86] par une étude de leurs propriétés qui aboutit & une
justification géométrique de ce choix. Nous terminons ce chapitre par la définition
des atlas généralisés qui est une notion équivalente a celle de quasi-graphoide local.

3.1 Définition et exemples

La définition qui suit est motivée par le fait que nous cherchons des groupoides
différentiables qui ne soient pas “trop gros”, ou plus précisément qui n’aient pas
d’isotropie superflue.

«
Définition-Proposition 1 Soit G = G un groupoide différentiable de base M
g

de source o, de but B et u : GO — G Uinclusion des unités. Les trois assertions
sutvantes sont équivalentes :
1- Siv:U — G est une section locale de « alors fov =1y & v=u|y.
2- S8i W est un ouvert de G et f une application différentiable de W wvers G telle
que o f=a et fof=0 surW, alors f est ['inclusion de W dans G.
3- Si N est une variété et si f et g sont deux applications différentiables de N wvers
G telles que :

i)aof=aogetfof=p0og,

ii) l'une des applications aco f ou B o f est une submersion,
alors f = g.
On appelle quasi-graphoide un groupoide différentiable vérifiant ['une de ces pro-
Priétés.
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Dans sa these [Big86], B. Bigonnet définit les quasi-graphoides par l'intermédiaire
des assertions équivalentes 1- et 3-. Nous rajoutons ici ’assertion 2- qui sera tres
utile dans la suite.
Preuve Il reste a montrer que les assertions équivalentes 1- et 3- sont équivalentes
a 'assertion 2-.
[’assertion 2- est un cas particulier de 'assertion 3-.
Montrons que 'assertion 2- implique I’assertion 1-.
Soit v : U — G une section locale de « telle que for = 1y. Alors pour tout
v € Gy, le couple (v,v(a(y))) est un élément de G®. On définit 'application
différentiable

f : GU — G

v o= ywvay)

Or Gy est un ouvert de G et f vérifie o f = a et fo f = [ donc si 2- est vrai,
f(v) = v pour tout v dans Gy et par suite v est la restriction a U de 'application
unité. O
Exemples
1- Si G est un groupe de Lie non réduit a I’élément neutre, le groupoide G corre-
spondant n’est pas un quasi-graphoide.
2- Si M est une variété, M x M — M, le groupoide des couples sur M, est un
quasi-graphoide.
Il en est de méme du graphe d’une relation d’équivalence réguliere sur M.
3- Le groupoide d’holonomie d’un feuilletage régulier est un quasi-graphoide.
4- Soit H un groupe de Lie agissant différentiablement a gauche sur une variété M.
On suppose que 'action est presque libre, ¢’est-a-dire qu’il existe une partie dense et
saturée My de M sur laquelle ’action de H est libre. Alors le groupoide de 1’action
M x H = M est un quasi-graphoide.
5- Le groupoide tangent d’une variété M défini par A. Connes [Co90],
M x Mx]0,1[UT'M x {0} = M x [0, 1] est un quasi-graphoide.
6- Le groupoide d’une variété a coins défini par B. Monthubert [Mon98] est un
quasi-graphoide.

3.2 Propriétés

Nous donnons ici des propriétés remarquables des quasi-graphoides qui nous seront
utiles dans la suite.

3.2.1 Propriétés structurelles

Avant toute chose, il faut noter que la structure algébrique d’un quasi-graphoide est
entierement déterminée par les applications source et but.
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Plus précisément, soit G = M un quasi-graphoide de base M, alors :
B

- l'inversion sur G est 1'unique application différentiable ¢ : G — G qui vérifie
aot= et foi=aq;

- le produit est I'unique application différentiable p : G® — G qui vérifie a o p =
aopryet fop=fgopr.

Nous aurons besoin dans la suite d’étendre les morphismes.

Soient G' et H deux groupoides différentiables sur une variété M de source et but
ag, Bg (resp. agy, By). On suppose que l'on s’est donné un morphisme local de
graphe d’un voisinage de M dans H vers G. C’est-a-dire que I'on a une application
différentiable ¢ : V' — G ou V est un ouvert de H qui contient les unités M et telle

que ag o @ = ag et fgop = By.

Proposition 1 57 H est a-connexe et G est un quasi-graphoide alors ¢ s’étend de
facon unique en un morphisme de groupoide différentiable p : H — G au-dessus de
["identité.

Preuve La Définition-Proposition 1 assure que si ¢ s’étend en un morphisme de
graphe ¢ de H vers G alors ce morphisme est unique. De plus ¢ sera un morphisme
de groupoide différentiable au dessus de I'identité.

Effectivement, si uy (resp. ue) désigne 'application unité de H (resp. G, I’assertion
1- de la Définition-Proposition 1 assure que ¢ o uy = ug. D’autre part, considérons
les applications différentiables suivantes :

v: H® G et v H® G
(v,72) = @()-P(12) (v,72) = @(n2)

On vérifie que ago V¥ = ago V', fgo V¥ = 50 ¥ et que ces deux applications sont
des submersions. L’assertion 3- de la Définition-Proposition 1 s’applique et permet
de conclure que pour tout (71,72) € H® on a I'égalité G (71).4(72) = P(71.72).

Il suffit donc de montrer que ’on peut étendre .

L’idée consiste a décomposer “différentiablement” tout v € H comme un produit
Y1-Y2-..73 A’éléments de V' et de définir ensuite p(v) := ©(71)-.-0(Vn)-

Une section locale o de ay est dite admissible lorsque Gy oo est un difféomorphisme
local de M. Lorsque o; et o, sont deux sections locales admissibles telles que
Bu(o2(dom(os))) C dom(oy), on désigne par oy.09 la section locale admissible qui &
z € dom(o2) fait correspondre le produit oy (G (02(x))).00(2).

Soit v € H de source x € M et de but y € M. Puisque H est a-connexe, on
peut trouver un voisinage ouvert O, de x dans M et oy, ..., 0, des sections locales
admissibles de ay telles que pour tout ¢ = 1,...,n, 'image de o; est dans V,
l'application 0y.03 ... 0, est définie sur O, et 01.09...0,(x) = 7.
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D’autre part, il existe une carte autour de y dans H de la forme f: O, xT — H
ol O, est un voisinage ouvert de y dans M et T  est une sous-variété de H passant
par y et transverse aux ag-fibres. On peut supposer que 'image de f est dans V.
Finalement, on récupere un difféomorphisme

h: O, xT — W
(z,t) = (f(Bulor...0n(2)),t).01...0,(2)

ou W est un voisinage ouvert de v dans H. On définit alors le morphisme de graphe

ow: W — G
hzt) = o((f(Bulor...on(2)),1).¢(01) ... p(on(z)) -

On réitere ce procédé pour tout v € H. On obtient alors un recouvrement {W;, i €
I} de H et des morphismes de graphes ¢y, : W; — G. Puisque G est un quasi-
graphoide, ow, et pw, coincident sur W; N W;. On définit alors ¢ comme étant
I'unique morphisme de graphe de H vers GG dont la restriction a W; est égale a gy,
pour tout ¢ € 1. O

Avec les notations précédentes :

Corollaire 1 Si G et H sont des quasi-graphoides a-connexes et si p est un difféo-

morphisme local alors son prolongement © a H est un isomorphisme de groupoide
différentiable.

Preuve Puisque ¢ : V — G est un difféomorphisme local, on peut trouver un
recouvrement ouvert {V;, ¢ € I'} de V tel que la restriction p; de ¢ a V; soit un
difffomorphisme sur son image pour tout i € I. Notons W; = ¢;(V;), i € I.
L’ensemble W = U;c;W; est un voisinage ouvert des unités dans G. Puisque H
est un quasi-graphoide, ;! et (pj’l coincident sur W; N W; lorsque 7,5 € I. On
définit alors ¥ : W — H comme étant I'unique morphisme local de graphe dont la
restriction & W; est égale & ;' pour tout i € I.

La proposition 1 garantit I'existence d’un prolongement ¢ de ¢ et ¥ de U. De
plus @ o U est une application différentiable de G vers G qui vérifie les égalités
Qg o Qo U = g et Baopo U = Ba. L’assertion 2- de la Définition-Proposition 1
permet de conclure que ¢ o U = idg. De méme, on montre que U o O =1dy. O

3.2.2 Propriétés algébriques

Stabilité par inclusion

On vérifie immédiatement que si G est un quasi-graphoide de base M, tout groupoide
différentiable H qui est un sous-groupoide de GG, qui a pour base un ouvert de M
et tel que I'inclusion de H dans G soit différentiable est encore un quasi-graphoide.
En particulier, si G est un quasi-graphoide sa composante a-connexe l'est aussi.
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Stabilité par produit fibré

Soient G % M, 1 = 1,2, deux quasi-graphoides sur une variété M. On suppose
Bi
que les applications différentiables (o, 3;) : G; — M x M, i = 1,2, sont transverses.
Alors le groupoide différentiable produit fibré de G| et G5 au-dessus de M x M est
un quasi-graphoide.
Ce résultat s’applique en particulier au groupoide différentiable associé a un équaris-
sage car un tel groupoide s’obtient comme produit fibré d’une famille finie de quasi-
graphoides [Mon98].

Stabilité par équivalence de Morita
La notion d’équivalence de Morita entre groupoides différentiables sera rappelée au
chapitre 5.1.

On a la proposition suivante :

Qg
Proposition 2 Soient G; = M;, ©« = 1,2, deuzx groupoides différentiables Morita

équivalents. St G est un quasi-graphoide alors Gy [’est aussi.

Preuve Soit (a,b) : Z — M, x M, un graphe de I’équivalence de Morita de G,
vers (G5. On considere v : U — (5 une section locale de ay telle que Gy o v = 1.
Montrons que v est la restriction a U de l'inclusion des unités.

Soient zy € U, zy € a *(zg) et V = b(a}(U)) € M;. On se donne une section
locale s : V' — a='(U) de b telle que s(b(29)) = 20- On considere les applications
différentiables suivantes :

stV — 4 X 4
z = (s(x),s(x)*yvoaos(z)),

oll 2 %9 1 désigne 'action a droite de r € G5 sur 2z € Z, ainsi que
q: L Xy 4 — G1 R

qui & tout (21, z9) associe 'unique ¢(z1, z2) € Gy tel que q(z1, 22) *1 21 = 23 OU ¥ %1 2
désigne 'action a gauche de v € G| sur z € Z.

On obtient alors une application différentiable ¢ :=qos5:V — G quiatout x € V
associe I'unique v € G tel que v x; s(x) = s(x) xo v(a(s(x))).

Alors ¢ satisfait aux égalités oy 0o o = By 0 p = 1y

Si G est un quasi-graphoide, ’assertion 1- de la Définition-Proposition 1 assure que
¢ est la restriction a V' de l'application unité. Alors s(x) = s(x) %y v(a(s(z))) et par
suite v(a(s(z))) = a(s(z)) pour tout € V. Donc en particulier v(zq) = xy.

On montre ainsi que v est la restriction a V' de I'inclusion des unités dans G5 et par
suite (G5 est également un quasi-graphoide. a
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Stabilité par éclatement d’une immersion

a;

Soient G; = M, © = 1,2, deux quasi-graphoides et ¢ : G; — G5 une immersion de
Bi

groupoide au-dessus de 'identité.

Notons T°G; := Ker(T'wy), le fibré des champs de vecteurs a;-verticauz sur G;. Soit
AG; lalgébroide de Lie de G et p; : AG; — T'M son fléchage.
On note

T°G; —— AG;

| l

le morphisme de fibré qui ramene a l'origine un vecteur a-vertical par translation a
droite. Autrement dit, w;(y,v) := TR,~1(v) € Ag,(»)Gi lorsque v € TGy, ot TR~
désigne la différentielle en v de R,-1, la multiplication & droite par .

Alors w; est un isomorphisme en restriction a chaque fibre et donc induit un isomor-
phisme de fibré de T*G; vers (5;)*(AG;) = G; x5, AG;. D’autre part, w; satisfait a
l’égahté Tﬂz = Pi © W;.

On a alors le diagramme commutatif suivant [Mac87]:

TaGl (p—%> TaGQ

wll lm

AGl —A> AGQ

5

Dans ce diagramme ¢ (resp. @7') désigne le morphisme injectif induit par la
différentielle de ¢ entre les fibrés des champs a-verticaux correspondants (resp. les
algébroides de Lie). On a 'égalité py o o = py.

On demande que le noyau de p, soit égal a I'image par ¢ du noyau de p;.

Sous ces conditions, on est en mesure de construire le groupoide normal de ¢ de
facon analogue a la construction donnée par M. Hilsum et G. Skandalis pour les
groupoides d’holonomie de variétés feuilletées [HS87].

Pour ce faire il faut préalablement définir une action du groupoide G; sur N =
AGy/AG, le fibré normal de 'inclusion de AG dans AG5. Si (z,v) est un élément

de A,G2, on notera (z,v) son image dans N,.

Soit v € Gy de source x = «;(7) et de but y = (7). On se donne o, : O — G
une aq-section admissible d’un voisinage de = dans M vers G telle que oy (z) = 7.
Soit W, la translation locale a gauche induite par ¢ o o, sur G :

U, (2) = @(o(B2(2)).2 ¥z € G = 5;1(01) .
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Notons que 'on a I'égalité Sy 0 W, = By 0 p o0y 0 fs.
Puisque l'on a supposé o, admissible, ¥, est un difféomorphisme sur son image

d’inverse z — (¢ 0 o, ((B1 0 0,) 1 (B2(2)))) L.z
Finalement, wy étant un isomorphisme en restriction a chaque fibre, ’application
suivante est un isomorphisme d’espace vectoriel :

Ty ! AIGQ — AyGQ
(z,v) = w0 (¥,).(x,v)

Avec les notations précédentes, on a

Lemme 1 L’isomorphisme 7, induit un isomorphisme d’espace vectoriel

7'_,y : N{B = AIGQ/AQ;Gl — Ny = AyGQ/AyGl
(x,v) — 7(z,v)

qui ne dépend que de 7.

Preuve La translation a gauche W, respecte p(G;), donc (¥,), o ¢ (z,v) est un

élément de o2 (T* G4) lorsque (z,v) € A,G1. L'égalité wqo o = pf ow; assure que

si (z,v) est un élément de pA(A,G:) alors 7, (z,v) est un élément de p2(A,G1).

Donc 7., passe au quotient.

Soit 0’7 une autre a;-section et 7'; I'isomorphisme de A,;G, vers A,G obtenu a partir

de o7, comme précédemment.

Soit (z,v) € A;G,. Puisque o, et U’7 sont des a-sections qui envoient x sur 7,

le vecteur W' = ((04)+(TBa(v)) — (0)4(TBa2(v))) est un élément de TGy Alors

W = wy 0 (W) est un élément de o7 (A,G).

On vérifie immédiatement que py(W) = Ty 0 @*(W) = py(7,(z,v) — (2, v)).

Puisque Ker(p;) = @7 (Ker(p;)) on obtient que 7,(z,v) — 7} (z,v) est un élément de

@f(AyGl)-

Donc 7., ne dépend pas du choix de la section o,.

On vérifie aisément qu’il s’agit d’un isomorphisme d’espace vectoriel d’inverse 777.
O

Avec les notations précédentes, on déduit immédiatement le
Corollaire 2 L’application

G1 Xy AGQ/AGl — AGQ/AGl =N
(77 (ZL‘,U)) = ’7(6) = T’Y(ZI“JU)

est une action du groupoide G sur N.
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Par suite, le produit fibré Gy xg, /N est muni d’une structure de groupoide sur M
de source (v, X) = a;(v), de but B(v, X) = B1(y) et de produit

(71, X).(72,Y) = (m172, X +n(Y)) .

Le groupoide normal de ¢ est donné par G = G x5, N x {0} UGy x R, = M x R.
Par une construction analogue a celle du groupoide tangent, on munit G d’une
structure de groupoide différentiable [HS87].

Plus précisément, il faut tout d’abord remarquer que le fibré normal TGy/TG,
s’'identifie & T*Gy/T*G1, lui-méme isomorphe a (51)*(AG2/AG,) = Gy x5, N.

La topologie sur G est alors de la forme suivante.

On choisit la topologie usuelle sur G5 x R,.

D’autre part, supposons pour simplifier que G5 est muni d’une métrique Riemanni-
enne complete et notons © : Gy xg N — G5 I'application induite par I'application
exponentielle. Soit © : (G} x5, N) x R — G définie par

~ ] (7, X,0)siA=0
Oy, X, A) = { (O(7, AX), ) si A #£0

On munit G de la topologie qui fait de © un difféomorphisme local. Autrement dit,
notons 7 la projection de Gy xg, N sur Gy. On se donne Q et Q' deux ouverts de
G1 xp, N tels que :

- 2 contient la restriction a 7(Q2) de la section nulle,

- O est injective en restriction a (2,

- () = 7 ().

Soit £ un réel strictement positif.

On définit Wo o e = {(7, X, A) € Q' x] —¢e,¢[; (7,AX) € Q}.

L’ensemble des ouverts de G5 x R, et des ensembles de la forme é(WQ@/,E) forme
une base de la topologie de G.

Proposition 3 Lorsque Gy et Gy sont des quasi-graphoides, il en est de méme de

G.

Preuve Soit Ox]— A, A[ un ouvert de M xR et v : Ox]|— A\, A\|= G une application
continue qui vérifie cov = fov = 1. i

Puisque G et G5 sont des quasi-graphoides il existe une section locale X du fibré
N définie sur O telle que

 (z,X(x),0)siA=0etz €O
z/(x,)\)_{ (z,A\)siA#0Oet z €0

On conclut, en remarquant que la continuité de v implique que X est la restriction
a O de la section nulle. Finalement la seule section locale a la fois de « et de [ est
I’inclusion des unités et par suite GG est un quasi-graphoide. O
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3.3 Justification géométrique de ce choix

Nous étudions ici les propriétés géométriques des quasi-graphoides afin de mettre en
évidence les liens qui les unissent aux feuilletages presque réguliers.
Dans la suite M désigne une variété différentiable.

Proposition 4 Soit G = M un quasi-graphoide de base M, A(G) son algébroide
B

de Lie et p: A(G) — TM son fléchage. Alors p est injectif au-dessus d’un ouvert
dense My de M.

Preuve Soit M, I’ensemble des points de M au-dessus desquels p est injective. La
semi-continuité inférieure du rang implique que M, est un ouvert (éventuellement
vide).

Soit U un ouvert de M. Par semi-continuité inférieure du rang, la valeur maximale
du rang de p sur U est atteinte dans un ouvert non vide V' de U. On considere alors
le fibré Ker(p|y) au dessus de V. Il s’agit de montrer que V' est inclus dans My,
autrement dit que Ker(p|y) =V x {0}.

Soit X une section locale de AG définie sur V' et a valeur dans Ker(p|y).

D’aprés [Mac87| (prop. 4.1 p. 126), pour tout xy € V/, il existe un voisinage ouvert
Vie de oy dans V, un réel € > 0 et une (unique) famille {Exp(tX) ; [t| < ¢} de
sections locales de o définies sur V,,, tels que :

o d
i) %Exp(tX)b =X,

ii) {BoExp(tX) : V, — M} est le groupe de transformations locales a un parametre
du champ de vecteur local p(X) sur V.

L’égalité p(X) = 0 implique que 8 o Exp(tX) = 1y, pour tout ¢ tel que [t| < e.
D’autre part, G est un quasi-graphoide donc d’apres ’assertion 1 de la Définition-
Proposition 1, Exp(tX) est la restriction a V,, de 'inclusion des unités, pour tout ¢
tel que || < g, et par suite X = 0. O

Avec les notations précédentes on a le

Corollaire 3 Les orbites de G sont les feuilles d’un feuilletage F presque régulier
sur M qui est régqulier en restriction a My.

Preuve On sait déja que les orbites d’un groupoide différentiables sont les feuilles
d’un feuilletage de Stefan.

De plus d’apres la proposition 4, 'ensemble M, des points de M au-dessus desquels
p est injective est un ouvert dense de M. Il suffit donc de vérifier que la restriction
de F a My est un feuilletage régulier.

Puisque p est injective au-dessus de My, I'image par p de la restriction de AG au-
dessus de Mj est une distribution involutive réguliere sur My (cf. prop. 2.2 p. 101
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[Mac87]). D’autre part, pour tout = € M, le sous-espace vectoriel de T, M engendré
par p(AG,) est lespace tangent en x a 'orbite de G passant par x [Mac87]. Donc
la restriction de F a M, est un feuilletage régulier admettant p(AG|,y,) pour fibré
tangent. |

Notons G° la composante a-connexe de G et Fy la restriction du feuilletage F a la
partie réguliere M,.

Proposition 5 La restriction de G¢ a My est isomorphe au groupoide d’holonomie
du feuilletage régqulier (Mo, Fo).

Preuve Notons £ la dimension du feuilletage Fy et T'F, le fibré tangent au feuilletage

Fo. On désignera par Hol(My, Fo) :03 My le groupoide d’holonomie du feuilletage
Bo

aGo
régulier (M, Fy) et par G§ = M, la restriction de G° a M,.

Bco
Les groupoides Hol(My, Fy) et G§ sont deux quasi-graphoides a-connexes donc
d’apres le corollaire 1, il suffit de trouver un morphisme de graphe local d’un voisi-
nage des unités dans Hol (M, Fy) vers G§ qui soit un difféomorphisme local.

Soit U un ouvert de M tel que la restriction a U du fibré T F; soit trivialisable. On
peut alors trouver k£ champs de vecteurs Xy, ..., X définis sur U tels que :

i) {X1,..., Xi} est une base locale de T'Fy au dessus de U et

ii) [X;, X;] =0 pour tout ¢,j =1,...,k.

Notons ¢! le groupe local & un parametre associé au champ X;, i = 1,..., k. Soit
Ty C U une tranversale au feuilletage. Quitte a restreindre U, il existe un ouvert P
de R¥ contenant 0 tel que

Q: Ty x P — U
(x,ty, ... tk) +— gpﬁl o...ogp';’“(x)

est un difféfomorphisme. De plus, si © € Ty, l'application ¢(z,.) est un difféomor-
phisme de P sur la plaque de U passant par x.

L’algébroide de Lie de Gf est simplement la restriction a M, de I'algébroide de Lie
AG de G. Le fléchage p de 'algébroide AG est injectif en restriction a M, de plus
I'image par p de la restriction de AG a My est T Fy.

Pour + = 1,...k, on peut donc relever le champ de vecteurs local tangent au feuil-
letage X; en une section locale notée Y; de AG définie sur U. On obtient alors
une base {Y7,...,Y;} de sections locales de AG|y, ou p(Y;(x)) = X;(x) pour tout
i=1,...,ketxz € U. Notons comme précédemment, Exp(tY;) la famille paramétrée
par t € R de ag-section locale associée a Y;. D’apres [Mac87|(prop. 4.12 p. 136), il
existe un ouvert P’ de R¥ contenant 0 tel que I’application

v UxP  — Ge
(x,ty,...,t,) +—  Exzp(t;Y7)..... Exp(tpYy)(z)
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est un difféomorphisme sur son image qui vérifie :
i) U(.,0) est la restriction a U de I'inclusion des unités,
ii) ago o ¥ = pry,
iii) fBgo o ¥ = ¢ en restriction a Ty x (P N P').
Il existe alors un ouvert P"” de RF contenant 0 et contenu dans P N P’ tel que
I’application

f: P"xP'xTy — G§

(r,6&2) = ¥(p(z,§),7)

est un difféomorphisme sur son image qui satisfait a agy o f(7,&,x) = p(z,€) et
Baoo f(1,&,2) = o(x, 7 +&). Dautre part P” x P" x Ty s’identifie naturellement a
un ouvert du groupoide Hol(My, Fy) contenant p(Ty x P") C U.

Par ce procédé, on obtient une famille {f; : W; — G§, i € I} ou :

- W; est un ouvert de Hol (M, Fy) pour tout i € I,

- 'ensemble des unités M, de Hol(My, Fy) est contenu dans W = U;e, W,

- fi : Wi = G§ est un difféomorphisme sur son image satisfaisant a agg o f; = o et
Be o fi = Po.

Comme G§ est un quasi-graphoide, on déduit l’existence d’'un morphisme local de
graphe f : W — G qui est égal a f; en restriction a W; pour tout 7 € I. a

Ainsi on a montré que le groupoide d’holonomie d’un feuilletage régulier (M, F') est

I'unique quasi-graphoide a-connexe de base M dont les orbites sont les feuilles de
F.

Nous avons motivé la définition des quasi-graphoides par le fait que nous cherchons
des groupoides différentiables qui n’aient pas d’isotropie superflue. En fait cette
derniere propriété caractérise les quasi-graphoides.

Rappelons qu'un ouvert d’un espace topologique est dit régulier lorsqu’il est égal a
I'intérieur de son adhérence et qu'un espace topologique est dit semi-régulier si tout
point admet une base de voisinages réguliers.

Proposition 6 Soit G = M un groupoide différentiable cc-connexe semi-réqulier et
u: M — G son application unité. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
i) G est un quasi-graphoide.

ii) L'ensemble L = {x € M ; G% = {u(x)}} des éléments de M ayant un groupe
d’isotropie trivial est dense dans M.

Preuve Si G est un quasi-graphoide a-connexe, on a déja vu qu’il existe alors un
ouvert dense My de M et un feuilletage régulier F, sur M, tel que la restriction
de G a My est le groupoide d’holonomie de (Mj, Fy). D’autre part la réunion L,
des feuilles de Fy ayant une holonomie triviale est résiduelle dans M, (cf. [God91]
p. 96). Donc en particulier £y est dense dans M et par construction les groupes
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d’isotropie de G' au-dessus de Ly sont triviaux. Finalement £ contient Ly qui est
dense dans My, ouvert dense de M donc L est dense dans M.

Inversement, supposons que G est un groupoide différentiable semi-régulier tel que
L={x e M; G% = {i(x)}} est une partie dense de M. Notons « et (3 les
applications source et but de G. Puisque 'application « est ouverte, G, = a (L)
est une partie dense de G.

Soit W un ouvert de G et f : W — G une application différentiable telle que
aof = aet Bof = 3. Lorsque 7y est dans W le couple (y~!, f(7)) est un élément de
G? et a(yf(7) = B(y" . f(7)) = aly). Autrement dit, y~'.f(7) est un élément
de ng; pour tout v dans W. Par hypothese, si v est dans W N G, le groupe
d’isotropie ngz; est trivial d’ott 771, f(7) = a(y) et par suite f(y) = . Finalement
la restriction de f a W N G, est I'inclusion de W N G dans G.

Soit v € W\ G. On se donne un voisinage ouvert séparé et régulier V, (resp. Vy))
de v (resp. f(v)) tels que V,, C W et f(V,) C Vi¢y.

Alors VA/ NG, C VA/ N Vf(“/) d’ou VA/ N Gy C Vv7 N Vf(V): VA/ N Vf(ﬁy).

Par densité de G dans G ona V, NG, = 77, et finalement V, C V,, N V().

De plus V, N Vy(,y est séparé donc la continuité de f permet de conclure que la
restriction de f & V, est 'inclusion de V,, dans G.

On a montré que G satisfait a I'assertion 2- de la Définition-Proposition 1 donc G
est un quasi-graphoide. O

En particulier, cette derniére proposition assure que si (M, F) est un feuilletage
presque régulier et (M, Fy) est son sous-feuilletage régulier maximal alors tout
groupoide différentiable semi-régulier dont la restriction a M, est le groupoide d’holo-
nomie de (M, Fy) est un quasi-graphoide.

3.4 Atlas généralisé

Comme nous ’avons expliqué dans I'introduction, la premiere étape pour construire
un “groupoide d’holonomie” d’un feuilletage presque régulier consiste a trouver des
solutions locales, c’est-a-dire une famille convenable de groupoide locaux. Ceci nous
amene a définir les notions de quasi-graphoide local et d’atlas généralisé.

3.4.1 Quasi-graphoide local

Un sous-groupoide local d’un groupoide différentiable GG a des propriétés particulieres
lorsque GG est un quasi-graphoide. L’objet de ce paragraphe est de définir la notion
de quasi-graphoide local et d’étudier les propriétés spécifiques de ces objets.

Nous aurons besoin dans la suite des morphismes de graphes :
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Soit (b;,a;) : Ry — B x A, i = 1,2, ol a; et b; sont deux submersions d’une variété
R; vers la variété A, respectivement B. Un morphisme de graphes de Ry vers Ry est
une application différentiable f : Ry — Ry telle que ax o f = a; et by o f = b;.

Etant donné un groupoide différentiable local R = R, le graphe sous-jacent est
B

simplement (3,a) : R — R® x R(®. On peut donc considérer des morphismes de
graphes entre groupoides différentiables locaux de méme base.

Définition 5 On appelle quasi-graphoide local, un groupoide différentiable local
R = RO ayant la propriété que pour toute variété S munie de deux submersions a
et b sur R, il existe au plus un morphisme de graphes de S vers R.

«
Remarque Soit R =% R un groupoide différentiable local. Lorsque R est un
B

quasi-graphoide local si D est un ouvert de R® | il existe au plus une application
différentiable p : D — R satisfaisant a ¢« op = aopry et fop = fopri. Ainsi
il existe un ouvert D2, R de R® maximal (pour I'inclusion) qui est le domaine
d’une application différentiable p satisfaisant a aop = aopry et Fop = (o pry.
Lorsque R est un quasi-graphoide local on supposera toujours que I’ensemble des
composables de R est D2, R. Ainsi, dans la pratique, il sera inutile de préciser quel
est ’ensemble des composables d’un quasi-graphoide local des lors que 'on se sera
assuré que I'on peut définir un produit local sur un voisinage de {(r,r ') , r € R}

dans R®.

Il est a noter que comme dans le cas des quasi-graphoides, la bonne notion de mor-
phisme au-dessus de I'identité entre deux quasi-graphoides locaux de méme base est
la notion de morphisme de graphe. Précisons.

Soient Ry = O, Ry = O deux quasi-graphoides locaux et f : Ry — R un mor-
phisme de graphe. Alors f vérifie :

i) f(r=Y) = f(r)~! pour tout r € Ry,

ii) f(ri.re) = f(r1).f(r2) pour tout couple (ry,r9) € D2, Ry.

Si R est un quasi-graphoide local on vérifie immédiatement que tout sous-groupoide
local H de R tel que H® est ouvert dans R(®) est un quasi-graphoide local. Lorsque
H est ouvert dans R on dira que H est un sous-quasi-graphoide local ouvert de R.

On a dans le cadre des quasi-graphoides locaux un résultat analogue a la Définition-
Proposition 1.

Proposition 7 Soit R = R un groupoide différentiable local et x un point de
B

RO Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
1- 1l existe un voisinage ouvert W de x dans R tel que st v : U — R est une section
locale de o dont l'image est dans W alors fov = 1y si et seulement si v est la
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restriction a U de l'inclusion des unités.

2- 11 existe un voisinage ouvert W' de x dans R tel que pour tout ouvert V de W',
la seule application différentiable f :V — W' satisfaisant ¢ ao f =« et fo f =7
est Uinclusion de V- dans W'.

3- 1l existe un sous-groupoide local ouvert H de R contenant x qui est un quasi-
graphoide local.

Pour montrer ce résultat, nous avons besoin du

«

Lemme 2 Si R == R est un groupoide différentiable local, pour tout r € R, il
B

existe un voisinage ouvert V, de r dans R tel que pour tout ri, o € V,, si a(r)) =

a(rs) alors le produit ri.ry ' est défini et si B(r1) = B(ry) alors le produit v *.ry est
défini. De plus si r est une unité on peut choisir V, stable par inversion.

Preuve Soit r € R. Puisque (r~!,7) € D?R (I'ensemble des composables) qui est
un ouvert de R®, il existe un voisinage ouvert U, de r dans R tel que si I'on note
Ull={rY retU,},ona (U xU,)NR?CD*R.

De méme, puisque (r,7~ ') € DR, il existe un voisinage ouvert W, de r dans R tel
que W, x W' N R? C D*R. 1l suffit donc de prendre V, = U, N W,. O

Preuve de la Proposition 7 On a évidemment 3- qui implique 2-.

Supposons que 2- est vérifié montrons qu’alors 1- ’est aussi.

D’apres le lemme ci-dessus, on peut trouver un voisinage ouvert W de x dans R
stable par inversion et tel que pour tout rq, ro € W, si a(ry) = () alors le produit
r1.ry est défini. Quitte a restreindre W autour de x, on peut supposer que 'image
par I’application produit de (R® NW) x W est dans W'. On adapte alors la preuve
de la Définition-Proposition 1.

Si v : U — R est une section locale de v dont I'image est dans W et telle que
fov = 1y, on définit I'application différentiable f: W' N W — W' | r— rwv(a(r)).
Puisque avo f = a et fo f = § on obtient que f est 'inclusion de W' N'W dans W’
et finalement que v est 'inclusion des unités.

Montons que ’assertion 1- implique 1’assertion 3-.

Soit, comme précédemment, V,, un voisinage ouvert de x dans R stable par inversion
et tel que pour tout 71, ro € Vg, si a(ry) = [(ry) alors le produit ry.ry est défini.
Soit V. =W nNV,, alors V est un voisinage ouvert de x dans R et quitte a restreindre
V', on peut supposer que I'image de (R(Q) NV) x V par le produit local est dans W.
Soient S une variété munie de deux submersions a et b sur a(V) N B(V) C RO et
f1, fo deux morphismes de graphes de S vers V.

Soit o : U — S une section locale de a, on définit 'application

v: U — \WY%
v = (filo(2) " falo(2))
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Alors v est bien définie et vérifie « ov = for = 1y. Par conséquent v est la
restriction & U de l'inclusion des unités, autrement dit fi(o(x))) = fa(o(z)) pour
tout z € U et finalement f; = f,.

D’autre part d’apres le paragraphe 2.2, il existe un sous-groupoide local ouvert H de
Rtelque HC Vet VNR® = HO Un tel H contient z et est un quasi-graphoide
local. a

3.4.2 Atlas

Dans la suite M désignera une variété différentiable.

On peut penser a un atlas généralisé sur la variété M comme a un atlas “structuré”,
c’est-a-dire que les ouverts sont remplacés par des quasi-graphoides locaux qui se
recollent correctement. Le choix des propriétés de ces groupoides locaux dépendra
de la structure géométrique sur la variété M que l'on veut étudier.

On appelle morceau de quasi-graphoide sur M un quasi-graphoide local ayant pour
base un ouvert de M.

Q;
Définition 6 Un atlas généralisé sur M est un ensemble U = {G; = U;, i € I}
Bi

\

ou.

- {U;,i € I} est un recouvrement ouvert de M,

- G = U; est un morceau de quasi-graphoide au dessus de U;, pour tout ¢ € I.
Bi

La condition de recollement suivante doit également étre satisfaite : .
pour tout i, j € I, il existe un sous-morceau de quasi-graphoide ouvert H! (resp. H;)

de G; (resp. Gj) contenant U;NU; et un isomorphisme de graphes @j; : H] — H]Z

Remarquons que puisque les G; sont des quasi-graphoides locaux, les égalités suiv-
antes sont satisfaites lorsque 2,7,k € I :

1) ki = rj © pji en restriction & HY N HF N ¢} (HF) et

ii) 90]'_1'1 = Qij-

Etant donnésU = {G;, = U;, i € [} et V = {H; =V}, j € J} deux atlas généralisés
sur M, on dira que U et V sont deux atlas généralisés équivalents si Y UV est encore
un atlas généralisé sur M.

Soit U = {G; = U;, i € I} un atlas généralisé sur M. Un sous-atlas de U est une
famille {H; =V}, j € J} de M telle que pour tout j € J il existe ¢ € I tel que
H; est un sous-morceaux de quasi-graphoide ouvert de G; et U;c;V; = M. Tout
sous-atlas de U est un atlas généralisé sur M équivalent a U.
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En particulier si G = M est un quasi-graphoide local et {V;, i € I} une famille
d’ouverts de G tel que M C J,¢; Vi, il existe un sous-atlas (non unique) {H;, i € I}
de {G} tel H; est un ouvert de G et I'espace des unités de H; est V; N M, pour tout
1€ I

En fait tout atlas généralisé sur M est de cette forme. Plus précisément on a la

Proposition 8 Soit U = {G, = U;, i € I} un atlas généralisé sur M. Il existe un
quasi-graphoide local G de base M tel que U soit un sous-atlas de {G}. Il s’ensuit
que les atlas U et {G} sont équivalents.

Preuve On note {Hf , 1,7 € I} la famille des morceaux de quasi-graphoide sur
M qui interviennent dans les recollements, ¢’est-a-dire que H} est un sous-morceau
de quasi-graphoide ouvert de G; contenant U; N U; et 'on a un isomorphisme de
graphes @;; de H} dans H}. On pose H} = G; et @y = id lorsque i € I.

On considere sur | |, ; G; la relation d’équivalence suivante :

(11,4) € Hi et (yo,7) € H}
@ij(%) =72

(i) ~ () 4 {

On définit G' comme la variété quotient de | |,_; G; par cette relation.
On vérifie immédiatement qu’il existe sur G une unique structure de quasi-graphoide
local de base M tel que G; est un sous-groupoide local de GG, pour tout i € I. O

Exemples

1- Feuilletage régulier Soit (M, F') un feuilletage régulier et {U; = P, xT;; i € I}
un recouvrement de M par des cubes distingués, ou pour tout ¢ € I, P; est une plaque
de F' et 1} une transversale. Pour tout ¢ € I, on définit G, = P, x P, x1; = P; x 1},
le groupoide des couples sur P; paramétré par 7;. En d’autre termes, G; est le
groupoide sur P; x T; de la relation d’équivalence réguliere “étre sur la méme plaque
de U;”. Alors U = {G; = U;; i € I} est un atlas généralisé de M associé au
feuilletage F. De plus U est équivalent a l’atlas constitué du seul élément Hol(M, F),
le groupoide d’holonomie de (M, F)).

2- Action locale d’un groupe de Lie Soit H un groupe de Lie agissant localement
sur une variété M, c’est-a-dire que 'on a un ouvert D de M x H et une application
différentiable ¢ : D — M, notée p(x, h) = h.z, tels que :

- pour tout x € M, 'ensemble {h € H; (x,h) € D} est un voisinage connexe de 1y;
- pour tout x € M, 1.z = ;

-si (z,h) € D, (h.x,g9) € D et (x,gh) € D alors (gh).x = g.(h.x).

On demande que l'action soit presque libre, ce qui signifie qu’il existe une partie
dense de M sur laquelle I'action est libre.

Posons G = {(x,h) € D ;(h.x,h™") € D}. On définit o : G — M ,(z,h) — z et
f:G— M, (x,h)— h.u.

40



Alors G = M est un quasi-graphoide local, le produit local étant donné, lorsque
B
cela a un sens, par

(h.z,g).(x,h) = (x,gh) .

3- Sous-variété de codimension 1 Soit M une variété et N une sous-variété de
M de codimension 1.

On peut trouver une famille {f; : U; = R, i € I} telle que :

- {Uj, i € I} est une famille d’ouverts de M,

- N est contenu dans | J,, U; et

- pour tout ¢ € I, application f; : U; — R est une fonction de définition de U; N N
(i.e. f; est différentiable, f; '(0) = U; N N et df; # 0 sur U; N N).

Alors I'application ¥ : U; x U; x R, — R définie par ¢(z,y, \) = Afi(2) — fi(y) est
réguliere. On pose

Gy =v(0) = {(,5, %) € Ui x Ui X Ra 5 Afil2) = fiy)} ﬂ: U; .

L’ensemble G; est une sous-variété de U; x U; x R,. On définit o;(z,y,\) = vy,
Bi(z,y, \) = 2, (z,y,A\) 7 = (y, 2, \7") et (2,9, 1).(y,t, \) = (2,t, ). Ces applica-
tions munissent (G; d’une structure de quasi-graphoide sur U;.

Soit H l'ensemble des couples (z,y) € (M \ N) x (M \ N) tels que z et y sont dans
la méme composante connexe de M \ N. On munit H de la structure de groupoide
différentiable induite par le groupoide des couples sur M \ N.

On définit ainsi un atlas généralisé U = {G;, i € I}U{H} sur M associé a 'inclusion
de N dans M.

Un quasi-graphoide local et de facon équivalente un Atlas généralisés définit un
feuilletage presque régulier sur sa base. Précisons.

Soit U = {G; = U;, i € I} un atlas généralisé sur M.
Bi

Lorsque i € I et € Uj;, notons P, la composante connexe de o;(87'(z)) =
Bi(a; () dans M contenant x. On appelle plague de U les sous-ensembles de M
de la forme P;, ou i € I et x € U;. On obtient ainsi un recouvrement de M par les
plaques de U.

Un chemin de plaques est une suite Py, ..., Py de plaques de U telle que P,N P, # ()
pouri=1,...,k—1.

On définit alors la relation d’équivalence Ry sur M par :

T Ryy < il existe un chemin de plaques Py, ..., P tel que x € P et y € Py

On définit alors [’orbite de U passant par un élément x de M comme l'orbite de x
pour la relation Ry. Lorsque (M, F) est un feuilletage presque régulier, on dira que
U définit le feuilletage F lorsque les orbites de U sont les feuilles de F.
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Pour obtenir les atlas généralisés de feuilletages, nous rajouterons a la définition
précédente des conditions de compatibilité au feuilletage. Plus précisément, soit
(M, F) un feuilletage presque régulier et (My, Fy) son sous-feuilletage régulier max-
imal. On a alors la

Définition 7 Un atlas généralisé de (M,F) est la donnée d’un atlas généralisé
a;

U ={G; = U, i € I} sur M qui satisfait aux conditions de compatibilité au
B

feutlletage S{Livantes :

1- Condition de compatibilité relative aux orbites : U définit le feuilletage F.

2- Pour touti € I et x € Uy, la restriction de 3; a Gy = ai_l(:r) est une submersion
en x sur Ly, la feuille de F passant par x.

Remarques - La condition 1- ci-dessus implique en particulier que le restriction
de U a la partie réguliere M, définit F,. Un raisonnement analogue a celui de la
proposition 5 montre qu’alors U’ := UU{Hol(My, Fy)} est encore un atlas généralisé
sur M, ou Hol(My, Fy) est le groupoide d’holonomie du sous-feuilletage régulier
maximal (M, Fp).

- Les exemples 1, 2, 3 précédents sont des atlas généralisés pour les feuilletages
singuliers correspondants.
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Chapter 4

Intégration locale des algébroides
de Lie de feuilletages singuliers

Nous allons étudier ici le probléme local. Etant donné un feuilletage presque régulier
(M, F), il s’agit de répondre aux questions suivantes :

- Sous quelles conditions peut-on associer a (M, F) un atlas généralisé 7

- Comment construire explicitement un tel atlas lorsque cela est possible ?

D’apres le chapitre précédent, si (M, F) admet un atlas généralisé alors il existe un
quasi-graphoide local de base M dont les orbites sont les feuilles de F. Autrement
dit, F est défini par un algébroide de Lie sur M dont le fléchage est injectif au-dessus
d’un ouvert dense.

Par conséquent, une condition nécessaire a ’existence d’un atlas généralisé de (M, F)
est que F soit défini par un algébroide de Lie dont le fléchage est injectif au-dessus
d’un ouvert dense. Nous montrons ici que cette condition est également suffisante.
Le résultat principal de ce chapitre porte sur I'existence et ['unicité de I'intégration
locale de ce type d’algébroide de Lie, plus précisément on a le

Théoreme 3 Soit A un algébroide de Lie sur M dont le fléchage est injectif au-
dessus d’un ouvert dense. Il existe, a équivalence pres, un unique quasi-graphoide
local G 4 de base M qui intégre A.

L’équivalence de quasi-graphoides locaux dont il est question ici étant 1’équivalence
d’atlas généralisés correspondant.

Pour montrer ce théoreme nous étudions l'intégration locale des algébroides de Lie
dont le fléchage est injectif au-dessus d’un ouvert dense. Les travaux de J. Pradines
[Pra67, Pra68a, Pra68b], que nous décrivons dans I’annexe B, garantissent la pos-
sibilité d’intégrer localement les algébroides de Lie. Cependant la réponse apportée
est difficile a comprendre. Nous donnons ici une nouvelle description de cette con-
struction, plus explicite et adaptée a notre cas.
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Cette construction s’appuie sur une étude détaillée des liens qui unissent un groupoi-
de différentiable (local) et son algébroide de Lie. L’application exponentielle identifie
localement un voisinage de la section nulle de ’algébroide de Lie d'un groupoide dif-
férentiable (local) & un voisinage des unités du groupoide en question. Via cette
identification, la source correspond a la projection canonique de I'algébroide de Lie
et le but a une composition de flot de certains champs de vecteurs. Etant donné un
algébroide de Lie A sur M, nous allons munir un voisinage de la section nulle de
A d’une structure de groupoide différentiable local. L’étude préalable ne laisse pas
de choix pour définir les applications source et but, il faudra ensuite s’assurer qu’il
existe un produit local compatible avec ces dernieres. Dans le cas ou le fléchage est
injectif au-dessus d'un ouvert dense, on vérifie que si I’on peut munir un voisinage
de la section nulle de A d’une structure de groupoide local intégrant A alors le
groupoide local obtenu est un quasi-graphoide local.

4.1 1Idée de la construction

L’intégration locale des algébroides de Lie repose d’une part sur l'application ex-
ponentielle et d’autre part sur les propriétés des champs invariants a droite de
groupoides. Nous rappelons ici brievement ces notions (dont on trouve une descrip-
tion détaillée dans [Mac87, CASW99]), puis nous expliquons la démarche adoptée
par la suite.

Soit G = M un groupoide différentiable de base M, de source a et de but 3. On
note AG son algébroide de Lie, p son fléchage et k la dimension du fibré AG :

AG —L2 5 TM

l

M

Nous avons alors les propriétés remarquables suivantes.

1- Toute section locale de AG définie sur un ouvert O de M est la restriction a O
d’un champ de vecteurs invariant & droite de G défini sur 571(0O).
Si Y est une section locale de AG, le champ de vecteurs local invariant a droite
correspondant est défini pour tout 7 tel que (y) € dom(Y") par :

Zy(v) =TR,(Y(B(7)))

ou T'R, désigne la différentielle de IR, la multiplication a droite par . On a alors
I’égalité suivante :
T3(Zy(7)) =p(Y(5(7)))

ou T désigne la différentielle de (3.
Si h! est le groupe local & un parameétre associé au champ Zy sur G, la restriction
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a M de $oh! est le groupe local & un parametre associé au champ p(Y') sur M. De
plus 8o ht = B o ht o 3 sur le domaine de h'.

2- Soient Z un champ de vecteurs local de G et h: W C G x R — G son flot. Alors
Z est invariant a droite si et seulement si les difféomorphismes locaux h' sont des
translations locales a gauche de G, ¢’est-a-dire qu’ils vérifient 1'égalité h'(y,.7) =
Rt (v1).72 lorsque (71,72) € GP, 7195 € dom(h?) et v, € dom(h?).

3- Soit {Y7,Y5,...,Y,} une base locale de sections de AG définies sur un ouvert
O de M. Notons {71, Zs,...,Z} les champs de vecteurs invariants a droite corre-
spondants et h! le flot de Z;, i = 1,..., k. Ces flots ne sont généralement pas définis
globalement. Cependant, pour tout v € 37'(0), on peut trouver un voisinage ou-
vert V, de v dans G et un réel € > 0 tel que V, soit inclus dans le domaine de h}
pour tout ¢t €] — ¢, ¢[.

Il existe un ouvert V de O x R* contenant O x {0} tel que Papplication suivante
soit un difféomorphisme sur son image

LA Vv SN a
(y7t17"'7tk) — hiloohzc(y)

L’application W est appelée la carte distinguée associée a {Y1,Ys, ..., Yi}.

En particulier, on remarque que B0 W¥(y,t,,...,t;) = Bohi o 0 Bo h¥(y).
Notons ¢! = o hl le flot de p(Y;),i=1,--- k.

Ainsi, V hérite via ¥ d’une structure de groupoide différentiable local de source
s:(y, by, te) > yetdebut b (y, - ) = @it ok (y).

Le produit local est donné par

(Za S1,° 78k)-(y7t17 e 7tk) = \Ijil(hil ©---0 hzk(\ll(y,tl, e 7tk)))

lorsque z = B(hY o---0ohi¥(y)) et hi' o---ohi* o hlt o---ohi(y) est dans I'image
de .

Si I'on possede “suffisamment” de translations locales, on est en mesure de recon-
struire la structure algébrique du groupoide. En d’autres termes, la connaissance
des champs invariants a droite du groupoide G permet d’une part d’identifier un
voisinage des unités de G a un voisinage de la section nulle de son algébroide de Lie
et d’autre part de récupérer la structure de groupoide local sur ce voisinage. Donc
on sait intégrer localement un algébroide de Lie des lors que ’on sait “retrouver”
les champs invariants a droite.

Le probleme est le suivant :

Soit A — M un algébroide de Lie sur une variété M de fléchage p : A — TM.
On suppose que p est injectif au-dessus d’un ouvert dense. On identifie M avec son
image dans A par la section nulle, on dira que M est ['ensemble des unités de A.
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I1 s’agit de munir un voisinage de M dans A d’une structure de groupoide différentia-
ble local dont I’algébroide de Lie est A.

Nous supposons dans un premier temps que le fibré A est trivialisable de dimension
k avec 0 < k < n. On se donne une base Y7, ..., Y} de sections de A et on considere
les champs de vecteurs correspondants, X; = p(Y1),..., Xy = p(Yy) sur M. On
définit alors 'application source comme étant la projection de A sur M et le but a
I’aide des flots des champs X;.

On établit une formule analogue a celle de Baker, Campbell, Hausdorff qui intervient
dans l'intégration des algebres de Lie. Cette formule va nous permettre de définir
les “champs invariants a droite”. On sera alors en mesure de définir la structure de
groupoide différentiable local cherchée sur un voisinage de la section nulle de A. Ce
travail sera grandement simplifié par le fait que lorsque le fléchage de A est injectif
au-dessus d’un ouvert dense, on montre qu’il existe un voisinage {2 de la section
nulle dans A tel que si v est une section a la fois de la source et du but a valeur
dans 2, alors v est la section nulle.

Ensuite nous définissons l'intégration locale des morphismes d’algébroides de Lie.
Dans le cas général, la donnée d’une trivialisation locale du fibré A permet ainsi
d’obtenir un atlas généralisé sur M indépendant, a équivalence pres, du choix de la
trivialisation.

4.2 Formule de Baker-Campbell-Hausdorff
généralisée

Toutes les applications considérées seront de classe C*.

Soit O une variété. On se donne k champs de vecteurs a supports compacts,

X1, ..., Xy, sur O tels que pour tout 7,7 = 1,..., k, il existe k fonctions f;” € C*(0),
satisfaisant a

k
[Xi, Xj] = Z 77X .
I=1
Pour i = 1...k, on note A; € My, (C®(0)) la matrice définie par (4;);, = f.
D’autre part on note ¢! le flot de X;,i=1,...,k.

Proposition 9 1l existe un réel € > 0 et pour tout i = 1,...,k, une application
C; : Ox]| —e,e[— Mi(R) de classe C* telle que C;(.,0) = Id et qui vérifie :

Xy
(01)« (V1. X1 + oo+ 0. Xp) (07 (2)) = v.Cy(w, 1) : (z)
X

pour tout v = (vy,...,v;) € RF et (x,t) € Ox] —g,¢].
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Preuve Commencons par la remarque suivante.
Pour z € O fixé, considérons le chemin H;(z,.) : R — (T,0)* défini par
Hi(z,t) = () (X1, ..., Xi)(p; “(x)). D’apres [Spi70] on a

Hz{(xat) = _(@g)*([XiaXl]a"'7[Xi7Xk])(90;t(x))
Xy

= —(@)Aile (@) | 1 ] (@)
Xg

Soit alors le champ de vecteurs de classe C*°

Yi: OXxM(R) — T(O)x Mp(R) x Mp(R) =~T(O x M(R))
(x,m) = (2, —X;(x),m, —A;(x).m)

Notons T} le flot de Y;. Il existe un réel £; > 0 tel que I’application suivante soit
définie et de classe C* :

Cii OX]—&“Z',&“Z'[ — Mk(R)

(z,t) —  prooTHx, Id)
Alors Cy(.,0) = Id et on vérifie aisément que pour tout z € O, le chemin dans
X1
(T,0)k défini par 7;(x,t) := C;(x,t) : (z) vérifie la méme équation différen-
Xk
tielle que H;(z,t) et que H;(z,0) = 7;(z,0).
L’unicité des solutions d’une équation différentielle permet alors de conclure. a

Nous pouvons maintenant établir la “formule de Campbell, Baker, Hausdorft” qui
va nous permettre d’intégrer localement les algébroides de Lie triviaux de fléchage
presque injectif.

On dira d’un champ de vecteurs Y sur O x R¥ qu'il est pri-vertical lorsque
(pr1)«(Y) =0, ot pr; : O x R¥ — O est la projection sur O. Le fibré des champs
pri-verticauz sur O xRF est Ker(pry )., il s’agit d’un sous-fibré vectoriel de T'(O x R¥)
de dimension k.

Proposition 10 Soit

f: O x Rk — 0
(T by, ..., te) gptll O...O@Zk(l‘)

Il existe un réel e > 0 tel que la restriction ¢ Ox] — &g, g0[F du fibré des champs
pri-verticauz admet une base {Zy, ..., Zy} de champs de vecteurs satisfaisant &

flZi) = Xio f
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et

k

(Z:, Z;) (x Z )).Zi(, )

=1

pour tout i,j = 1,..,k et (x,£) € Ox] — &, g0[*.

Preuve Notons {% : i =1---k} la base des champs pr;-verticaux sur O x RF.

On identifiera ai A e;, le idme vecteur de la base canonique de RF.

ti
On vérifie que pour tout (z,£) = (z,&1,...,&) € Ox] —¢,¢e[F

ﬂ(a%m,s) = ()00 () Xi(9 G o0 T (F(2,6))
X1
- eiB(x,{f) (f(x,ﬁ)),
Xk

ot B € M(C*®(Ox] — ¢,¢e[F) est la matrice dont la iéme ligne est la iéme ligne de
la matrice produit

Ci(5 0 it o0 i (1), &).Cima (95 0 ... 0 9§ (2), &io1) ... Ci(f (2,€), &) -

Comme B(.,0) = Id, quitte a prendre un € plus petit, on peut supposer que B(z, )
est inversible pour tout (z,&) € Ox] — ¢, &[*.

On définit alors Z;(x, &) = (2,0,€,e,B7(2,€)) € T(16(0 x RY) = T,0 x T;RF. O

Pour i =1,--- , k, notons A! le flot du champ Z;. On a la proposition suivante.

Proposition 11 1l eziste un réel n > 0 tel que pour tout t €] — n,n| et tout i =
-k, Uapplication C*®, ht est définie sur Ox] —n,n[* et satisfait a :

- prioh; =prl,

- pour tout (z,§) € Ox] —n,n[*, fohi(z,§) = ¢jo f(z,£) ,

- pour tout x € M et (t,...,t) € — n,n[* tel que cela ait un sens,
R o...oh(z,0) = (z,t1,... 1) .

Preuve - pr; o h! = pry provient simplement du fait que le champ Z; vérifie

(pr1)+(Z:) = 0.
- Soit (z,€) fixé dans le domaine de Z;. On considere ¢ le chemin dans O défini par
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c(t) = ;"o fohi(z,&). On a c(0) = f(x,€). Puisque f.(Z;) = X;o f, on obtient
d(t) = 0 pour tout ¢, d’ou f o hi(z, &) = plo f(z,§).
- Soit & = (0,...,0,t,t;i11,...,t) €] — €0,50[F. On vérifie que B(x, &) est de la

ld; 0 0
forme < Do(x,€)) Di(x,€) ) autrement dit Z;(z,&}) = ot

Soit ¢ le chemin dans O x| — &y, £[* défini par c(t ) hit(z, €1 alors ¢(0 ) = (a;,fé).
D’apres la remarque ci-dessus, ¢(t) = (h; *).(x, ft) G — Zi(h Yz, &) =
D’ou

(2,0,...,0,t,ti41,...,tg) = hi(x,0,...,0,ti41,...,1) pour tout t.

Ce qui permet de conclure. O

Dans le cas ou les champs X1, ---, X; ne sont pas a supports compacts, on peut se
ramener au cas précédent en se donnant une fonction g de classe C* sur O a support
compact et en considérant les champs a supports compacts g. X1, -- -, g. Xk.

On peut également obtenir les mémes résultats en se restreignant des le départ a un
voisinage ouvert de O x {0} dans O x R* sur lequel Papplication f est définie.

4.3 Intégration locale des algébroides de Lie

triviales
A 5 TM
Soit  al | un algébroide de Lie de base M et de fléchage p, ou M est
M = M

une variété différentiable de dimension n. Supposons que le fibré A est trivialisable
de dimension k avec 0 < k£ < n.

Soient {Y7,...,Y%} une base de sections de A et X; = p(Y1),..., X = p(Y%) les
champs de vecteurs sur M correspondants.

Notons [+, -] le crochet de Lie sur les sections de A. Puisque le fibré A est trivial
pour tout 4,7, on a k fonctions f;”/ € C*°(M) telles que :

Y;, Y] Zfl"’Yz,

et par suite
[Xi;Xj] - u ] foj X .

On est donc dans les conditions d’application des résultats du paragraphe précédent.
On désigne encore par v : M x RF — M la projection sur le premier facteur. Notons
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¢t le flot de X; pouri = 1,..., k. On peut trouver un ouvert O de M x R* contenant
M x {0} tel que pour tout (z,t;,---,t) € O le point x est dans le domaine de
Pl o...ogpzc.

D’apres la proposition 10, il existe un ouvert Q de M x R¥ contenant la section nulle
et contenu dans O tel que les conditions suivantes sont satisfaites.

On définit I'application différentiable suivante

0 Q — M
(T, ty, .. tk) gp?o...ogpfc’“(x)

- Notons 72 = Ker(T'« |q) le fibré des champs a-verticaux sur €. Ce fibré admet
une base {71, ..., Z;} de champs de vecteurs satisfaisant a

Zi(x,0) =Y;(x)

(Zi Zj\(w,€) = Y [ (B(x,€))-Zi(, ) et

T3(Z;)=TR(Ziof)=p(YiofB)=X;00.

De plus, on note hf le flot de Z;, pour i = 1,...,k. D’apres la proposition 11, il
existe un réel > 0 tel que pour tout i = 1...k et tout ¢ €] — n, n[, 'application h!
est définie et de classe C* sur {2 et satisfait a

aoh! = a. (4.1)

- Pour tout (z,£) € Q2 C M x R*, on a

Bohi(z,§) = ¢iofx,€). (4.2)
- Pour tout x € M et (ti,...,tx) €] —n,n[*, on a
B o b (3,0) = (T, 1, 1) - (4.3)
Soit
QO ={(z,ty, - ,tx) €Q; (Bla,tr, -+, 1),0) € Im(h{ o...0hy¥)
et (W o...oh¥) N (B(x,ty,--- ,t),0) € Q} .

L’ensemble ' est un ouvert de €2 contenant la section nulle. On considere 'appli-
cation différentiable

1 Q — Q
(z,t1, o t) = hy®o.. . oh " (B(x,t, -+ ,11),0).
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On vérifie immédiatement a 1’aide des équations 4.2 et 4.3 que awoi = B et foi = a.
De plus i(x) = x pour tout z € M.

On notera abusivement «, (3 et ¢ les restrictions de «, 3 et ¢ a tout ouvert de €2
contenant la section nulle.
On est maintenant en mesure de définir un groupoide local intégrant A.

Théoreme 4 On suppose que le fléchage p est injectif au-dessus d’un ouvert dense.
1l existe un ouvert G de €2 contenant la section nulle tel que les applications suivantes

munissent G = M d’une structure de groupoide différentiable local de base M de

source v et de but (3.
- L’application unité est la section nulle.
- Linversion est 'application @ :

(2, tr, o te) = hy %o oh " (B(w, by, ,11),0)

- Le produit local est donné par

(y)slj... 78k)-(x7t17"' 7tk) :hil O"'thk(aj,tl,"' th)

et est défini sur

DQG:{((yVSD"' JSk)a(thla"' 7tk)) S G x G7 y:ﬁ(xatla"' 7tk) )
(z,t1,++ ,tx) € dom(h]* o---oh*) et hi' o+ o hjF(z,t1, -+ ,t;) € G}.

La fin de ce paragraphe sera consacrée a la démonstration de ce théoreme. Les seuls
points non triviaux a vérifier sont que l'inversion est un difféomorphisme involutif
et que le produit est bien défini ou plus précisément associatif.

Pour ce faire, nous allons préalablement montrer qu’il existe un voisinage 2; de la
section nulle dans A tel que si v est une section a la fois de la source et du but a
valeur dans 2; alors v est la section nulle.

Nous avons besoin de quelques résultats préliminaires.

On considere la famille de champs de vecteurs a-verticaux

Zt . Q — T
(x,f) = Ef:ltzZZ(xag)

paramétrée par t = (t1,...,%) € Rf. On note ¢} le flot correspondant & Z;. On
remarque alors que

1/)2\ = d&t
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D’autre part 1’égalité T'3(Z;) = T3(Z; o #) implique que

Bodt=pod}op.

Par suite, la restriction aux unités de 301} est le flot du champ de vecteurs X; sur
M défini par

v €M TR(Z(2)) = S5 tip(Yi(z)) = S5 4. X;(2) € TM.

Lemme 3 Il existe un ouvert 0y de 2 contenant la section nulle M pour lequel
l'application
O: Q — Q
(z,1) = 9/(2)

est un difféomorphisme sur son image.

Preuve L’existence d’un ouvert de {2 contenant la section nulle sur lequel © est
définie provient simplement de I’égalité 1) = 1},

On remarque tout d’abord que la restriction de © aux unités est l'identité.
D’autre part pour i = 1,--- ,k, et x € M, T(z,o)@(a%) = Z;(x). Finalement pour
tout x € M, la différentielle de © en x est un isomorphisme, ce qui conclut la
démonstration. O

Proposition 12 Il existe un voisinage ouvert $2; de la section nulle M dans €
ayant la propriété suwivante : si v : O — )y est une application différentiable d’un
ouvert O de M dans 2y, qui vérifie cov = Bov = 1p, alors v est la restriction a
O de la section nulle.

Preuve Notons M, 'ouvert dense de M au-dessus duquel p est injectif.

Soient K un compacte de M contenu dans un ouvert de carte et t € R* \ {0}.

On note comme si dessus X; = T'3(Z;|5r) le champs de vecteurs sur M dont le flot
est la restriction aux unités de 3o ).

D’apres le corollaire 6 de 'annexe A, il existe un réel nx; > 0 tel que si U'orbite de
X, passant par z € K est périodique de période non nulle 7, alors 7, > 7 ;.

Donc il existe un réel 0 < ex;, < 1 tel que K X]| — ey, £x,] est contenu dans €2 et
pour tout x € K N M, 'application

Mgt ]_5K,t;5K,t[ — M
A — Bo6(z, ) = B o} (x)

est injective. Lorsque ¢ = 0, on pose 7, o(A) = x pour tout A € R.

On définit Ay = ti%f {ek}, alors 0 < Ag < 1.
e n

[ll1=1
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Remarquons que pour tout x € K N My, t €] — Ax, Ax[\{0} et A € [-1,1] on a
I’égalité
o i(A) = 7, ¢ (AllE]]) -

Donc pour tout € KN My et t €] — Ag, Ax[\{0} Iapplication 7, , est injective en
restriction a [—1, 1]. En particulier 7, ;(\) = x si et seulement si A =0 ot ¢t = 0.

Soit {K;, ¢ € I} un recouvrement de M par des boules compactes. On itere le

procédé précédent et on définit W = (JK;x] — Ag,, Ag,[ et Qo = W. Alors
iel

est un ouvert de 2y qui contient la section nulle. On pose 2; = @(QO) N g, c’est
également un ouvert de 2y qui contient la section nulle.
Soit v : O — Q; une application différentiable d’un ouvert O de M vers €2y vérifiant
aov=LfRov=1p. On définit 7 :== O tov:0 = Qy; &+ (x,t,). Alors pour tout
x €O,

Bov(zx)=pFo0O(x,t,) =m (1) =x.
Donc t, = 0 lorsque x € O N M,. Par continuité, on déduit que v est la restriction a
O de la section nulle. Puisque © est un difféomorphisme qui envoie la section nulle
sur la section nulle, v est la restriction a O de la section nulle. O
Pour £ = (t1,---,t;) € R¥, on note h¢ := hl'o... 0 h',i’“. Il s’agit d’un difféomor-
phisme local de Q d’inverse (h¢) ™' :=h, "% o...0h ",
Soit T le pseudogroupe des difféomorphismes locaux sur §2; engendré par la restric-
tion & €, des h¢. Les équations 4.1 et 4.2 impliquent que tout ¢ € T vérifie vop = «
et Bop = [opof. En particulier, 3opoBop™t=4.
Le corollaire suivant sera tres utile dans la suite, il assure que les éléments de T sont
des translations a gauche d’un groupoide local.

Corollaire 4 Pour tout p € T et x € M on a quand cela a un sens,
poiop(Boypi(x) =1 .
De plus si p(x) = x alors ¢(z) = z pour tout z € 37" (x) N dom(p).

Preuve Soit o € T et O un ouvert de M inclus dans le domaine de 'application
v:=poiopofop L Alors aov(x) = forv(xr) =z, pour tout x € O. D’apres la
proposition 12, v(z) = x pour tout z € O.

On suppose que p(z) = z. Soit (y,&) = hé(y) € Q) tel que B(y,€) = x. Alors,
d’apres le résultat ci-dessus, on a les égalités

pohfoiopohi(y) = Bopohi(y)=popofohi(y)=u
= p(x) =pohfoiohi(y).

On en déduit que p(y, &) = (y,£). O
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On est maintenant en mesure de montrer le théoreme 4.

Preuve Posons G = (' N Q) Ni(Q N Q). Il s’agit d’un ouvert de Q contenant la
section nulle.

Comme nous l'avons déja signalé, les points non évidents sont l'involutivité de
I’'inversion et I’associativité du produit.

Montrons que la restriction de ¢ a G est un difféomorphisme involutif. Soit (z,§) =
h¢(z) € G. En appliquant la premiere assertion du corollaire 4 & (h®)~!, on obtient
que (h¥)toioiohé(x) =x pour tout x € M, d’olt le résultat.

Le produit est associatif. En supposant que les produits suivants sont définis on a
(ﬁ(xa §3)7 §2)'(‘7“7 §3) = h@ © hﬁg(l.) )

(B(h® o 1 (@), &1).(B(x, &), &2) = h 0 B (B(x,&)) et

((B(h 0 h*(2)),&1).(B(x, &), &) (2, &) -

Fixons 7 € RF tel que hé o h&2(B(z,&3)) = h7(B(x,&)). Dapres le corollaire 4,
h®t o h&2 = h™ sur 371(B(z,&3)) dou les égalités :

((B(h*2 0 h¥(x)), &1).(B(x, &), £)).(x, &) = h o h® o h¥(x)
= (ﬁ(h52 © h53(x)),§1).((ﬁ(a:,§3),§2).(a:,§3)) O

Pour terminer I'intégration locale des algébroides de Lie triviaux dont le fléchage est
presque injectif, il reste a voir que G integre A. On a la proposition suivante :

Proposition 13 L’algébroide de Lie de G = M est A.

Preuve On vérifie immédiatement que AG = Ker(T'«) |;y= A et que la restriction
de T3 a AG est 'application p. On conclut en remarquant que l'injectivité de p
au-dessus d’un ouvert dense implique I'unicité d’un crochet [-,-] : TA x T A — "4
qui vérifie p([X, Y]) = [p(X),p(Y)] pour tout X, ¥ € T'A. O

Remarques 1- Les h¢ sont des translations & gauche de G et par suite il en va de
méme des éléments de T.

2- Les propositions 12 ci-dessus et 7 du chapitre 3 assurent que quitte a restreindre
G autour des unités, G est un morceau de quasi-graphoide. Ainsi le produit local
est uniquement déterminé par les applications source et but. Donc dans la pratique,
pour définir un groupoide local intégrant A il suffit de se donner la source et le but.
On peut donc reformuler le théoreme 4 de la facon suivante :

Lorsque le fiéchage est injectif au-dessus d’un ouvert dense, il existe un ouvert G

de Q) contenant la section nulle tel que G = M est un quasi-graphoide local. De
B
plus G intégre A.
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4.4 Intégration locale des morphismes

Nous allons décrire ici I'intégration locale des morphismes d’algébroides de Lie.
On se donne A; un algébroide de Lie trivialisable sur M de fléchage p; et {Y{, ..., Y}
une base de sections de A;, oui =1,2. On suppose comme précédemment que p; est

injectif au dessus d’un ouvert dense. Notons G; :3 M le morceau de quasi-graphoide
Bi
associé a A; comme précédemment. Soit f : A; — Ay un morphisme d’algébroide

de Lie au-dessus de I'identité, en particulier p, o f = p;.
Avec les notations précédentes on a la

Proposition 14 1| existe un sous-morceau de quasi-graphoide ouvert V, de G et
un morphisme F : Vi — Go qui intégre f.

Preuve Soient {Zi,...,Zi} la base de champs q;-verticaux associée a la base
{Y],..., Y} de section de A;, i = 1,2.
Pour tout ¢ = 1,...,k, on note ¢; le champ as-vertical sur A, associé a f(V;') =

Y a. Y2, cest-a-dire ¢;(z, &) = X ai(Ba(x,€)) Z2 (2, ). En particulier T'32(q;) =
p2(gi o B2) = p2 o f(Yi1 o f3) = p1(Y;1 o 3).

Pour i = 1...k, on note ¢! le flot de ¢; et comme précédemment on note hf le flot
de Z!. On peut trouver un sous-morceau de quasi-graphoide ouvert V; de G tel
que I'application

F 174 . G,
(:L‘Jtl)-"atk):htllo...ohzk(;];) — ¢3100¢Zk(x)

est définie et différentiable. On vérifie immédiatement que F'(x) = x, pour tout
xr € M et que aso F' = .

D’autre part, pour tout i = 1,. .., k, le champ de vecteurs X} := p;(Y;') = pyo f(V}')
sur M admet pour flot 5; o h} et B o ¢t. On en déduit Iégalité 5y o ht = (5 o ¢l.
De plus, comme précédemment, (2 o ¢! = (35 0 ¢k o 35 et par suite 5 0 F' = f3y.
Finalement, F' est un morphisme graphes, donc de morceaux de quasi-graphoides
qui integre f. O
Lorsque f est un isomorphisme, on vérifie aisément que F' est un isomophisme de
graphe sur son image.

4.5 Fin de la démonstration du théoreme 3
Soit A — M un algébroide de Lie sur une variété M et p : A — TM son fléchage.

On suppose que p est injectif au dessus d’un ouvert dense. Notons F, le feuilletage
singulier induit par A sur M et (My, Fy) son sous-feuilletage régulier maximal.
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On note «, la projection de A sur M. On se donne {7; : a~1(0;) = O; x R¥, i € I}
une trivialisation locale du fibré A ou {O;, ¢ € I} est un recouvrement ouvert de
M.

Pour tout i € I, on consideére alors I’algébroide de Lie triviale A4; = O; x RF sur O,
de fléchage p; ;== po 7! injectif au-dessus d’un ouvert dense de O;.

On applique les résultats du paragraphe precedent a chaque élément de la trivial-
isation. On obtient ainsi une famille Uy = {G; :; O;, i € I} de morceaux de

7

quasi-graphoides.

Proposition 15 La famille Uy est un atlas généralisé pour (M, F). De plus Uy ne
dépend pas a équivalence pres du choix de la trivialisation locale.

Preuve L’intégration des morphismes garantit que U4 est un atlas généralisé pour
M qui ne dépend pas a équivalence pres du choix de la trivialisation locale.

Il reste a vérifier que les conditions de compatibilité au feuilletage sont remplies.
Notons WA le pseudogroupe des difféomorphismes locaux de M engendré par les
flots des p(Y) ou Y est une section locale de A. D’apres P. Stefan [Ste74], la feuille
F, de F passant par © € M est ’ensemble {¢(x) ; ¢ € WA}. On déduit alors que
U, définit F et que pour tout ¢ € I et x € O;, la restriction de 3; & G, est une
submersion en z sur Fj. O

Preuve du théoréme 3 Soit U4 = {G; o O;, © € I} un atlas généralisé sur M
/B,

construit a partir de 'intégration locale de ./14, comme dans la proposition ci-dessus.
La Proposition 8 assure qu’il existe un quasi-graphoide local G 4 de base M tel que
U4 soit un sous-atlas de {G4}. Par construction {G 4} integre A.

Si H est un autre quasi-graphoide local de base M intégrant A en utilisant ’appli-
cation exponentielle de H (cf. 4.1), on construit, pour tout ¢ € I un isomorphisme
de graphe d’un voisinage V; de O; dans H vers G;. Ainsi les atlas généralisés {H },
Uy et {G 4} sont équivalents. a

4.6 Exemples

1- Algébroide de Lie de feuilletage régulier

Soit A un algébroide de Lie de dimension k et de fléchage p sur une variété de
dimension n. On suppose que 0 < k < n et que p est injectif. L'image par p de A
est donc un feuilletage régulier F sur M de dimension k.

Si O est un ouvert trivialisant pour F, on peut trouver une base locale {Y1,..., Yy}
de section de A au-dessus de O telle que [Y;, Y;] = 0 pour tout i, j.

On a donc une action locale et libre de R¥ sur O. Par intégration locale de A
au-dessus de O, on obtient ) le groupoide local de cette action sur O. Alors 2
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est isomorphe (au voisinage des unités) au groupoide de la relation d’équivalence
réguliere sur O induite par le feuilletage F.

2- Algébroide de Lie d’un quasi-graphoide

Soit AG T'algébroide de Lie d’un quasi-graphoide G sur M de source « et de but

B. Soient O un ouvert de M et {Y7,...,Y;} une base locale de section de AG au-
07

dessus de O. Notons (2 :03 O le morceau de quasi-graphoide obtenu par intégration

Bo
locale de AG au-dessus de O. La carte distinguée associée a {Y7,...,Y} est une

application différentiable f : 2 — G qui est un difféomorphisme sur son image et
telle que avo f = gy et fo f = [Fy. Par conséquent, puisque dans le cadre des quasi-
graphoides, la structure de groupoide (local) ne dépend que des applications source
et but, f est un isomorphisme de groupoide différentiable local sur son image.
Ainsi, par la méthode précédente, on obtient un atlas généralisé sur M équivalent a
I’atlas constitué du seul élément G.

3- Algebre de Lie de champs de vecteurs
Soit H une algebre de Lie de dimension finie k£ de champs de vecteurs sur une variété

M. On considere
A=MxH L5 TM

S

M p— M
oup: (r,X) €M xH— X(x) est supposé injectif au-dessus d’un ouvert dense.

Le fibré A est naturellement muni d’une structure d’algébroide de Lie trivial sur M
de dimension k et de fléchage p. Puisque le crochet sur A est indépendant de la
premiere variable, il en est de méme des champs verticaux sur A. Ainsi, I'intégration
locale fait apparaitre une structure de groupe de Lie local H sur un voisinage de 0
dans H qui integre I'algebre de Lie H ainsi qu’une action locale et presque libre de
H sur M. Le groupoide local que I'on obtient par intégration locale de A est alors
simplement le groupoide local de cette action. Signalons que P. Dazord a montré
dans [Daz97| que les algébroides de Lie associées aux actions locales de groupe de
Lie sont intégrables.

Par exemple considérons dans le plan R? ~ C, l’algebre de Lie engendrée par les deux
champs de vecteurs donnés en coordonnées polaires par : X; = r% et Xy = r%.
La méthode précédente fournit :

- une structure de graphe
(0%
CxR =R,
B
ot az,ty,ty) = z et B(z, 11, 1,) = elrtitzll 2

- une structure de groupe de Lie H non commutatif sur R?, le groupe affine, admet-
tant (0,0) pour élément neutre, (t1,t2).(t3,ts) = (t1 + t3,t2 + tse'*) pour produit et
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(t1,t2) L = (—t1, —t2e~ ") pour inversion;

-si By = {2 € C; |z] < A}, alors Rx] — T, £[C H agit localement et librement sur
By \ {0} par (t,ty).2 := elrtitzlel z,

On récupere alors 2 C By x Rx] — £, £[C C x H, le morceau de quasi-graphoide
sur B, associé a cette action.

Les exemples qui suivent sont liés au comportement de 'intégration locale relative-
ment a des constructions particulieres d’algébroides de Lie. Ils nous seront tres utiles
dans la suite.

4- Produit d’algébroides de Lie

Soient A; (resp. Ap) un algébroide de Lie sur M (resp. N) de fléchages p; (resp.
p2). Alors A; x A, est naturellement muni d’une structure d’algébroide de Lie sur
M x N de fléchage (p1,p2). Si 2 (resp. €2s) est le groupoide local sur O; ouvert
de M (resp. Oy ouvert de N) obtenu par intégration locale de A; au-dessus de Oy
(resp. As au-dessus de Oy) alors € X €2y est le groupoide local sur O; x Oy obtenu
par intégration locale de A; x A, au-dessus de O; x O,.

5- Produit fibré d’algébroides de Lie

Soient A; et A, deux algébroides de Lie sur M de fléchages respectifs p; et ps,
injectifs au-dessus d’un ouvert dense. On suppose en outre que le morphisme de
fibrés sur M

A A — TM

est de rang constant. Alors A := A; @7 Ay, le produit fibrés de A; et A, au-dessus

de TM est naturellement munit d’une structure d’algébroide de Lie sur M.

Si :; O (resp. s :; O) est le groupoide local sur O ouvert de M obtenu par
B2

B
intégration locale de A; au-dessus de O (resp. Aj; au-dessus de O), alors 'hypothese

ci-dessus assure qu’il existe un voisinage ouvert €2; de O dans 5 ainsi qu’un voisinage
ouvert € de O dans €, tels que les applications (ay, 31) : Q) — O x O et (ag, B,) :
2, — O x O sont transverses. Le produit fibré Q) Xoxo Oy est un groupoide local
sur O isomorphe au groupoide local obtenu par intégration locale de A au-dessus de

0.

6- Action de R et algébroide de Lie
6-1 Soient M une variété et A = TM. On a déja vu (cf. exemple 1) que si A est
muni de la structure d’algébroide de Lie sur M dont le fléchage est I'identité alors

I'intégration locale de A sur O, un ouvert de M, donne le groupoide des couples
O x O sur O.

Supposons maintenant qu’il existe une variété N tel que M = N x R.
On pose encore Ay =TM =TN x TR et on munit A; de la structure d’algébroide
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de Lie sur M dont le fléchage est donné par

pi: Ai=TNxTR —s T(NxR)=TN x TR
((z,v),(t,A)  — ((z,v), (¢, 1))

On vérifie alors que l'intégration locale de A; sur O x R, ouvert de M = N x R,
fournit le groupoide O x O x RF x R = O x R, produit du groupoide des couples
sur O et du groupoide de l'action de R} sur R par multiplication.

On verra au chapitre 6 comment cette construction, apparement triviale, intervient
dans I'étude des sous-variétés de codimension 1.

6-2 L’algébroide de Lie adiabatique Soit A un algébroide de Lie sur M de
dimension k, de fléchage p et de crochet [-, -] 4.

L’algébroide de Lie adiabatique, A,q4, associée a A [NWX97], est un algébroide de Lie
sur M xR ot Ayg := AXR est le tiré en arriere de A au-dessus de pry : M xR — M,
le fléchage étant donné par

Pod: Agg=AxXR — T(M xR)=TM x TR
(v,1) = (tp(v), (,0))

Le crochet est donné par [X, Y] ,(z,t) = (t[X,Y]a(x),t), ou, si X est une section
de A,4, on note encore X la section correspondante de A.

On suppose que p est injectif au-dessus d’'un ouvert dense, il en est donc de méme
de Pad-

Remarquons tout d’abord que si N est une variété, N peut étre considérée comme
un algébroide de Lie sur N de dimension 0, le fléchage étant la section nulle du fibré
TN. On dira que c’est l’algébroide nul associé a N. On vérifie immédiatement que
le groupoide qui integre cet algébroide est simplement le groupoide trivial N = N,
admettant I'identité pour source et but.

L’application

Aad |M><R*:AXR* — A xR,
(v,1) = (tv,?)
est un isomorphisme d’algébroides de Lie de la restriction de A,y & M x R, a

I’algébroide de Lie produit de A et de 'algébroide nulle de R,.
«

Soit O un ouvert de M et {2 = O le groupoide local sur O obtenu par intégration
g

locale de A sur O. Alors, d’apres ce qui précede, le groupoide local obtenu par

intégration locale de A, sur O x R, est simplement le groupoide local produit
QO xR, =0 x R,.

Pour étudier ce qui se passe au voisinage de O x {0} on reprend les notations du
théoréme 4. La famille B = {Y7,..., Y} est une base de sections de la restriction de
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AaO,onnote {Zy,..., 7} labase de champs de vecteurs verticaux sur 2 C O X RF
correspondant et hf le flot de Z;. On note {Y7,...,Y;} la base de sections locale de
Agq sur O x R induite par B. On obtient

Qua = Qx| —1,1[=2 Ox] - 1,1],

Qquz

ou a(z, &, A) = (), A) = (z,)) et B(z, &, A) = (B(x, AE), A). X
Pour tout 2 = 1,...,k, on vérifie que le champ vertical sur €),4 correspondant a Y;
est défini par Z; : (2,€,\) — (Zi(z, \€),0) € T, ¢Q x T\R. Notons hf le flot de Z;.
On vérifie alors immédiatement que, pour (z,£, ) € Qqq,

)l R, AE),N) siA#D
hi(xaga)\)_{ )(\l‘,f—i-tei,O) G\ —0

ol e; désigne le eme vecteur de la base canonique de R,

Finalement si on note %o et (-);* le produit et I'inverse dans Q, le produit et I'inverse
dans €2,, sont donnés, lorsque cela a un sens par

R B e

-1 _ (l(x7)\§)_17)\) Sl)‘%o
(2,6, 3) _{ A(:c,—g,oo) si A =0

6-3 Algébroide de Lie adiabatique partiel Soient A;, A, deux algébroides de
Lie sur M de fléchages respectifs py, po, de crochets [-,-];, [, ]2 et de dimension k
et [. Soit A ’algébroide A; @ Ay sur M de fléchage p := p; + p». On suppose que
p, p1 et ps sont injectifs au-dessus d’un ouvert dense.

L’algébroide de Lie adiabatique partielle, Aguq, associée & A = A; @ Ay est un al-
gébroide de Lie sur M x R ot Agp ;= A X R =A4; @& Ay x R est le tiré en arriere
de A au-dessus de pr; : M x R — M, le fléchage étant donné par

Dadp: Aagp = A1 D A xR — T(M xR) =TM x TR
(Ula V2, t) = (pl (Ul) + ip2 (UZ)v (ta 0)) = (p(U1 + tv?)a (ta 0))

Le crochet est donné par [(X;, X3), (Y1, Y2)]4

Comme précédemment 'application

(:L', t) = ([Xla Yl]l(x)a t[X% 1/2]2(33)7 t)'

adp

(vi,v2,8) = (v1,tv,t)
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est un isomorphisme d’algébroides de Lie de la restriction de A,4 & M x R, a
I’algébroide de Lie produit de A et de 'algébroide nulle de R,.

Soit O un ouvert de M et {2 = O le groupoide local sur O obtenu par intégration

g
locale de A sur O. Alors le groupoide local obtenu par intégration locale de Agq,
sur O x R, est le groupoide local produit 2 x R, = O x R,.

o1 a2

Si 'on note Q; = O (resp. Qs = O) les groupoides locaux obtenus par intégration
B1 B2

locale de A; (resp. Ajy) sur O, on vérifie que le groupoide local obtenu par intégration

local de A4, au-dessus de Ox] — 1,1] est donné par

ot Qugp = {(7,&,7,0) €EOXRF x Rix] —1,1[; (z, A1) € Qy, (Bolx, A7),€) € O},

(@, &7, N) = (2, A) et Bla, &7, 0) = (B, 6 A7), A) = (Bi(Ba(, A7), €), A).

Pour t € Ret (x,&,7,A) € Qugp on note Ly.(z,&,7,\) = (x,&,tr, A), on vérifie que
le produit et I'inversion sur 2,4, sont donnés lorsque cela a un sens par

(ﬁl(ﬁZ(l‘; )‘TZ)7§2)7§177—17 )\).(.’13,62,7'2, )‘) =

{ (L§((ﬁl(52(337 AT2),&2), 61, AT1) * (@, €2, AT2), A) 81 A # 0
((Bi(w,&2),&1) *1 (w,&), 11 + 72,0) sid=0 "~
(Li(x,&, A7) A) si A#£0

X

T, G, 7)\ ! = : )

e

oil * (resp. *;) désigne le produit et (-);" (resp. (-)7'') désigne I'inversion dans Q
(resp. €).

On remarquera que 1’on est ici dans une situation semblable a celle rencontrée dans

les éclatements d’immersion au chapitre 3, c’est-a-dire que 1’on a une action locale
de ©; sur A,

(’Ya U) = ((37, g)a (ﬁl(aja g)a 7_)) == (ZU,T)
pour (z,&,7) € Q. Alors la restriction de 44, & O x {0} s’identifie au groupoide
local de l'action Qugp |oxjoy= {(2,&,7) € Q} C Q4 Xqo, Ay avec pour produit
(71, 0). (Y2, w) = (71.72, Y2-v + w) et pour inverse (v,v) ' = (v, —y Lw).
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Chapter 5

Groupoide des germes
d’isomorphismes Morita locaux

Nous allons résoudre ici le probléme global. Etant donné un atlas généralisé sur une
variété M, c’est-a-dire la donnée d’un recouvrement ouvert {U;,i € I} de M et
d’une famille de morceaux de quasi-graphoides {G; = U;,i € I} ayant de “bonnes
propriétés” de recollement, ou de facon équivalente un quasi-graphoide local de base
M, il s’agit de construire le “plus petit” groupoide différentiable contenant cette
famille ou ce quasi-graphoide local.

Cette construction fait intervenir la notion d’équivalence de Morita entre groupoides
que nous rappelons dans le premier paragraphe. Puis nous illustrons 'idée de la
construction du groupoide associé a un atlas généralisé dans le cas des feuilletages
réguliers. Nous donnons ensuite cette construction dans le cas général.

5.1 Equivalence de Morita

Les équivalences de Morita entre groupoides ont été introduites par Jean Renault
[Ren82] et apparaissent dans de nombreux travaux, citons notamment [HS87, CS84,
Hae84, Hec93, LG94, MP97]. Nous rappelons ici cette notion.

On considere le diagramme suivant :

Nl

GO)

ot p : Z — GO est une application différentiable entre variétés et G = G© un
B
groupoide différentiable.
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Définition 8 Une action différentiable a droite de G sur Z relativement a p est la
donnée d’une application différentiable surjective

U: Zx,3G — Z
(z,7) = V(z,7):=zxy

ot Z %y, 3G ={(2,7) € ZxG ; p(z) = B(7)} est le produit fibré de Z et G au-dessus
de GO, et qui vérifie les propriétés suivantes:

1-p(zx7) = a(7),

2- (zxm)*v2e=2% (1" 72),

3- zx p(z) = z pour tout z € Z.

On dira que I'action de G sur Z est libre lorsque z %7y = z si et seulement si v € G,
On dira que Paction est propre si Papplication Y : Z X, 3G — Z X Z, (2,7) —
(z,2z %) est propre.

On définit de facon analogue les actions locales a gauche.

Remarque Lorsque G = GO agit librement (2 gauche) sur Z relativement & p,
les orbites de 'action sont les feuilles d’un feuilletage régulier F sur Z. Notons
Z X o) AG le produit fibré de Z et de ’algébroide de Lie AG de G au-dessus de
GO, 11 s’agit d’un sous-fibré du fibré tangent T(G x,, Z) ~ TG X(a)e=(p). TZ.
Si W désigne Paction, on note (¥), la restriction de la différentielle (¥), de ¥ &

Z X o AG; alors le tangent de Fg est TFg = (V).(Z X0 AG).

Soient G = G et H = H® deux groupoides différentiables. Un isomorphisme
généralisé, f de H sur GG est défini par son graphe :

LA

Il s’agit de la donnée d’une variété différentiable Z; munie de deux submersions
surjectives ay : Zy — H© et by : Z; — G ainsi que d’une action libre et propre
a gauche de G sur Z; et d'une action libre et propre a droite de H sur Z;. Le tout
satisfaisant aux propriétés suivantes :
1- Pour tout v € G, z € Zy et n € H tels que v * 2z et 2z x 1) soient définis on a les
égalités :

ap(y*z) = ar(2), br(z*n) = bs(2) et

(7% 2) xm=7x(z%n)

2- L’action de G (resp. H) est transitive sur les fibres de as (resp. by).
Alors Z/G et Z/H ont un sens et a; induit un difflomorphisme entre Z/G et H©
et by induit un difféomorphisme entre Z/H et G(©.
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Deux tels graphes (b,a;) : Z; — GO x HO et (by,a,) : Z, — GO x H® sont
équivalents s’il existe un isomorphisme de graphes de Z; vers Z, qui entrelace les
actions de G et de H.

Définition 9 La classe d’équivalence d’un isomorphisme généralisé f de H sur G
est appelée une équivalence de Morita.

Exemples :

1- Soit f : H — G un isomorphisme (strict) de groupoides différentiables. Notons
Zy ={(f(v),7); v€ H}. Alors f induit une équivalence de Morita entre H et G
admettant pour graphe (8 o pri,ay opra) : Z; — GO x HO,

«
2- Soient G = G un groupoide différentiable et T une sous-variété fermée de G(©)
g

rencontrant toutes les orbites de G. Alors (3, a)|g, : G — G x T est le graphe
d’une équivalence de Morita entre GI. = T, la restriction de G a T et G.

3- Soient G = G un groupoide différentiable et p : N — G une submersion
g

surjective entre variétés. On note

GN ={(y,7,¥) € N xGx N ; a(y) =p(y) et B(v) =py)} -

pri

GN = N est naturellement muni d’une structure de groupoide différentiable Morita
pr3

équivalent a G.

5.2 Idée de la construction

Comme nous "avons déja remarqué dans le chapitre 1, lorsque (M, F) est un feuil-
letage régulier, le probleme local est trivial : si U = P x T est un ouvert distingué
de M, on considere le groupoide Gy = P x P x T = U, graphe de la relation
d’équivalence réguliere sous-jacente.

Alors Gy est un sous-groupoide ouvert du groupoide d’holonomie du feuilletage
Hol(M,F).

Ainsi, si {U; = P, x T;; @ € I} est un recouvrement de M par des cubes distingués
et U = {G; = P; x P, xT; = Uy; i € I} l'atlas généralisé associé, alors {G;, i € I}
s'identifie a une famille d’ouverts de Hol(M, F) et | J,.; G; & un voisinage ouvert des
unités M dans Hol(M, F).

On peut se demander comment construire a partir de U le groupoide d’holonomie
Hol(M,F) et quel sens donner alors a I’holonomie.

Avant de répondre a cette question, effectuons quelques rappels.
Soient ¢ un chemin tangent & F allant de z a y et U, = P, x T}, (resp. U, = P, xT))

65



un voisinage distingué de x (resp. y). Autrement dit, le feuilletage Fy;, induit par
F sur U, est trivial, P, est une plaque de U, et T, est une sou-variété passant par
x transverse a Fy, et isomorphe au quotient U, /Fy,, de sorte que U, s’identifie au
produit P, x T.

Quitte a restreindre les transversales locales T, et Tj, le chemin ¢ induit un difféo-
morphisme d’holonomie A, : T, — T,. Si ¢; est un autre chemin tangent de source
x et de but y et h., le difféomorphisme d’holonomie correspondant, alors dire que ¢
et ¢; ont méme holonomie signifie que les germes en x de h, et h., sont égaux.

En d’autres termes, si on note T' = U;c;/T; C M, les éléments du groupoide d’holono-
mie de (M, F) sont les éléments de la forme v = (x¢, hyy, yo), OU hy, est le germe en
to € T; du difféomorphisme d’holonomie A d’un chemin tangent a F de source ¢, et
de but h(ty) € T}, (zo, to) € Py x T; et (yo, h(ty)) € P; x Tj.

La structure de variété est alors induite par la topologie usuelle des germes de
difféomorphismes. Plus précisément ’application suivante définit une carte autour

de v = (on,htO,yo) :
P, xT; x P; — Hol(M,F)
(.T,t, y) — (ZU, htay) .

En considérant le pseudogoupe des difféomorphismes locaux de 7', on construit de
fagon analogue un groupoide différentiable G(M, F) de base M dont les éléments
sont de la forme (z,hy,y), ou hy est le germe en ¢t € T; du difféomorphisme local
h:T, = T;, (z,t) € P, x T; et (y,h(t)) € P; x 1.

On vérifie aisément que Hol(M, F) est un sous-groupoide unifere ouvert de G(M, F).
Puisque Hol(M,F) est a-connexe, une conséquence immeédiate est que Hol(M, F)
est la composante a-connexe de G(M, F).

On est donc ramené a étudier les difféomorphismes locaux de T. Etant donnés
i,j € I, on voudrait définir les difffomorphismes (locaux) de 7; sur T} a partir des
données de G; = U; et G; = Uj.

Pour ce faire, on considere les équivalences de Morita. Une équivalence de Morita
entre deux groupoides peut se comprendre comme un “isomorphisme généralisé”
entre les espaces d’orbites correspondants. C’est donc particulierement bien adapté
a notre cas.

En particulier, si i : T; — Tj est un difféomorphisme alors le graphe
((pri,pra), (pra,hopry)) : P; x T; X P; — U; x U

induit une équivalence de Morita de G; sur G;.En fait toute équivalence de Morita
entre G, et G; est de cette forme.

Proposition 16 Il existe une correspondance bijective entre d’une part [’ensemble
des équivalences de Morita entre les groupoides G; = P; x P; xT; = P, x T; = Uj; et
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Gj=P; x P xT; = P; xT; = Uj et d’autre part l’ensemble des difféomorphismes
de T; sur Tj.

Preuve On vérifie immédiatement qu’il y a une correspondance bijective entre
I’ensemble des difféomorphismes de T; sur T} et I'ensemble des équivalences de Morita
du groupoide trivial T; = T; sur le groupoide trivial T; = T;.

Par ailleurs, il existe une équivalence de Morita du groupoide G, = U, sur le
groupoide trivial Ty = T}, admettant pour graphe (pro, id) : Py x Ty = Uy — Tj, X Uy,
k=1,j.

La composition des équivalences de Morita permet alors de conclure. O

Remarque Si h est un difféomorphisme de 7; sur 7}, le graphe de I'équivalence
Morita correspondante est une carte du groupoide G(M, F).

Ainsi, pour construire le groupoide d’holonomie de (M, F) a partir de l'atlas générali-
sé, nous allons dans un premier temps définir les équivalences de Morita locales entre
groupoides locaux, ainsi que leurs germes. On consideére alors le pseudogroupe local
des équivalences de Morita locales entre éléments de I'atlas généralisé et G(M, F) ap-
parait comme le groupoide des germes de ce pseudogoupe. Le groupoide d’holonomie,
Hol(M, F) est alors simplement la composante a-connexe de G(M, F).

Il n’est donc pas nécessaire de posséder des transversales locales pour construire
un tel groupoide. Si l'on se donne un feuilletage presque régulier muni d’un atlas
généralisé, alors ce dernier permet de pallier a la non trivialité locale du feuilletage.
Alinsi, cette construction, que nous décrivons soigneusement dans la suite, s’étend a
tout feuilletage presque régulier muni d’un atlas généralisé.

5.3 Pseudogroupe local d’isomorphismes Morita
locaux

5.3.1 Définitions

On étend la notion d’équivalence de Morita entre groupoides différentiables aux
groupoides locaux. Les définitions qui suivent sont analogues a celles rappelées au
paragraphe 5.1, la différence réside dans le fait qu'une action de groupoide local ne
peut pas étre définie globalement, il faut donc prendre quelques précautions pour
étendre ces notions au contexte local.

Soient R = A un groupoide différentiable local, Z une variété et p : 7 — A une
g

application différentiable.
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Définition 10 Une action locale a droite de R sur Z relativement a p est la donnée
d’une application différentiable surjective

V: Dy —> A
(z,7) = W(z,r):=zx*r,

ot Dy est un ouvert du produit fibré Z x,3 R = {(2,7) € Z x R ; p(z) = B(r)}, qui
vérifie les propriétés suivantes :

1- p(zx 1) = afr), pour tout (z,7) € Dy,

2- si (z,71) € Dy, si le produit .19 est défini et si l'une des expressions suivantes
(z%11) %19 0U 2 % (11 - 13) est définie alors l'autre U'est aussi et elles coincident,

3- pour tout z € Z, (z,p(z)) € Dy et zxp(z) = z.

On dira que l'action de R sur Z est libre lorsque z * r = z si et seulement si r € A.
On dira que 'action est localement propre si pour tout z € Z, il existe un voisinage
ouvert V, de z dans Z tel que si T : Dy — Z x Z est 'application définie par
Y(z,7) = (2,2 xr) alors la restriction de T & Dy N YT~ (V, x V,) est propre.

On définit de facon analogue les actions locales a gauche.

Remarque Comme dans le cas des actions de groupoide, une action locale (a droite)
et libre de R sur Z relativement a p induit un feuilletage régulier Fp sur Z. Le
tangent de Fg s’obtient de la facon suivante :

Si ¥ désigne l'action et Dy son domaine, on note (V), : T Dy — TZ la différentielle
de . Soit F = {(z,0;r,v) € TZ x TR ; p(z) = 3(r) et Ta(v) = 0}. 1l s’agit d’un
fibré vectoriel sur Z x, g R dont la restriction F'|p, a Dy s’identifie a un sous-fibré
du tangent T'Dy. Le fibré tangent a Fp est simplement (V). (F|p,).

Soient Ry = A et Ry = B deux groupoides différentiables locaux. Un isomorphisme
local f de Ry sur R; est défini par son graphe :

LA

Il s’agit de la donnée d’une variété différentiable Z; munie de deux submersions
surjectives ay : Zy — A et by : Z;y — B ainsi que d’une action locale libre et
localement propre a gauche de R, sur Z; et d’une action locale libre et localement
propre a droite de R, sur Z;. Les propriétés suivantes doivent aussi étre vérifiées.
1- Pour tout 7y € Ry, 2 € Zy et 1y € Ry tels que ry * z et z * ry sont définis, alors
ap(ry * z) = ag(z), bp(z x19) = bp(z) et si I'une des expressions (r; * z) * ry ou
r % (2 % 19) est définie, 'autre I'est aussi et elles coincident.

2- Pour tout 2z € Zy, il existe un voisinage ouvert V, de » dans Z; tel que I'action
de Ry (resp. Ry) est transitive sur les fibres de by (resp. ay) restreintes a V,. Alors
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V./Ry et V,/R; ont un sens et by induit un difféomorphisme entre V, /Ry et bs(V,)
et ay induit un difféomorphisme entre V,/R; et af(V,).

Deux tels graphes (by,ar) : Zy — B x A et (by,ay) : Z; — B x A sont équivalents
s’il existe un isomorphisme de graphes de Z; vers Z, qui entrelace les actions de Ry
et de R;.

Définition 11 La classe d’équivalence d’un isomorphisme local f de Ry sur Ry est
appelé un isomorphisme Morita local et noté f : Ry ~ Ry. On appelle graphe de f
tout représentant de cette classe.

5.3.2 Structure de Pseudogroupe local

On montre ici que ’ensemble des isomorphismes Morita locaux entre éléments d’un
atlas généralisé sur une variété M se comporte presque comme un pseudogroupe de
difféomorphismes locaux. On parlera alors de pseudogroupe local d’isomorphismes
Morita locaux. Il s’agit donc de décrire ce qui va jouer le role de I'identité, I’inversion,
la restriction et la composition.

L’identité : Si R % O est un groupoide différentiable local, on note Idg : R ~ R
B

I'isomorphisme Morita local donné par Ziq, = R, ajq, = o, bra, = 5, les deux
actions étant la multiplication a gauche et a droite respectivement.
Le lemme 2 garantit que Idgr : R ™~ R est bien un isomorphisme Morita local.

L’inverse : Soit f : Ry ~ Ry un isomorphisme Morita local de Ry == A vers
Ry = B. Soit (bs,as) : Zf — B x A un graphe pour f.

On se donne Z;-1 une variété difféomorphe a Zy et i : Z;1 — Z; un difféomorphis-
me. On définit alors ap-1 =bpoi et b1 = ayoi.

L’action de R; a droite sur Zy-: relativement a a;-1 est donnée par Uo(z,m) =
v, ' * 2. Laction & gauche de Ry sur Zs-1 relativement a bp-1 est donnée par
Uy (y0,2) = 2%y "

Muni de ces actions, (bg-1,as-1) : Zp-1 — A x B est un graphe de I'isomorphisme
Morita Local f~!: Ry ~ Ry, inverse de f.

La restriction : Soient f : Ry ~ R; un isomorphisme Morita local de Ry = A
vers Ry = B et (by,as) : Zf — B x A un graphe pour f.

On se donne Hj (resp. H;) un sous-groupoide local ouvert de Ry (resp. Rp) et V
un ouvert de Zy tel que as(V') est égal a l’ensemble des unités de Hy et bs(V) est
égal a I’ensemble des unités de H;.

La restriction de f a Hy, Hy et V, notée f|m, m, v : Ho ~ Hy, est 'isomorphisme
Morita local admettant pour graphe (bs,ar)ly = V. — bs(V) x ap(V), les actions
étant induites par celles de Ry et de R;.
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La composition locale: Soient f: Ry ~ R, et g : Ry ~ Ry deux isomorphismes

Morita locaux admettant respectivement pour graphes (bs,ayr) : Zp — O1 x Oy et
(by,ay) : Zy — Oz x Oq ol O; est la base de R;, i =0,1,2.

R R R

IZENZEN

0
0, 0) 0O,

On considere la variété produit fibré
Zgxo, Zy ={(21,22) € Zy x Zs ; ag(z1) = bs(22)}.

On a une action locale et libre de R; & droite sur Z, X, Z; donnée par ¥(zy, z9,7) =
(21 % 7,771 % 25). Cette action définit un feuilletage régulier Fg, sur Zg X0, LF.

Les isomorphismes Morita locaux f et g sont dits composables lorsque la relation
d’équivalence induite par Fr, sur Z, X o, Z5 est réguliere, c’est-a-dire que I’espace des
feuilles de Fp, est une variété. Dans ce cas, on note Zyor = Z, X0, Z5/Fr, 1'espace
des feuilles. L’application ayopry : Zy X0, Zy — Oy (resp. byopry : Zyxo, Z; — O2)
passe au quotient, on note agos (resp. byos) 'application correspondante.
Finalement, (bgof,gof) @ Zgoy — Oz X Op avec les actions locales évidentes de
Ry a droite et R, a gauche est le graphe d'un isomorphisme Morita local noté
go f: Ry~ Ry et appelé composé de g et f.

Dans la cas général, le feuilletage Fp, est régulier donc localement trivial. Moyen-
nant des restrictions, on peut composer f et g et la composition dépend des restric-
tions choisies. Contrairement a ce qui ce passe dans le cas des difféomorphismes
locaux sur une variété, il n’y a pas une restriction meilleure que les autres pour la
composition. On parle donc de composition locale.

Il faut noter que pour tout couple (21, 22) € Z, X, Zf, on peut trouver un sous-
groupoide local ouvert H; de Ry, un voisinage ouvert V; de z; et un voisinage ouvert
Vo de 2 tels que f|gy,my vy €t 9lmy ko1, SODt composables.

Les applications précédentes sont bien un inverse et une composition lorsqu’on les
regarde localement. Plus précisément, on vérifie aisément la

Proposition 17 Soient f : Ry ~ Ry un isomorphisme Morita local de Ry = A
vers Ry = B admettant pour graphe (bs,as) : Zy — B x A et z un point de Z;.
Les assertions suivantes sont vérifiées :

i) Il existe un sous-groupoide local ouvert Hy de Ry de base A et un sous-groupoide
local ouvert Hy de Ry de base B tels que :

Idy, o f|H0,H1,Z/ = f|H0,H1,Z/ oldy, = f|H0,H17Z/ .
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i) Il existe un voisinage ouvert V, de z dans Zy, un sous-groupoide local ouvert H|
de Ry de base as(V,) et un sous-groupoide local ouwvert H| de Ry de base bp(V,) tels
que :

Flagat v, © (flag,urv.) ' = Tdg,

(f|H(’)7H17‘/Z)71 o f|H(’)7Hi;V:c — ]dH()

Définition 12 Un pseudogroupe local d’isomorphismes Morita locaux sur une varié-
té M est la donnée d’un atlas généralisé U sur M et d’un ensemble ZU d’isomor-
phismes Morita locaux entre éléments de U tels que :

i) U contient “I'identité”, c’est-a-dire que pour tout R = O dansU, Idp: R ~ R
est un élément de TU,

ii) TU est stable pour les opérations inversion, composition locale et restriction.

5.4 Groupoides associés

On se donne une variété M. Etant donné un quasi-graphoide local de base M ou de
facon équivalente un atlas généralisé sur la variété M, atlas constitué de morceaux de
quasi-graphoides, on peut donc considérer le pseudogroupe local des isomorphismes
Morita locaux entre ces morceaux de quasi-graphoides. On va associer a un tel pseu-
dogroupe, le groupoide différentiable de ses germes, comme on le fait habituellement
avec un pseudogroupe de difféomorphismes locaux.

5.4.1 Germes d’isomorphismes Morita locaux

Soient f : Ry ~ Ry et g : Ry ~ R} deux isomorphismes Morita locaux entre des
morceaux de quasi-graphoides sur une variété M. Soient (bs,ar) : Zy — O1 x Oy et
(bg,aq) = Z, — O} x Op un graphe respectivement pour f et pour g. On se donne
Vr € Zy et vy, € Z.

On dira que le germe de f en vy, noté [f],, est égal au germe de g en 7, s'il existe
un voisinage ouvert V.. de vy dans Zy, un voisinage ouvert V, de v, dans Z, et un
isomorphisme de graphes ¢ : V,, — V,  qui envoie v sur 7,.

Avant de poursuivre, nous énoncons un résultat technique essentiel pour la suite et
qui permettra de justifier la définition précédente.

g aq
Lemme 4 Soient Ry = A et Ry = B deux morceauz de groupoides différentiables,
Bo B1
[+ Ry ™~ Ry un isomorphisme Morita local entre Ry et Ry et (bp,ar) : Zy — B x A

un graphe pour f. Alors st Ry = A ou Ry = B est un morceau de quasi-graphoide,
pour tout z € Zy il existe un voisinage ouvert V, de z dans Z; ayant la propriété
suivante : si S est une variété munie de deux submersions ag et bs sur a;(V,) et
br(V,) respectivement, il existe au plus un morphisme de graphes ® : S — V.
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Preuve Supposons que Ry est un morceau de quasi-graphoide.
Soit z € Zy et V, un voisinage de z tel que by induise un difféomorphisme entre
V./Ry et by(V,). Soit S une variété munie de deux submersions ag et bg sur as(V;)
et by(V,) respectivement et supposons qu'il existe deux applications différentiables
Dy, @1 : S — V, telles que af o g = ag = ayo Py et byo ®y = bg = by o ®y.
On en déduit alors deux applications différentiables :

U:S— Ry, s—rtel que $y(s) = Py(s) xr,

U':S— Ry, s+ ag(s),
qui vérifient les égalités ago ¥ =ago V' =ag et oo ¥ = o ¥' = ag.
Puisque Ry est un morceau de quasi-graphoide ¥ = ¥’ et donc &y = P;. O

En particulier, si (bs, as) : S — bf(V,) x as(V,) est le graphe de g, un isomorphisme
Morita de Hy = Ry |a(v.) vers Hy = Rily;(v.) et si @ : S — V; est un isomorphisme
de graphes alors ® entrelace les actions. Autrement dit, les isomorphismes Morita
locaux g et f|p, m, v. sont égaux.

Remarque Reprenons les notations de début de paragraphe : f : Ry ~ Ry et
g : Ry ~ R sont deux isomorphismes Morita locaux entre des morceaux de quasi-
graphoides sur M, admettant respectivement pour graphes (b, ar) : Zy — Oy X Oy
et (by,a,) : Zg — O} x O.

On suppose que les germes [f],. de f en v; et [g],, de g en 7, sont égaux et on note
¢ :V,, — V,, lisomorphisme de graphes qui envoie v, sur 7,.

Quitte & restreindre V., les assertions suivantes sont vérifiées.

i) L’action de Ry (resp. R;) est transitive sur les fibres de by (resp. ay) restreintes a
V,,. L’action de R; (vesp. R}), est transitive sur les fibres de b, (resp. a,) restreintes
aV,,.

i) II existe une section locale différentiable o de by définie sur b;(V,,) et a valeurs
dans V.

Pour v € R1|bf(va) suffisamment proche des unités, v * o(a(7)) est défini et appar-

tient & V... D’autre part a, o (v * o(a(y)) = ag o ¢(o(a(y))), donc il existe un
unique ¥(v) € R} tel que

oy *o(a(y))) =¥(y) * o(o(aly)) ,

de plus, o (¥(7)) = a1 (7) et B1(¥(7)) = B1(7).

On montre ainsi qu’il existe un sous-morceau de quasi-graphoide ouvert H; de R, et
un sous-morceau de quasi-graphoide ouvert H| de R tel que W soit un isomorphisme
de H, sur Hj.

Finalement, 'égalité [f],, = [g],, signifie simplement qu’il existe un voisinage ouvert
V,,; de 7yg, un voisinage ouvert V,  de 74, un sous-morceau de quasi-graphoide ouvert
Hy de Ry et un sous-morceau de quasi-graphoide ouvert H; de R; tels que

i) H; s'identifie & un sous-morceau de quasi-graphoide ouvert de R}, i =0, 1;
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ii) moyennant cette identification

flao,mv, = 9lmom v, -

5.4.2 Construction du groupoide

a;
Dans la suite, Y = {G; = U;, i € I} est un atlas généralisé sur une variété

différentiable M et ZU est lé pseudogroupe local des isomorphismes Morita locaux
entre éléments de U.

Remarquons que la condition de recollement signifie que lorsque # € U; N U; les
isomorphismes Morita locaux Idg, et Idg; ont méme germe en x.

Proposition 18 L’ensemble des germes des éléments de ZU, noté GIU, est na-
turellement muni d’une structure de variété différentiable. Pour cette structure, M
est une sous-variété plongée de GIU.

Preuve Soit [f], € GIU et f : G; ~ G5 un de ses représentants admettant pour
graphe Z¢, v € Zy. Alors le lemme 4 garantit 'injectivité locale de I'application

Zf — QIU
7o [f]v’-

Cela permet de construire I’atlas cherché sur GZU.
La variété M s’identifie a une sous-variété plongée de GZU par I'application

M — GIU
Tr [[dR]x ’

ou R est une “carte” au-dessus de x, c’est-a-dire que R est un élément de U et =
une unité de R. O
On est maintenant en mesure de définir le groupoide différentiable associé a 1’atlas

U. On déduit de ce qui précede le

Théoreme 5 Les applications suivantes munissent GZU d’une structure de groupoi-
de différentiable sur M.

- Source et but :

Q: GIU — M et [: GIU — M
[f : RO N Rl]z — af(Z) [f : RO N Rl]z — bf(Z)

- Inverse :

[f . RO % Rl]z_l = [f_l . Rl m RO]Z

73



- Produit : soient [f : Ry ~ Ry], et [g: Ri ~ Ra]y € GIU tels que ay(t) = bs(z),
g: Ry Ryl -[f : Ry~ Ry]. =[gof: Ry~ RZ](t,z)
-Unité :

gIU
[IdR R R]I

ou R est une “carte” au-dessus de x, c’est-a-dire que x est une unité de R.

M —
T

On a la proposition suivante :

«
Proposition 19 Le groupoide différentiable GIU = M est un quasi-graphoide.
B

Preuve Soit O un ouvert de M et v : O — GZU une application différentiable qui

vérifie a o v = fo v = 1p. Quitte a restreindre O, on peut supposer qu’il existe un
Qo

élément R = O de U et un isomorphisme Morita local f : R ~ R admettant pour

Bo
graphe (by,ay) : Zy — O x O tels que I'image de v soit incluse dans {[f],;y € Z;}.

Il existe alors une unique application différentiable 7 : O — Z; telle que
i) v(x) = [fls@), pour tout = € O,
ii) afov=bpov = 1.
Quitte a restreindre encore O, on peut trouver un voisinage W de O dans R sur
lequel I'application
(o W — Zf
r = rxu(ag(r))

est définie. On vérifie aisément que ¢ est un isomorphisme de graphes sur son image.
Par suite on a I’égalité [Idg|, = [f],@) pour tout r € W. En particulier, pour z € O,
on a l'égalité [Idg], = [fls@) = [flo@) = v(x). Donc v est I'inclusion des unités. O

Proposition 20 Soient U et V deuz atlas généralisés sur la variété M. Les deux
assertions sutvantes sont équivalentes :

1- GIU et GIV sont égaux.

2-U etV sont des atlas équivalents.

Preuve L'implication de 1- vers 2- est triviale dés que 'on a remarqué que U (resp.
V) est équivalent a l'atlas formé de 'unique élément GZU (resp. GZV).

Inversement, on vérifie que si f : G; ~ G est un isomorphisme Morita entre deux
morceaux de quasi-graphoides admettant (b, ar) : Zp — U; x U; pour graphe et si
Vi (resp. Vj) est un voisinage des unités dans G; (resp. G;) alors (bs,ar) : Z; —
Uj x U; induit un isomorphisme Morita entre G;|y; et Gjlv;. On en déduit que si
U et V sont deux atlas équivalents, alors ils induisent le méme pseudogroupe local
d’isomorphismes Morita, d’ou le résultat. O
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Corollaire 5 Soit G = M un quasi-graphoide et U un atlas généralisé équivalent a
l'atlas constitué du seul élément G. Alors G est un sous-groupoide unifére de GIU.

Ce corollaire implique qu’étant donné un morceau de quasi-graphoide, R sur une
variété M, le plus “gros” quasi-graphoide sur M qui admet R pour sous-morceau
de quasi-graphoide est GZR et le plus petit est la composante a-connexe de GZR.

Remarques

1- Retour a ’exemple des feuilletages réguliers

On reprend les notations de la section précédente. Soient (M, F) un feuilletage
régulier et Ur un atlas généralisé pour (M, F).

Alors Uz et Hol(M, F) le groupoide d’holonomie de (M, F) sont deux atlas générali-
sés sur M équivalents. Ce qui précede montre que Hol(M, F) est un sous-groupoide
unifere de GZUr et comme Hol(M, F) est a-connexe, c¢’est donc la composante «-
connexe de GZUr.

On peut également remarquer que G(M, F) = GTUr.

2- Si on considere V l'ensemble de tous les morceaux de quasi-graphoides sur M
et ZV celui des isomorphismes Morita locaux entre éléments de V, une construc-
tion analogue a celle du théoreme précédent donne un groupoide différentiable
GIV = GV, ot GV = {[ldg], ; R € V et v € RO} est une variété étalée sur
M. On peut montrer que ce groupoide est isomorphe au convecteur universel de J.
Pradines et B. Bigonnet [Big86, Pra85, BP85].
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Chapter 6

Groupoide d’holonomie de
feuilletages presque réguliers

Il s’agit ici de rassembler les résultats obtenus aux chapitres précédents et de les
appliquer aux feuilletages presque réguliers. Ensuite nous donnerons des exemples
illustrant ces résultats. Nous finirons par quelques remarques relatives aux liens qui
existent entre le groupoide que 1’on a construit ici et la notion d’holonomie introduite
par C. Ehresmann et P. Ver Eecke [Ehr61, VE85] puis concernant les C*- algébres
de feuilletages singuliers.

6.1 Groupoides de feuilletages singuliers

Dans la suite (M, F) désigne un feuilletage presque régulier et (My, Fp) son sous
feuilletage régulier maximal. On note k la dimension du feuilletage régulier Fy.

D’apres le chapitre 3, si G est un quasi-graphoide a-connexe de base M, définissant
le feuilletage JF, alors la restriction de G a la partie réguliere M, est isomorphe au
groupoide d’holonomie (usuel) du feuilletage régulier (My, Fy). Ceci nous amene a
poser la

Définition 13 On dira qu’un groupoide différentiable G de base M est un groupoide
d’holonomie du feuilletage presque régulier (M, F) si G est un quasi-graphoide o-
conneze dont les orbites sont les feuilles de F.

Comme nous 'avons déja remarqué, une condition nécessaire sur (M, F) pour qu'il
admette un groupoide d’holonomie est que F soit défini par un algébroide de Lie
A sur M de dimension k. Alors nécessairement, le fléchage de A sera injectif au-
dessus de I'ouvert dense M. Les résultats des chapitres précédents nous permettent
d’affirmer que cette condition est également suffisante.

Supposons qu’il existe un algébroide de Lie A de dimension k qui définisse F.
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L’intégration locale des algébroides de Lie (cf. 4.5) garantit 1’existence d’un atlas
généralisé U, pour (M, F). En appliquant a cet atlas la construction du chapitre
5, on obtient un quasi-graphoide GZU 4 de base M. Notons H(U,) = M la com-
posante a-connexe de GZU 4. Par construction, les orbites de H (U4) sont les feuilles
de F. De plus H(U,) integre Ialgébroide de Lie A.

On déduit alors le

Théoréme 6 Le feuilletage presque régulier (M, F) admet un groupoide d’holono-
mie si et seulement si ['une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

i) F peut étre défini par un quasi-graphoide de base M.

ii) F peut étre défini par un quasi-graphoide local de base M.

iii) F peut étre défini par un atlas généralisé sur M.

iv) F peut étre défini par un algébroide de Lie de dimension k sur M.

Remarques

1- La condition suivante est également équivalente aux conditions ci-dessus :

v) F peut étre défini par un groupoide différentiable de base M dont la restriction
a My est isomorphe au groupoide d’holonomie de (M, Fp).

Effectivement, si un tel groupoide existe alors son algébroide de Lie vérifie iv).

2- Le groupoide GIU r associé (cf. Théoreme 5) a un atlas généralisé Ur de F
est tres gros. Si, au lieu de considérer le pseudogroupe local des isomorphismes
Morita entre éléments de Ux, on considere le pseudogroupe local des isomorphismes
Morita entre éléments de Ur qui respectent F, on construit de la méme facon un
quasi-graphoide de base M qui est un sous-groupoide unifere de GZU . Donc en
particulier sa composante a-connexe est un groupoide d’holonomie de (M, F).

En fait on a montré le résultat suivant :

Théoreme 7 Tout algébroide de Lie dont le fléchage est injectif au-dessus d’un
ouvert dense est intégrable.

Il faut noter que la construction présentée ci-dessus d'un groupoide d’holonomie
d’un feuilletage presque régulier (M, F) dépend fortement du choix de 'atlas, ou de
facon équivalente de I'algébroide de Lie.

Par exemple, considérons sur R le feuilletage F admettant pour feuilles | — oo, 0],

{0} et ]0, 0.

On peut “comprendre” ce feuilletage de diverses facgons :

0
- F est induit par le champ X; = xa— Alors F provient de 'action de R} sur R
x

o: R, xR — R
Nz) = Az

donnée par
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A cette action est associé le groupoide G; = R de 'action ;.

- F est induit par le champ X, = —2?2—, c’est & dire que F provient de ’action

ox

locale de R sur R donnée par

T

A
( ’x)'—))\x—i-l’

pour tout (A, z) € R x R tel que cela ait un sens. On obtient alors un groupoide G5
a partir d’un atlas de cette action locale.

Les groupoides (G; et G5 sont isomorphes au-dessus de R* mais ne sont pas isomor-
phes sur R.

Ainsi, étant donné un feuilletage presque régulier (M, F), il n’y a pas a priori unic-
ité d’'un algébroide de Lie définissant ce feuilletage, ni unicité, a équivalence pres,
d’'un atlas généralisé de (M, F) et par suite, un méme feuilletage singulier peut ad-
mettre plusieurs groupoides d’holonomie distincts. Cependant certains feuilletages
admettent un groupoide d’holonomie “remarquable”. Plus précisément, on pose la

Définition 14 On dit que G est le groupoide d’holonomie universel du feuilletage
(M, F) si quel que soit H, un autre groupoide d’holonomie de (M,F), il existe un
morphisme différentiable de groupoide de H vers G au-dessus de l’identité.

Le fait que les groupoides d’holonomie de (M, F) soient des quasi-graphoides garan-
tit I'unicité du groupoide d’holonomie universel. D’autre part, supposons que (M, F)
admette un groupoide d’holonomie universel G. Notons AG 'algébroide de Lie de G
et p son fléchage. Alors pour tout algébroide de Lie A de dimension k définissant le
feuilletage, il existe un morphisme d’algébroide de Lie de A vers AG. On dira d'un
tel algébroide de Lie qu'il est extrémal pour F. C’est en particulier le cas lorsque
p induit un isomorphisme entre I'(\A), 'espace vectoriel des sections locales de A et
[(TF), 'espace vectoriel des champs de vecteurs locaux tangents a F.
Inversement soient A; et A; deux algébroides de Lie de dimension k définissant
F. Notons G, (resp. G3) le groupoide d’holonomie correspondant. S’il existe un
morphisme f d’algébroide de Lie de A; vers A, alors 'intégration locale des mor-
phismes (cf. 4.4) associée a la proposition 1 du chapitre 3 permet d’intégrer f en
un morphisme différentiable du groupoide de Gy vers G5 au-dessus de 'identité.
Finalement on a la

Proposition 21 Soit (M, F) un feuilletage presque régulier. Alors (M,F) admet
un groupoide d’holonomie universel si et seulement si F peut étre défini par un
algébroide de Lie extrémal pour F.

Finalement, si (M, F) est un feuilletage singulier dont le sous-feuilletage régulier
maximal est de dimension k, alors (M, F) vérifie 'une des trois propriétés suivantes
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i) (M, F) n’admet pas de groupoide d’holonomie. Ce qui est équivalent a (M, F) ne
peut pas étre défini par un algébroide de Lie de dimension k sur M.

ii) (M,F) admet des groupoides d’holonomie mais pas de groupoide d’holonomie
universel. Ce qui est équivalent au fait que (M, F) peut étre défini par des algébroi-
des de dimension k£ sur M mais qu’aucun de ces algébroides de Lie n’est extrémal
pour F.

iii) (M, F) admet un groupoide d’holonomie universel. C’est a dire qu’il existe un
algébroide de Lie de dimension k sur M qui est extréemal pour F.

Nous allons illustrer dans la suite les résultats précédents par des exemples.

6.2 Exemples

Avant toute chose, il faut remarquer que si (M, F) est un feuilletage singulier sur une
variété M et (Mo, Fo) est le sous-feuilletage régulier maximal de F alors il suffit,
lorsque c’est possible, de se donner un algébroide de Lie de bonne dimension sur
un voisinage V' de la partie singuliere M \ M, qui définisse le feuilletage restreint.
Ensuite il faut intégrer localement cet algébroide de Lie afin d’obtenir un atlas
généralisé sur V' que l'on complete en un atlas généralisé de (M, F) en y rajoutant
le groupoide d’holonomie de (Mg, Fy). Ainsi le probleme de la construction d’un
groupoide d’holonomie est un probleme local.

Dans la suite, on reprend les notations des chapitres précédents; a savoir, si Ur
est un atlas généralisé pour F, on note H(Uz) le groupoide d’holonomie de (M, F)
associé et si A est un algébroide de Lie définissant F, on note U4 un atlas généralisé
obtenu par intégration locale de A (cf. Proposition 15 Chap. 4)

1- Feuilletages réguliers

Soit (M, F) un feuilletage régulier de dimension k. Il existe un unique algébroide de
Lie définissant F. Il s’agit du tangent T'F au feuilletage, le fléchage étant 'inclusion.
Le feuilletage (M, F) admet un unique groupoide d’holonomie, Hol(M, F).

2- Action presque libre d’un groupe de Lie

Soit H un groupe de Lie de dimension £ agissant différentiablement sur la variété
M. Notons ¢ : M x H — M 1’action. On suppose que l'action est libre sur une
partie dense de M. Les orbites de I'action sont alors les feuilles d'un feuilletage
singulier Fy sur M. Notons H |’algebre de Lie de H.

L’ensemble Ay = M x H est muni d’une structure d’algébroide de Lie de dimension
k sur M de fléchage p : (z,v) — (¢).(z,v), ou (¢).(x,v) désigne la différentielle
de I'application ¢ appliquée au vecteur (z,0,1g,v) € T,M x H C T,M x T, H ~
T(a:,lH)(M X H)

Cet algébroide de Lie définit F. Autrement dit, Fpy est défini par une algebre de
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Lie de champs de vecteurs (cf. Exemple 3 section 4.6).
Si ’on note H¢ la composante connexe de 1, le groupoide produit croisé M x H® =
M integre A et est un groupoide d’holonomie de (M, Fy).

3- Orbites d’un champ de vecteurs

Soit X un champ de vecteurs sur une variété M, non nul sur un ouvert dense de M.
On définit alors [’algébroide de Lie associé au champ X, comme l'algébroide de Lie
Ax = M x R sur M admettant pour fléchage

Px - AX — TM
(z,t) — tX(x)

Le flot de X induit une action locale de R sur M. Le groupoide local 2 de cette
action integre A et a équivalence prés Uy = {Q}.
Supposons pour simplifier que X soit complet. On a alors une action de R sur M.
Notons .

MxR=M

/BN
le groupoide de cette action. Soit H le sous-groupoide constitué des v € M x R
pour lesquels il existe une section locale 0 : O — M xR = M ou O est un voisinage
ouvert de a,(y) dans M telle que o(z) =y et ay o0 = 00 = 1p.
Alors le quasi-graphoide H (U4) est la composante a-connexe du groupoide quotient
de M xR = M par H.
)

Soit sur le plan R?, le champ de vecteurs X = y& — Ty

Le groupoide d’holonomie obtenu est R? x S!, le groupoide produit croisé de R? par
S1, ot St agit par rotation dans le plan. Il s’agit en fait du groupoide d’holonomie
universel du feuilletage du plan par des cercles concentriques.

4- Orbites d’un quasi-graphoide

Soit G = M un quasi-graphoide de base M et Ag son algébroide de Lie. Par
intégration locale de Ag, on obtient un atlas généralisé équivalent a I’atlas constitué
de l'unique élément G et par suite le groupoide obtenu H(G) est simplement la
composante a-connexe de G.
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5- Spheres concentriques
Considérons le feuilletage F de R? par des sphéres concentriques :

S
N

Ce feuilletage n’admet pas de groupoide d’holonomie. Effectivement, si c¢’était le cas,
il pourrait étre défini par un algébroide de Lie A de dimension 2, dont le fléchage
serait injectif en restriction & R?\ {0}. En se restreignant  un voisinage trivialisant
de {0} pour A on pourrait obtenir une trivialisation du fibré tangent & la sphere S2.
Or S? n’est pas parallélisable.

Plus généralement si un feuilletage (M, F) est localement feuilleté par des spheres
concentriques de dimension n # 1, 3, 7, alors (M, F) n’admet pas de groupoide
d’holonomie [BM58].

6- Feuilletages “composés”

Soit M une variété munie de deux feuilletages réguliers F; et Fy ou F; est un sous-
feuilletage de F» (c’est-a-dire que toute feuille de F; est contenue dans une feuille
de F3). On munit M x R du feuilletage singulier F défini par F; x {0} et Fy x {t}
pour t # 0.

Soit Gy (resp. Gs) le groupoide d’holonomie de F; (resp. F) et A; (resp. Ay) les
algébroides de Lie correspondants de fléchage p; (resp. ps). Il existe alors une im-
mersion de groupoide ¢ : G; — G2 et par suite un morphisme injectif d’algébroides
de Lie ¢ : A; — Ay. On se donne une métrique euclidienne sur A, et on note
N Torthogonal de A; dans A,. Alors A, s’identifie a A; @ N. On considere alors
I'algébroide de Lie adiabatique partielle A,g, de fléchage

Padp : Aggp = A BONXR — T(M xR)=TM xTR
(v1,va,t) = (pa(v1 + tvy), (¢,0))

Comme au chapitre précédent, I'intégration locale de A,g, sur un voisinage V' de
M x {0} donne le groupoide local €,4, d’une action (locale) de G; sur N. On
obtient ainsi un atlas généralisé Uz pour F, constitué de 2,4, et du groupoide
produit G5 x R, sur M x R,. Finalement le groupoide d’holonomie correspondant
Gy, est le groupoide normal de ¢ (cf. Eclatement d’une immersion, Chap. 2). Il
s’agit du groupoide d’holonomie universel de F.
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Un cas extréme de cette situation est celui ou F; est le feuilletage de M par ses
points et JF; le feuilletage de M admettant pour unique feuille M. La construction
précédente donne alors le groupoide tangent de M.

7- Sous-variété

Soit M une variété de dimension n et N une sous-variété connexe de M de dimension
k < n. On considere le feuilletage Fn sur M admettant pour feuilles N et les
composantes connexes de M \ N.

Localement ce type d’exemple se ramene & l'inclusion de R¥ dans R™ et si 'on
étudie ce qui se passe “transversalement”, on est ramené a 1’étude de 'inclusion
d’un point dans R**. En d’autres termes, un tel feuilletage est localement le
produit du feuilletage (régulier) de R¥ par lui-méme et du feuilletage singulier sur
R"* admettant pour feuilles {0} et R* %\ {0}.

Si la codimension de N est différente de 1, un tel feuilletage admet des groupoides
d’holonomie mais pas de groupoide d’holonomie universel. On va illustrer ici les
deux cas extrémes codim(N) = 1 et dim(V) = 0.

Sous-variété de codimension 1

Soit N une sous-variété de codimension 1 de M. On se donne (Ty,w, N,R) un
voisinage tubulaire de N dans M, c’est-a-dire que Ty est un ouvert de M contenant
N et m: Ty — N, un fibré vectoriel localement trivial de fibre type R (équivalent
au fibré normal de N dans M [Spi70]).

On pose A = T(Ty), soit {f; : 7 1(N;) — N;, i € I} une trivialisation locale de
Ty, on en déduit la trivialisation

{(f)« : T(r (V) = T(Tw) |nv,— T(N;) x T(R), i € I},

Soit p : A — T(Ty) défini par (f;).(p((f:))7 (z,v,t,\)) = (x,v,t,t\) lorsque

((z,v), (t,N) € T,(N;) x T;(R). Lorsque M = N x R, on retrouve la construction
de 'exemple 6-1 de la section 4.6.

On munit alors A de la structure d’algébroide de Lie admettant p pour fléchage.

On est localement dans la situation d’une variété feuilletée N; x R admettant pour
feuilles N; x {0}, N; x R} et N; x R;. On a donc une action “transverse” par
multiplication de R} sur R. On obtient le groupoide N; X N; Xx R x Rf = N; x R,
produit du groupoide des couples sur N; et du groupoide de 'action de R} sur R.
L’atlas U4 est équivalent a l’atlas généralisé sur M associé a l'inclusion de N dans
M (cf. Chapitre 3). Le groupoide Gy, est le groupoide de I’éclatement de la sous-
variété N dont on trouve une description dans [Wei96, NWX97, Mon98]. 1l s’agit
du groupoide d’holonomie universel du feuilletage (M, Fy).

Sous-variété réduite a un point

Soit M une variété de dimension n > 1 et s un point de M. On considere le
feuilletage singulier F; sur M admettant deux feuilles : M \ {s} et {s}. Autrement
dit on est ramené a étudier le feuilletage F de R™ constitué des deux feuilles R"\ {0}
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et {0}.

Il existe de nombreux algébroides de Lie sur R* définissant le feuilletage F.

Soit par exemple f : R* — R une application C* telle que f(0) = 0 et f # 0
sur R* \ 0. Alors il existe sur A; = T(R") une structure d’algébroide de Lie sur
M admettant pour fléchage py : V, € T,M — f(x).V, € T, M. Ainsi A; est de
dimension n et définit F. Donc il existe des groupoides d’holonomie.

En revanche il n’existe pas de famille {X7,..., X,,} de champs de vecteurs sur R"
qui s’annulent en 0, qui soient linéairement indépendants en restriction a R” \ {0} et
tels que tout champ de vecteurs sur R” s’annulant en 0 soit un élément du module
sur C*(R™) engendré par les X;. Donc il n’existe pas de groupoide d’holonomie
universel.

Par exemple dans R? ~ C. On pose

p: A =CxR — TR?
(z.ti,t) = (o]2] (W2 +12D))

On munit A; d’une structure d’algébroide de Lie sur R? de fléchage p;. Alors A;
engendre le feuilletage F du plan R?* admettant pour feuilles {0} et R? \ {0}. On a
déja intégré localement A; au chapitre 4. On définit H = R? muni de la structure de
groupe de Lie non abélien (groupe affine) donnée par : (0,0) pour élément neutre,
(t1,t2).(t3,t4) = (t1 + t3, 2 + t4€'") pour produit et (t1,t)~" = (—t1, —tee™"1) pour
inversion. Alors Gy, = C. x C, UH = C, la réunion du groupoide des couples sur
C. et du groupe H sur {0}.

On peut aussi considérer

Pt A =RExR — TR
(.’L‘, yatlatZ) = (ZL‘, Y, (_ytl + ZL‘tZ)a%C + (xtl + yt?)(’%)

Ay est muni d’une structure d’algébroide de Lie sur R? de fléchage p, engendrant
le feuilletage F. On vérifie aisément qu’il existe un morphisme d’algébroides de Lie
C™ de A; vers As.

Le groupoide de Lie associé¢ a A, est le groupoide Gy, = C x (S' x Rf) = C de
I’action par rotations et homothéties de (S' x R}) sur le plan.

Soit maintenant

ps: A3 =R*xR* — TR2
(xayatlatZ) = (:I"Jya (x2+$y+y2)(tla% +t23iy))

Ajs est muni d’une structure d’algébroide de Lie sur R? de fléchage p; engendrant le
feuilletage F mais il n’existe pas de morphisme d’algébroides de Lie C* de A3 vers

As.
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6.3 Remarques

6.3.1 Holonomie réduite de feuilletages singuliers

Rappelons la construction du groupoide d’holonomie (topologique) de feuilletages
singuliers localement simple introduit par C. Ehresmann [Ehr61, VE85]. Pour qu’il
n’y ait pas de confusion, nous le désignerons par groupoide d’holonomie réduit du
feuilletage.

Soit (M, F), un feuilletage presque régulier. Si U est un ouvert de M, on note Fy,
le feuilletage restreint a U et U I’espace des feuilles de Fi;. Enfin si € U on note
Z son image dans U.

Une feuille F' de F est dite simple lorsque tout point z de f admet un systeme
fondamental de voisinages ouverts U dans M tel que 'application canonique (i.e.
induite par 'inclusion) de U dans M soit un homéomorphisme sur son image. Le
feuilletage est dit simple lorsque toute feuille est simple et localement simple lorsque
tout point x de M admet un voisinage ouvert U dans M tel que (U, Fy;) soit simple.

Pour de tels feuilletages, il existe une bonne notion d’espace transverse local et ’on
peut définir une notion d’holonomie analogue a celle des feuilletages réguliers.

Plus précisément, soit (M, F) un feuilletage singulier localement simple. Des ouverts
simples Uy, Uy CU de (M, F) induisent un homéomorphisme transverse élémentaire
iUou, U, — U;. On appelle alors isomorphisme d’holonomie tout triplet U, f,U")
ou U et U’ sont simples et ou f : U — U est composé d’homéomorphismes trans-
verses élémentaires. Notons H 1’ensemble des isomorphismes d’holonomie.

Si z et y sont sur une méme feuille, on note

H,,={(Uf,U)YeH; zecUetyeclU}.

Il existe sur H, , une relation d’équivalence de type “germe transverse” [Ehr61] dont
le quotient est désigné par H,,(F). Le groupoide d’holonomie réduit est

HF) = | HeyF) =M
z,yEF ; FEM "

avec la structure algébrique évidente de groupoide, la topologie étant du type topolo-
gie des germes. Plus précisément, si (U, f,U’) est un homéomorphisme transverse,
on note U xy, ;U = {(z,y) € U x U"; f(T) = y}. Alors la topologie de H(F)

est telle que I’ apphcatlon de U x5 U’ dans H(F) qui a (z,y) fait correspondre la
classe de (U, f,U’) dans H,,(F) est un homéomorphisme sur un ouvert de #H(F).

Notons que la définition de quasi-graphoide s’étend naturellement aux groupoides
topologiques. On vérifie alors immédiatement que H(F) est un quasi-graphoide.
Effectivement, si v : O — H(F) est une section locale continue d’un ouvert O de M
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telle que sov =1rov =1p, alors on peut supposer que O est simple et qu’il existe
un homéomorphisme transverse (O, f, O) tel que pour tout z € O, v(x) est la classe
dans M, ,(F) de (O, f,0). De plus f doit vérifier f(Z) = Z pour tout x € O d’oti le
résultat.

On suppose désormais que I’on a construit G(M, F) = M, un groupoide d’holonomie
B

du feuilletage presque régulier (M, F). On a la
Proposition 22 [l existe un morphisme surjectif de groupoide (topologique)
o :GM,F)— H(F) .

Preuve On se donne un atlas généralisé {Q; — O; ; i € I} de (M, F) équivalent a
{G(M,F)} et tel que pour tout i € I :

- O; est un ouvert simple de F,

- 'image par («, 3) de €; est dans O; X 6,4 Oi-

Pour tout ¢ € I on définit ¢; : O; — H(F) qui a v € O, fait correspondre la classe
de (O;,1id, O;) dans Ha(), 1) (F). On obtient ainsi un morphisme de morceaux de
quasi-graphoides.

Puisque H(F) est un quasi-graphoide, les ¢; coincident sur lintersection de leur
domaine de définition. On obtient ainsi un morphisme noté ¢ d’un voisinage de
M dans G(M,F) vers H(F). On applique alors la proposition 1 et on conclut a
I’existence de .

La surjectivité provient simplement du fait que tous les homéomorphismes trans-
verses élémentaires sont atteints par les p; et que tout élément de H(F) peut se
décomposer en un produit d’homéomorphismes transverses élémentaires. O

6.3.2 (*-algebre de feuilletages singuliers

Soit (M, F) un feuilletage presque régulier admettant un groupoide d’holonomie G
de base M, de source a et de but 3. On vérifie immédiatement que les a-fibres de
G sont séparées. On peut donc associer a G une C*-algebre comme cela a été fait
par A. Connes ( [Co90] page 101 ou [Co82]). Nous rappelons brievement ici cette
construction.

La (possible) non séparation de G implique que 'algébre des fonctions & support
compact sur G est “trop petite”, aussi on définit C'°(G) comme l'espace vectoriel
engendré par les sommes finies de fonctions dont le support est inclus dans une carte
de G.

D’autre part, on note k£ la dimension du sous-feuilletage régulier maximal. C’est
donc également la dimension des fibres de G. Rappelonls que le fibré des demi-

densités Q2 est le fibré en droite sur G dont la fibre Q2 en v € G est l'espace
vectoriel des applications

p: NTL(GPD) @ AT (Gagy)) — C
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telles que p(Av) = |A|zp(r), VA € R, ot k désigne la dimension des fibres de la
submersion a.

Les demi-densités permettent de définir de maniere canonique 1’algebre de convolu-
tion associée & G. On note C°(G, Q%) I’espace vectoriel engendré par les sommes
finies de sections C* du fibré Q3 dont le support est inclus dans une carte de G. On
munit alors C*(G,Q2) de :

Produit de convolution

(f*g)(v) = / Fn)g(i ')

71 cGh ()

ou f, g € C'(?O(G,Q%) et v € G. L’intégrale de droite a un sens car il s’agit de
I'intégrale d’une 1-densité sur la variété séparée GOV,
Involution

oll f € C™(G,02) et v € G.

Représentations

Pour = € M il existe une représentation 7, de C*°(@,Q2) sur l'espace de Hilbert
L*(G,) donnée par

(D@ = [ rwetit)

ou & € L2(G,), f € C=(G,Q32) et y € G,
La C*-algtbre (réduite) C*(G) de G est la complétion de C®(G, Q2) pour la norme
donnée par || f ||= sujg | 7 (f) |-

PSS

Remarquons que C*(My, Fy), la C*-algebre du sous-feuilletage régulier maximal, est
un idéal de C*(G).
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Appendix A

Orbites de champs de vecteurs

Nous étudions ici la “longueur” des orbites fermées d’un champ de vecteurs sur
une variété. Ces résultats nous permettent de montrer dans le chapitre 4 que le
groupoide local construit pour intégrer I’algébroide de Lie d'un feuilletage singulier
est un morceau de quasi-graphoide.

Lemme 5 On considere R" muni de la métrique usuelle, n > 1.
a) Soit ¢ : [0,1] — R™ un lacet différentiable tel que pour tout t € [0,1] on ait
| ()|l = 1. Alors la longueur de la courbe ¢’ : [0,1] — S™~1 est plus grande que 27.

b) Soit ¢ : R — R™ un chemin de classe C?, périodique de période T > 0 et tel que
pour tout t € R, ||"(t)|| < A||(t)|| ot A est une constante. Alors T > 2% :

Preuve : a) Puisque ¢(0) = ¢(1), pour tout vecteur u de R”, le produit scalaire
< u,c(t) > s’annule au moins une fois. Donc I'image de ¢’ dans S"! n’est pas
contenue dans un hémisphere.

b) Soit H:R — R, x> [ ||c/(¢)||dt et ¢ sa bijection réciproque.
On pose f =cop: R—>R” alors pour tout t € R, || f'(¢)]| = 1.
On vérifie que pour tout ¢ € R,

(1) = “4(||C'(<P(t))||20”(<f?(t))— < d(p(1)), " (p(t)) > (1))

1
¢/ ((t))
et par suite

v < N
1761 < paraE < A9

Notons Ty = H(T) la période de f. Alors T = fOTO o' (t)dt > %fTO | F" ()] dt.
Daprés le a), [)° || f"(t)]|dt > 27. 0

On déduit alors immédiatement la
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Proposition 23 Soit X : R* — TR" un champ de vecteurs Ct. Notons Jx le
jacobien de X .

Si sup ||Jx(z,v)|| = A alors toute période non nulle de X est supérieure ou
(z,v)ETR™
ol =1

égale a 2%

Preuve : Si ¢ est un chemin intégral de X on a pour tout ¢, ¢/(t) = X(c(t)) et
d'(t) = Jx(c(t)). On a alors [|[¢"(t)|| < Al|¢'(¢)|| et le lemme ci-dessus permet de
conclure. O

Corollaire 6 Soit X : R* — TR" un champ de vecteurs C'. Pour tout compact
K C R il existe un réel ng > 0 tel que si lorbite de X passant par v € K est
périodique de période T, > 0 alors 7, > ng.

Remarque A. Weinstein m’a signalé que le lemme 5 ci-dessus est ’estimation de
la courbure totale d’une courbe fermée due a Fenchel et que le corollaire 7 apparait
sous le nom de ”Period bounding lemma” dans le livre de R. Abraham et J. Robbin
sur les systemes dynamiques.
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Appendix B

Intégration locale des algébroides
de Lie de J. Pradines

Nous allons décrire ici 'intégration locale des algébroides de Lie telle qu’elle a été
définie par J. Pradines [Pra67, Pra68a, Pra68b] puis nous mettrons en évidence les
liens entre cette construction et celle présentée dans le chapitre 4. Il s’agit ici d'une
libre interprétation des travaux de J. Pradines mentionnés ci-dessus ainsi que de la
these de R. Almeida [AIm80].

Comme nous I’avons remarqué au chapitre 4, I'intégration locale des algébroides de
Lie repose sur ’application exponentielle ainsi que sur les propriétés des champs
invariants a droite de groupoides. Nous complétons ici les rappels concernant ces
notions puis nous expliquerons la démarche adoptée par J. Pradines.

Dans la suite, G = M désigne un groupoide différentiable de base M de source «
et de but 5. On note AG son algébroide de Lie, p son fléchage et k la dimension du
fibré AG :

AG 2 TM
| |
M — M

Si X est une section locale de AG, on note X le champ invariant & droite correspon-
dant et % son flot. Soit x un point de M, {Xl, Xy, ... ,Xk} une base locale de AG
sur un ouvert O de M contenant x et { Xy, Xs,..., X} les champs de vecteur invari-
ants & droite correspondants. Il existe un voisinage ouvert  de O x R¥ contenant
O x {0} tel que lapplication suivante soit un difféomorphisme sur son image

Exp: Q@ — G
(2,8) = ¢k ()

ou Xg = thl +...+ thk lorsque f = (tl, ce ,tk).
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On définit alors

d: Qx[-1,1] — M x R*
(v,§&,t) = (BoExp(z,t.8),§)

L’application ® est le flot du champ de vecteurs y sur €2 défini par

(1,) € Q = (y,p(Xe(y)),£,0)€eTQCTO . (B.1)

La propriété suivante caractérise les champs invariants a droite.
Notons T*G = Ker(T'«) le fibré des champs a-verticaux. On définit

w: T°G — AG
(v,v) = (TR’VI)’Y(U)

qui est un isomorphisme en restriction a chaque fibre et vérifie les propriétés suivantes

i) Pow=T0;

ii) si X est une section locale de AG et X est le champ de vecteurs local invariant
a droite correspondant, alors pour tout v € dom(X),

w(X(y)) =X(B()) -

Notons G xg G le produit fibré de G' avec lui-méme au-dessus de I'application but.
On considere alors I'application

5: GxsG — G
(1,7%2) — 1

C’est une submersion surjective. On note Fy le feuilletage régulier sur G x3 G dont
les feuilles sont les composantes connexes des images inverses par ¢ des points de
G. Si Pon identifie T(G x4z G) au produit fibré TG X153 TG, on vérifie aisément
que si {X7, Xo,..., Xk} est une base locale de champs invariants a droite alors
{(X1,Xy),...,(Xk, Xg)} est une base locale du fibré tangent a Fp.

D’autre part, remarquons que pour tout v € G, la feuille F), de F3 passant par

(B(7),7) est donnée par F, = {(v,7'.7) ; 7' € G tel que a(y') =pB(v)}.

L’idée de la construction de J. Pradines pour intégrer localement les algébroides de
Lie est alors la suivante.

On définit d’abord une application but via le flot pris en 1 d’un certain champ
de vecteurs (cf. B.1 ci-dessus). Puis on “retrouve” le feuilletage F5 afin de pou-
voir définir le produit et l'inversion. Pour ce faire, il faut préalablement définir
I’application w. Plus précisément :
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Soit A — M un algébroide de Lie sur une variété M et p: A — T M son fléchage.
On identifie M avec son image dans A par la section nulle; on dira que M est
l’ensemble des unités de A.

Il s’agit de munir un voisinage de M dans A d’une structure de groupoide différentia-
ble local dont I’algébroide de Lie est A.

On note « la projection de A sur M. Ce sera la source.

On identifie Ker(T'«) au produit fibré A x, A. On a la suite exacte fondamentale
de fibrés sur A :

0= Axy, A—TA"™ A, TM =0

On se donne ensuite une connection sur A, c’est-a-dire un morphisme de fibrés
c: Axy TM — TA tel que (id, Tar) o ¢ est 'identité sur A X, T M.

On considere le champ de vecteurs sur A

x: A — TA
z = oz p(2))

On note @' le flot de ce champ de vecteurs. Il existe un ouvert 2 de A contenant la
section nulle sur lequel ®' est défini. On définit le but 8 : Q — M par 3 := a o ®!.

L’étape suivante consiste a retrouver le feuilletage Fz, qui va permettre de récupérer
le produit local et 'inversion. Pour ce faire J. Pradines, décrit les “équations de
structure” d’un groupoide différentiable. Ces équations font intervenir la courbure de
I’algébroide de Lie et s’obtiennent a partir de I’étude de diverses connexions associées
a A, ainsi que des dérivées covariantes correspondantes [Pra68b, Pra67, Alm80).
Ces équations caractérisent ’application w : T4 — A. Ainsi, J. Pradines aboutit
a Dexistence d’un ouvert 2 de A contenant la section nulle et d’un morphisme
d’algébroides de Lie w : T*Q — A, ou T*Q2 est le noyau de T« restreint a €2, tel que
1- w(z,0) = B(z) pour tout z € £,

moyennant l'identification naturelle de T*$2 avec le produit fibrés €2 x, A, on a

2- w(x,v) = v pour tout x € M et v € Ay,

3-pow=1T0p.

L’application w permet alors de trouver au voisinage de tout point de 2 une base de
champs “invariants a droite”. Effectivement, quitte a restreindre encore {2 autour
des unités, ’assertion 1- ci-dessus garantit que w est un isomorphisme en restriction
a chaque fibre. Donc si X est une section locale de A dont I'image est contenue dans
€1, on définit le champ “invariant a droite” correspondant comme l'unique section
locale X de T2 satisfaisant a w(X(z)) = X (6(z)). On considere alors le feuilletage
Fs sur © x5 engendré par les champs locaux (X, X) a valeur dans T'(2) x5 T(€2),
ou X est un champ “invariant a droite”.

Apres avoir montré que Fp est régulier, en examinant les propriétés de transversalité
de ce feuilletage le long de la base, on vérifie que les feuilles sont les graphes de
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difféomorphismes locaux. C’est-a-dire que pour tout z € (2, il existe un voisinage
U de 3(z) dans a='(B(z) et un diffSomorphisme h, : U — h,(U) C a~'(a(z)) tels
que la feuille F' de Fjz passant par (5(z),z) coincide avec le graphe de h, sur un
voisinage de ((3(z), z). On définit alors le produit local par z’.z = h,(2') pour tout
2/ € U. On définit l'inverse par z=! = h_'(a(z)) lorsque cela a un sens.

La démarche que nous avons adoptée au chapitre 4 est essentiellement la méme
que celle ci-dessus. En fait, il existe deux types d’identifications entre un voisinage
des unités d’un groupoide différentiable et un voisinage de la section nulle de son
algébroide de Lie qui donnent donc deux modeles équivalents. Dans les deux cas,
la difficulté réside, une fois que ’on a déterminé ’application but, a retrouver les
champs invariants a droite. La méthode adoptée par J. Pradines, via les équations
de structure est tres abstraite et difficile a comprendre. J’ai donc pris le parti de
me baser sur l'autre modele, pour lequel il suffit d’adapter aux algebres de Lie de
dimension infinie des méthodes d’intégration classiques d’algebre de Lie de dimension
finie (cf. Formule de Baker, Campbell, Hausdorff généralisée). D’autre part, une
fois les “champs invariants a droite déterminés”, j’ai utilisé directement, le fait que
leur flot se devait d’étre des translations a gauche du groupoide cherché sans passer
par le feuilletage F3. En particulier, si T est le pseudogroupe de difféomorphismes
locaux engendré par ces flots, alors tout ¢ € T, doit vérifier que si ¢(x) = x pour
une unité x alors p(z) = z pour tout z ayant « pour but. L’hypothese de fléchage
injectif au-dessus d’un ouvert dense simplifie considérablement la preuve de cette
propriété. Cependant on doit pouvoir la montrer en toute généralité en utilisant les
propriétés de transversalité du feuilletage Fj.
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